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Abstract: In this work, a robust controller design with static output feedback will be proposed.
Minimizing the energy of the output will be considered, with the aim of reducing the setting
time and oscillations of the system output. In the design of the controllers, the physical limit
of the system output will also be considered. Thus, when the proposed conditions hold, the
closed-loop system is asymptotically stable and for a given set of initial conditions, the output
is within the appropriate limits. In the design of the controllers, two independent parameters
are obtained through an evolutionary algorithm, maintaining the design based on linear matrix
inequalities (LMIs). The controller was implemented in an active bench suspension.

Resumo: Neste trabalho serd proposto um projeto de controlador robusto com realimentacao
estatica da saida. Sera considerada a minimizacgao da energia da saida, com o objetivo de reduzir
o tempo de estabelecimento e as oscilagoes da saida do sistema. No projeto dos controladores
também serd considerado o limite fisico da saida do sistema. Desta forma, quando as condigGes
propostas sao satisfeitas, o sistema em malha fechada serd assintoticamente estdvel e para um
dado conjunto de condigoes iniciais, a saida ficara dentro dos limites especificados. No projeto
dos controladores, foram considerados dois parametros independentes, que sao obtidos por meio
de um algoritmo evolutivo, mantendo o projeto baseado em desigualdades matriciais lineares

(LMIs). O controlador foi implementado em uma suspensao ativa de bancada.
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1. INTRODUCAO

Para o projeto de controladores de muitos sistemas fisicos
nao ¢é possivel obter todas as varidveis de estado para
realimentagao. Deste modo, a realimentagao de saida, que
considera apenas as varidveis de estado disponiveis, é um
desafio na area de controle (Crusius and Trofino, 1999).
Nesse sentido, a realimentagao estatica de saida representa
uma malha de realimentacao simples, nao sendo necessario
mensurar todas as variaveis de estado, o que facilita a sua
implementacao (Dong and Yang, 2007).

Atualmente varias pesquisas estao sendo realizadas nesta
area, com o objetivo de encontrar condigoes suficientes
que garantam a estabilidade do sistema com realimentagao
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estdtica de saida (Carniato et al., 2020; Sereni et al., 2020).
No projeto de controladores, além da estabilidade, podem
ser requeridos indices de desempenho como robustez, taxa
de decaimento e performance Hy, (Dong and Yang, 2007;
Chang et al., 2015; Carniato et al., 2020).

Neste trabalho, serao estabelecidas condigoes suficientes
para realimentacgao estatica de saida com a insercao do
custo garantido da energia do sinal de saida como um
critério de desempenho. Em Deaecto et al. (2010) este
indice representava a energia dissipada, na forma de calor,
em conversores CC-CC. De certa forma, estd sendo exigido
que o transitério da saida deva ser rapido e sem muitas
oscilagoes.

Deve-se ter em mente que muitos sistemas fisicos possuem
limitagoes, tanto no sinal de controle quanto nas variaveis
de estado (de Oliveira et al., 2018). Deste modo, sera
considerado o limite da saida mensuravel no projeto dos
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controladores de modo que, conhecendo as condigoes ini-
ciais, o sistema nao ultrapasse determinados limites fisicos
que podem danificé-lo.

Assim como em Carniato et al. (2020), sdo consideradas no
projeto dos controladores varidveis de folga, cujos valores
podem ser estipulados pelo projetista. O tratamento ade-
quado desses parametros pode melhorar o custo garantido
pretendido. No caso, para a determinagao destes para-
metros, um algoritmo de evolugéo diferencial (ED) serd
utilizado para a otimizacao do custo garantido no processo
de otimizacao (Storn and Price, 1997).

Nesse artigo, a notacao adotada considera que o simbolo
(*) representa um termo que é obtido por simetria na
matriz, He(A) = A+ AT, ac! ., indica a l-ésima linha
da matriz M € R™*™, I,,xn» denota a matriz identidade
e Omxn significa a matriz nula. Além disso, o conjunto
composto pelos primeiros N inteiros positivos {1,...,N}
é representado por Kpy. Considera-se, ainda, que X = 0
(X = 0) implica que X ¢é simétrica e (semi)definida
positiva, x = x(t), © = @(t), v = u(t), y = y(t), z = 2(t) e
a = aft).

2. CONTROLE PARA A MINIMIZACAO DO CUSTO
GARANTIDO

Considere o sistema linear incerto com incertezas polité-
picas descrito por:

&= A(a)x + B(a)u,

Y= Cl (Oé)SC, (1)

z = Cy(a)z,
sendo z € R™ o vetor de estado, u € R™ a entrada
de controle, z € R"™* a varidvel de saida controlada e
y € R" a saida medida. As matrizes A(a) € R™ ",
B(a) € R"=*" Ci(a) € R e Co(a) € R "+ séo
matrizes constantes pertencentes ao politopo incerto :

Q={pmxmwﬁmm@mﬂ= @)

Ny

Zai [Ai,Bi,Cli,Cgi},iai =1,0; > 0}.

i=1 i=1

Para o sistema linear com incertezas politépicas (1),
define-se a seguinte lei de controle com realimentacao
estatica de saida

u=—-Ky=-KCi(a)zx, (3)
sendo K € R™*™ a matriz de ganhos do controlador. De
(1) e (3), o sistema em malha fechada é dado por:

&= A(a)r — B(a)KCy(a)z. (4)

Busca-se, para o sistema (1) com a lei de controle (3), a
minimizacao da energia do sinal de saida (custo garantido)
definido pela equagéo (5):

o0 o0

J:/ 2T Rz dt:/ 2TCT (a)RCy(a)x dt,  (5)
0 0

sendo a matriz definida positiva B = RT € R"=X"= a

ponderacao do custo em relacao a saida controlada do

sistema.

A minimizacdo do custo garantido definido em (5) exige
que o transitério da saida controlada z seja rapido e

sem muitas oscilagoes. Este indice de desempenho sera
garantido para condigbes iniciais x(0) pertencentes ao
conjunto convexo descrito por:

Nzo N0

2(0) = > Amzm(0), D> Am =1, (6)

tal que \,, > 0 para todo m € K,_,, com os vetores
de condigbes iniciais z,,(0) € R"* dados. De forma a
complementar, estabelece-se o conjunto de restrigoes de
saida dado por:

Iy @)ll2 = ICT (a)zl2 <+, (7)
com | € K, , sendo v € " o vetor de valores maximos

para as safdas ||y'(t)||2. Considere o Lema 1 a seguir que
serd empregado para encontrar o resultado principal deste
trabalho.

Lema 1. (Chang et al., 2015) Para matrizes T, P, U e A
com as dimensoes apropriadas e um escalar 7, as seguintes
afirmagoes sao equivalentes:

. T
(i) nPT +UA
()T <0, T+A"PT +PA<O.

=<0, 8)

%
—nd — "
9)

(
(
Prova. A prova pode ser obtida em Chang et al. (2015).
(

Teorema 1. Considere o sistema incerto descrito por (1)
com a lei de controle (3), o indice de desempenho J
definido em (5) e o conjunto de condigdes iniciais (6).
Considere a restricio da saida medida [jy'(t)]s <
I € Ky,,. Suponha a existéncia de uma matriz simétrica

definida positiva X € R™**"* matrizes auxiliares U €
R e Ve R™X™ e escalares w > 0, >0ep >0
tais que:

max w
XUV

sujeito a

W, (0) X (10)

[ X *
OLX (vl)Qw] =0
[ He(Ai X — BV Fn,xn,)
Coi X — anTanZVTBiT
|-V Bl + C1iX — U, xn.
* *
—R7! *
_PU.'}-nyxnz —nU — UUT
sejam satisfeitas para todo i € K,,,, m € K, € K, e
Fryxn. © Fn,xn, definida por:

(11)

(12)

<0,

Inany, se ’I'Ly = Ny,
I 0 _ sen, <n

Fryxn, = [ "IX" (s =n)] )

[ e | o
O(nyfnz)xnz
)2 _ {Inyxnya S5€ Ny = Ny, (14)
Ny XNg —

y [Inyxny Onyx(nm_ny)] ;o se Ny < Ng.

Entdo a lei de controle (3), sendo K = VU™!, torna o
sistema linear incerto definido em (1) assintoticamente
estével garantindo o indice de desempenho J < w™! = 3



com as restrigdes [|y'(t)]2 < 7', | € K,,, asseguradas para
todo x(0) descrito por (6).

Prova. A partir de (2) e multiplicando (12
somando de 1 até n,., obtém-se:

He(A(a)X — B(a)V Fnyxn, )
Cao(0)X — pF,f . VI B" ()
—nVTBT (@) + C1(@)X — U, xn.

) por «; e

(15)
* *
~R™! * < 0.
_pU}—nanz —77U - 77UT

Note que se a inequagédo (12) é satisfeita, U é nao singular
e possui inversa. Aplicando o Lema 1 e considerando que
He(A()X — B(a)V Fyxn,) *
T= [Cg(a)X - pZz;XnZVTBT(a) —R_l]’

b [—Bga)V} (16)
[ X U,'Tn,b,xngc prnanz]a
a inequagao (15 leva a
[em<> B(@V Fa,xn,) ]
Co(a)X = p#l . VI BT (a) —R™!
+ He< [BE)O‘)V} Ut (17)

[amﬂFUﬂwm—WﬁwM><0

Deve-se observar que a inequacdo (17) pode ser reescrita
como

[ i+ [TV

+ He< [BE)O‘)V} Ut

[Cl(a)X - U}—nyxnm _pU}—nanz} ) = 07

(18)

porém, note que a inequacao (18) pode ser reescrita como:

e ]

(19)
+ He ({_BE)O‘)V] U [Cy(a)X 0]) < 0.
Substituindo K = VU ™! em (19), obtém-se:
He(A(a)X — Bla)KCq(a) X *
{ (Al 02(a())() (@) %) _R_l} <0.  (20)

Como R > 0, temos que R™! = 0 e, por consequente,
—R~! < 0. Dessa forma, é possivel aplicar o Complemento
de Schur em (20), obtendo-se:

A(@)X + X AT (a) — B(a)KCy ()X
— XCT ()K" BT (o) + XC¥ (a)RC2 ()X < 0.

(21)

Pré e pés multiplicando (21) por P = X !, tem-se:

PA(a) 4+ AT ()P — PB(a)KCi(a)

— CT(@)KTBT (a)P + CT(a)RCy(a) < 0 (22)

Considerando o sistema de malha fechada definido em (4)
e a candidata & funcao de Lyapunov V(z) = 2’ Pz > 0,
para todo x # 0, sendo P = X!, tem-se a derivada em
relagao ao tempo:

V(z) =T Pz + 2T Pi <0 (23)
=27(A(a)TP + PA(a) — PB(a)KC(a)
— T ()K" B(a)" P)x.

Porém, pré e pés multiplicando a equacio (22) por =’ e x
respectivamente, tem-se para x # 0 que

zT(PA(a) + A(a)TP — PB(a)KCi(a) (24)

— CT(@)KTB(a)TP)x < —2T (CT(a)RCs(a))z,

e, sabendo que —R < 0 nota-se que —C3 (a)RC(a) =
0. Deste modo, de (23) e (24) tem-se que V(x) <
—2T(CT(a)RCy(a))z < 0 para todo = # 0, provando a
estabilidade assintética do sistema. Além disso, integrando
ambos os lados da inequagao (24) de 0 a oo, obtém-se de

(5):
/Oo V(x) dt < /OO —2T(CT (@) RCy(a))z dt = —J, (25)
0 0

e, portanto, de (25):

Viz(t = o0)) — V(z(0)) < —J. (26)
Sabendo-se que o sistema de malha fechada é assintoti-

camente estavel (tlim x(t) = Op_ x1 €, por consequente,
—00
V(z(t — 00)) = 0), de (26) obtém-se que:
J < V(2(0)) = 27(0)Pz(0). (27)
Aplicando o complemento de Schur na inequagao (10),
tem-se que:
w —w? e, (0)T X 1z,,(0) > 0. (28)
Substituindo P = X!, w = 7! e multiplicando ambos
os lados por 32 obtém-se:
B > 2 (0)" Py (0). (29)
Multiplicando (29) por A, e somando de 1 até n,q consi-
derando (6), obtém-se que

8 = z(0)" Px(0). (30)
Por consequente, de (27) e (30) tem-se 8 > x(0)” P2(0) >
J, garantindo que 8 > J para toda condigao inicial
descrita por (6).

Multiplicando a inequagao (11) por «; e somando de 1
até n,, realizando o Complemento de Schur e pré e pos
multiplicando por P, obtém-se:

g

(Wl)z(Ci)T(a)Ci(a)
Pré e pés multiplicando por zT
obtém-se:

R
(7

Portanto, considerando que 7' representa o valor maximo
do pico de cada safda medida ! do sistema, sendo [ € K,, ,
observe que

~P=0. (31)

e x respectivamente,

(C)"(a)Cf () — P) x <0. (32)



2T (CHT (a)Cl(a)x Tyt 2TPx
S A

De (30), tem-se que

B > 27 (0)Px(0) > z” Pa.
Portanto: r r

1> x (O)BP:E(O) > x ﬁP:c (34)
De (33) e (34),

NT,

Portanto, [|y'(t)]]z < 7' e a prova de Teorema 1 est4
concluida.

3. ALGORITMO DE EVOLUCAO DIFERENCIAL

Os parametros 7 e p, definidos no Teorema 1, devem ser
escolhidos de forma a minimizar o custo garantido definido
em (5), que pode estar contido em uma regiao néo convexa
de solugoes. Esses parametros nao sao determinados pelos
solvers, sendo assim possivel a aplicagao do algoritmo de
evolugao diferencial (ED).

A ED é um método de busca paralela direta que utiliza
N; vetores de parametros z; g, ¢ € Ky,, como populagao
para cada geracao G (N; ndo se altera durante o processo
de minimizagdo). O vetor populacional inicial deve ser
escolhido aleatoriamente e deve abranger todo o espaco
paramétrico. Nesse trabalho, serd considerada a distribui-
¢ao de probabilidade uniforme. Dessa forma, o principio de
funcionamento da ED é separado em mutacao, crossover
e selegdo, conforme descrito por Storn and Price (1997).
Na etapa de mutagao, para cada vetor alvo z; ¢, um vetor
mutante é gerado por:

Vi, G41 = Ty, + F X (Try,6 — Try.6)s (36)
sendo 71, ra, 13 € Ky, indices diferentes entre si escolhidos
aleatoriamente e F' € [0,2] o fator de mutacao (escalar).
Apés isso, na etapa de crossover, a partir dos vetores
mutantes v; g4+1 sao obtidos os vetores de teste uj; g4+1:

Wit = {UMGH, se @(]) <0 ou’j = rn'(z'),
T :L'ji,Ga s€ @(j) >Oe] 757“71('&),

sendo ©(j) o valor do j-ésimo termo de uma distribuicdo
aleatéria uniforme com saidas € [0,1], O € [0,1] é a
constante de crossover determinada pelo usudrio, rn(i) €
Kp é um indice escolhido aleatoriamente com D sendo
o numero de parametros e j € Kp. Dessa forma, para
cada vetor v; g1, € feito o processo para cada parametro
Vji,G+1-

(37)

Por fim, na etapa de selecao, decide-se se o vetor de teste
u; g+1 deve ou nao fazer parte da geracdo G + 1. Para
isso, compara-se o valor do custo definido obtido pelos
pardmetros do vetor x; ¢ com o obtido pelo vetor u; g41.
Se o vetor u; g+1 leva a um menor valor do custo, entao
Zi,G+1 = Ui,G+1, CasSO COIltI‘EiI‘iO, Zi,G+1 = T4,G-

4. IMPLEMENTACAO PRATICA

Foi considerado o sistema de suspensao ativa de bancada
da Quanser, que simula a suspensao ativa de 1/4 de um

veiculo cujo esquema pode ser visto na Figura 1. O sistema
é composto por duas massas, sendo M, a massa do corpo
do veiculo (sustentada pela mola ks e o amortecedor By)
e M,s a massa do conjunto do pneu (sustentada pela
mola k,s e o amortecedor Bys). De forma a minimizar as
oscilagoes provenientes de irregularidades na pista, utiliza-
se um sistema de suspensao ativa, composto pelas massas
Mg e My, e por um motor (atuador) conectado entre elas,
sendo o sistema controlado por uma forca F.

zs(t)

1
Ms — massa de Z do veiculo

Suspensao Ativa

ks Bs

Zus(t)

Mys — massa do conjunto do pneu

zr(t)
(Pista)

Figura 1. Esquema da Suspensdo Ativa (de Oliveira et al.,
2018)

Dessa forma, a dindmica do sistema é dada por (Sereni
et al., 2020):

0 1 0 -1 0
—ks —Bs 0 By 1
. M, M M M
=170 00 o 1 T+ T |
ks Bs _kus _(Bs + Bus) -1
MUS MUS MUS MUS MUS
1000 1000
y[omo}”’ 2{0010]“’”’ (38)
sendo
1 25(t) — zus(t)
_ 7?2 _ Ty _
= | T ) — ()| € U F.. (39)
Ty .Z"3

Os valores dos parametros sao apresentados na Tabela 1
(Quanser, 2009).

Tabela 1. Parametros da suspensao ativa.

Parametro Simbolo Valor
Massa de 1/4 do corpo do veiculo (kg) M 1,455 a 2,45
Massa do conjunto do pneu (kg) Muys 1
Constante de amortecimento (N.s/m) Bs 7,5
Constante de amortecimento (N.s/m) Bus 5
Constante de rigidez da mola (N/m) ks 900
Constante de rigidez da mola (N/m) kus 2500

A massa de 1/4 do corpo do veiculo pode ser alterada
a partir de duas cargas de 0,4975 kg cada. Ainda, serd
considerada a falha no atuador, ou seja, uma perda de



poténcia de 50% no motor, representado pela constante
ktaiha (de Oliveira et al., 2018):

u=1r, = Ufalha = kfalhaFc- (40)
Ainda, para o projeto do controlador foi considerado o
vetor de condigdes iniciais 2:(0) conforme descrito em (6)
com 16 vértices, tendo que —0,02 m < z; < 0,02 m,
—0,15 m/s < 9 < 0,15 m/s, —0,02 m < z3 < 0,02 m
e —0,15 m/s < 24 < 0,15 m/s. Dessa forma, obtém-se as
matrizes dos vértices do politopo:

To0 1 0 -1
5248 4373 0 4,373
Ar =45 = 0 0 0 1
900 7,5 —2500 —12,5]
T0 1 0 -1
—982.6 —2,355 0 2,355
A=Ay = 0 0 0 1
900 —92500 —12,5
0] 0
0, 583 0, 314 0,2920,157
[B1|B2|B3|Bs] = 0 0 | (41)
1 —1 —0,5|-05
1 00 0 1000
Ci(a) = 0100’ (@) =Cs = [0010]'

Portanto, para realimentagao do sistema, foi considerada
apenas as medidas das varidveis de estado x1 e w2, que
representam respectivamente a diferenca das posigoes e a
diferenca das velocidades das massas Mg e M,s. Dessa
forma, nao é possivel a utilizagao de controladores com
realimentagao de estado de forma direta. Ainda, com o
intuito de reduzir o tempo de estabelecimento das posigoes
zs(t) e zus(t), a matriz Co(a) seleciona as varidveis de
estado x1 e x3 para serem otimizadas, sendo x3 a diferenca
entre a posicao da massa do conjunto do pneu M, e a
pista.

Além disso, foi considerada a restricao de saida com:
y'(t)=Clez=[1000]=z 1=0,035m,  (42)
limitando, assim, a deflexao da suspensao. Para a solugao
das LMIs e o desenvolvimento da ED, foi utilizado o soft-
ware MATLAB com a interface “YALMIP” (Lofberg, 2004)
e o solver “LMILab” (Gahinet et al., 1994), considerando
R = I,,_xn.. Na ED, a populacao inicial para os parame-
tros p e n foi definida a partir de uma distribuigao uniforme
com fungéo densidade de probabilidade f(z) dada por:

f@) = 5o

0, caso contrario.

0<z<0,01
se 0 <z <0,01, (43)

Além disso, o ntmero de geragoes méaximo foi definido
como G = 1000, com N; = 10 individuos. Assim, a cada
nova geragao G resolvem-se as LMIs para cada individuo
e obtém-se o limitante superior para a equacao de custo
garantido. Apds os ajustes na populagao, conforme segéo 3,
resolvem-se novamente as LMIs e obtém-se os parametros
mais adequados. Na Figura 2 pode ser visto o custo
garantido minimo para a populagao obtido para cada
geragao.

Dessa forma, a partir do Teorema 1 e da ED, obteve-se o
minimo do limitante superior do custo § = 2,3241 x 10~*

%104

2.45 4

2.4 4

2.35 k 1

- ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Geragao
Figura 2. Limitante superior # minimo para a populacao

por geracao durante a evolugao.

para os parametros p = 9 x 1074, = 3,6 x 1072, com o
controlador robusto dado por:

= [2500,8 87,57, (44)

sendo a matriz de ganhos K dada conforme a lei de
controle (3).

Para a implementagao pratica, foi utilizado um sinal com
forma de onda quadrada como referéncia para a pista
(z-(t)). Este sinal possui amplitude de 0,02 m, frequéncia
de 1/3 Hz e largura de pulso de 50%. Além disso, o tempo
de amostragem foi de 1 ms. Para todas as implementacoes
foi considerado um intervalo de tempo de 15 s, sendo que
com (0 <t < 5) s o sistema se encontra em malha aberta,
(5 <t < 10) s o sistema estd em malha fechada conforme
a lei de controle (3) e (10 < t < 15) s o sistema estd em
malha fechada, porém, com falha de 50% no atuador.

Foram feitas duas implementagoes, sendo uma com a
massa M, = 1,455 kg e a segunda com M; = 2,45 kg.
O resultado das implementagoes pode ser visto, respecti-
vamente, nas Figuras 3 e 4, onde mostram-se a posigao da
pista (z.(t)), a posigao do passageiro (z;(t)) e do conjunto
do pneu (zus(t)), juntamente com os estados x1 e x3 e o
sinal de controle.

Pode ser observado que o comportamento com as diferen-
tes massas para o corpo do veiculo é semelhante e que,
apesar do sistema nao controlado ser estavel, o nivel de os-
cilacao da posicao do passageiro pode causar desconfortos
e é minimizado ao se utilizar o controlador robusto pro-
jetado fundamentado no Teorema 1. Além disso, mesmo
com a falha de 50% no atuador e com a incerteza da massa
do veiculo, as oscilagoes foram reduzidas satisfatoriamente.
Nota-se que o sinal de controle nao ultrapassa 10 N mesmo
com a presenca de falha no atuador.

5. CONCLUSAO

Neste trabalho, novas condicoes suficientes foram propos-
tas em termos de LMIs para sistemas lineares incertos
considerando a realimentacao estatica de saida. Foi con-
siderada a minimizacao da energia da saida com o ob-
jetivo de melhorar o desempenho do sistema em malha
fechada, utilizando um algoritmo de evolugao diferencial
a fim de ajustar os parametros p e 1 e otimizar o limi-
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Figura 3. Comportamento do sistema e o sinal de controle
considerando o controlador (44) e My = 1,455 kg.

tante superior desta fungao. Além disso, consideraram-se
restrigoes no valor de pico de saida, de modo a manter o
sistema dentro da regiao de operacao fisica. O controlador
foi implementado no sistema fisico da suspensao ativa de
bancada, sendo que o sistema em malha fechada minimizou
as oscilagoes da pista para o passageiro, mesmo com a
massa do passageiro e o sinal de controle sendo incertos.
Em trabalhos futuros, com o objetivo de flexibilizar as
restricoes no projeto dos controladores, sera realizado o
projeto do controlador chaveado como em Carniato et al.
(2020); de Oliveira et al. (2018) considerando os mesmos
indices de desempenho deste trabalho.
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