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Abstract: This paper addresses the problem of PID (Proportional-Integral-Derivative) control
design for uncertain continuous-time linear systems by means of convex optimization. The linear
model can have an arbitrary number of states, inputs and outputs, and all matrices of the system
can be uncertain (polytopic uncertainty). Pole location in a cone with arbitrary angle is used
as performance criterion. The main contribution of the paper is a new formulation for the
problem of designing PID gains as a static output-feedback problem, which can be solved by the
traditional techniques from the literature based on LMIs for state-feedback (when the output
matrix is precisely known) or output-feeedback. Four conditions from the literature are extended
to deal with the proposed approach. Numerical examples illustrate the efficiency of the method
for the stabilization of uncertain systems.

Resumo: Este artigo aborda o problema de projeto de controladores PID (Proporcional-
Integral-Derivativo) para sistemas lineares incertos continuos no tempo por meio de otimizacao
convexa. O modelo linear pode ter um nimero arbitrario de estados, entradas e saidas, e todas
as matrizes podem ser incertas (incerteza politépica). Como critério de desempenho é utilizada a
alocagao de polos em um cone de angulo arbitrario. A principal contribuicao do artigo é uma nova
formulacao do problema de sintese de ganhos PID como uma realimentacao estatica de saida,
que entao pode ser resolvido pelas técnicas tradicionais da literatura baseadas em LMIs para
realimentagao de estados (quando a matriz de saida é precisamente conhecida) ou realimentagao
de saida. Quatro condicoes da literatura sao estendidas para lidar com a abordagem proposta.

Exemplos numéricos ilustram a eficicia do método na estabilizacao de sistemas incertos.
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1. INTRODUCAO

A técnica de controle conhecida como Proporcional-
Integral-Derivativa (PID) possui uma posicao de destaque
na teoria de controle, principalmente pelo sucesso que essa
abordagem alcancou no meio industrial, dada sua sim-
plicidade de implementagao e desempenhos satisfatorios
em dinamicas presentes em diversas aplicagoes praticas,
como controle de processos (mais de 95% das malhas de
controle utilizam PIDs), controle de motores, industria
automotiva, controladores de voo, instrumentacgao, etc.
(Astrom and Higglund, 2006). Embora para sistemas de
uma entrada e uma saida (do inglés, single-input single-
output — SISO) existam técnicas de sintonia dos ganhos
que podem fornecer desempenhos satisfatérios para uma
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ampla gama de dinamicas, como Ziegler-Nichols, o caso de
miultiplas entradas e multiplas saidas (do inglés, multiple-
input multiple-output — MIMO) impoe um cenédrio bem
mais desafiador, sendo praticamente impossivel utilizar as
técnicas do caso SISO (Saeki et al., 2010; Boyd et al.,
2016). Nesse contexto, no qual o ntmero de ganhos a
sintonizar é muito grande, as técnicas baseadas em otimi-
zagao, com destaque maior para os métodos de programa-
¢ao semidefinida formulados em termos de desigualdades
matriciais lineares (do inglés, Linear Matriz Inequalities
— LMIs), tornaram-se protagonistas, principalmente no
tratamento de parametros incertos associados aos modelos.

Em meio as técnicas baseadas em LMIs, destacam-se a
busca dos ganhos PID por meio de problemas de realimen-
tagdo de estados (eventualmente com ganho estruturado)
(Ge et al., 2002), realimentacao estdtica de saida (Zheng
et al., 2002; Lin et al., 2004; He and Wang, 2006) ou em
termos de procedimentos que aproximam (de forma sufici-
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ente) desigualdades matriciais bilineares por LMIs (Saeki
et al., 2010; Boyd et al., 2016). Na maior parte dos métodos
considera-se apenas modelos sem incertezas (Parlak¢i and
Caferov, 2017; Carvalho and Rodrigues, 2019) ou sistemas
de ordem menor que dois (Parada et al., 2017; de Oliveira,
2019). Ressalte-se que em algumas abordagens os ganhos
dependem das matrizes do sistema, o que inviabiliza com-
pletamente o tratamento de incertezas, principalmente as
estruturadas, como a incerteza politépica. Com relacao as
metodologias que empregam a formulagao por realimen-
tagao estatica de saida, é importante ressaltar as técnicas
mais recentes que sao capazes de tratar incertezas em todas
as matrizes (inclusive na matriz de saida) como Agulhari
et al. (2012); Hilhorst et al. (2015); Felipe et al. (2016);
Rosa et al. (2018), o que torna atraente a derivacao de
extensoes para tratar o problema PID.

Este trabalho investiga o problema de projeto de con-
troladores PID para sistemas lineares incertos continuos
no tempo. Consideram-se sistemas lineares com ordem,
nimero de entradas e nimero de saidas arbitrarias. Todas
as matrizes do sistema podem ser incertas com estrutura
politopica. Como contribuicao principal é proposta uma
representacao de estados para o sistema realimentado,
gerando uma nova formulagao do problema em termos de
um problema de realimentacao estatica de saida em que
nao ha nenhuma restrigao adicional de estrutura no ganho.
Desse modo, condigoes de literatura para realimentacao
robusta de estados (caso a matriz de saida seja preci-
samente conhecida) ou realimentacao de saida baseadas
em LMIs podem ser adaptadas de forma imediata para
projetar controladores PID. Quatro condigoes da literatura
sao estendidas para tratar a abordagem proposta, e como
critério de desempenho adota-se a alocacao robusta de
polos dentro de um cone de angulo arbitrario. A principal
vantagem de viabilizar a sintese PID por meio dessas
condigoes da literatura é que as mesmas sao a base de
muitas outras condigoes que tratam diversas classes de
sistemas, como sistemas com retardo, nebulosos de Takagi-
Sugeno, a parametros variantes, a saltos Markovianos, etc.
Consequentemente, novas técnicas de projeto PID podem
ser derivadas a partir dos resultados. Exemplos numéricos
sao apresentados para ilustrar a eficacia do método de
sintese proposto.

Notagao: O conjunto de matrizes reais com dimensao n x
m é indicado por R"*"™. A transposicao de uma matriz M
é indicada por M’. M > 0 (M < 0) simboliza que a matriz
M é definida positiva (negativa) e o simbolo x representa
um bloco induzido por simetria em uma matriz. A notagao
He(X) é utilizada para denotar X + X’ e diag(A,B)
representa uma matriz bloco-diagonal com blocos A e B.
O simbolo ® representa o produto de Kronecker.

2. PRELIMINARES

Seja o sistema linear

& = A(a)z + B(a)u,

_ (1)

y=C(o)z
em que z € R", u € R™ e y € RP sao respectivamente os
vetores de estados, entradas de controle e saidas medidas.
As matrizes A(a) € R™"™, B(a) € R™™ e (o) € RPX™
sao incertas e dependem do vetor de parametros incertos
a = (ai,...,ay) na forma

N
(A,B,C)(a) =Y i(Ai,Bi,Ci), a €Ay
i=1
sendo A o simplex unitdrio dado por

N
ANE{EeRY > & =1,¢4 >0}
i=1
Particularmente na literatura de analise e controle de
sistemas incertos, as matrizes do sistema sao chamadas
de matrizes politopicas, sendo capazes de representar uma
ampla gama de incertezas.

O objetivo deste trabalho é fornecer condigoes de projeto
para a sintese da lei de controle U(s) = K(s)Y (s) (com
U(s) e Y(s) sendo as transformadas de Laplace de u(t)
e y(t), respectivamente) em que K(s) é uma matriz de
transferéncia dada por

Ki KdS )

K(S)Z(Kp+ +m

com K, € R™*? K4 ¢ R™*P K; € R™*P. Essa lei de
controle é conhecida como PID, em que o polo —1/T} foi
adicionado ao termo derivativo para tornar K (s) prépria.
Uma representagao de estados possivel para a matriz de

transferéncia K (s) é dada por (Apkarian et al., 2007)
:.Cc - Acxc + cha (2)
u=Cexc+ Dy

com
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Como tradicionalmente modelada na literatura, a dina-

mica de malha fechada pode ser representada na forma

- [ p@D.cte) B,

B.C(«) A,

1
Ry=Ky+ - Ka, 7=1/T, Ri=Ki, Ra=-r5Ka
f

com z = [z/,z]]". Particularmente no contexto de um
controlador de ordem diferente da ordem da planta, como
0 caso sob investigagdo, uma representacao alternativa é
dada na forma

£ = (Ale) + B(0)LC(w))2 0
A= o0 | B =0 P
c=let ¥ e-[En]

que possui a mesma estrutura de um sistema com uma re-
alimentagao estatica de saida. Nesse caso, as condicoes da
literatura que tratam o problema de realimentacao estatica
para sistemas incertos em principio poderiam ser aplicadas
(Crusius and Trofino, 1999; Peaucelle and Arzelier, 2001;
Arzelier et al., 2003; Yaesh and Shaked, 2009; Agulhari
et al., 2012). Caso a matriz de saida C(«a) seja precisa-
mente conhecida, os métodos de realimentacao de estados
para sistemas incertos também podem ser adaptados para
tratar o problema, basicamente aplicando uma transfor-
magao de similaridade no sistema (Geromel et al., 1996).
Todavia, embora o problema de realimentacao estatica de
saida seja um grande desafio por si s6, uma dificuldade



adicional nesta modelagem é o fato das matrizes A, e C,
serem conhecidas, exigindo uma restricao de estrutura no
ganho de controle L, o que em geral torna os métodos
muito conservadores.

Na proxima segao sao propostas duas modificagoes na
representacao de estados do sistema em malha fechada,
que tornam possivel a adaptacao de diversas condicoes da
literatura para tratar o problema de projeto do ganho L
com conservadorismo reduzido.

3. NOVA REPRESENTACAO DE ESTADOS

Como as matrizes A, e C. sdo conhecidas em (2), é
proposta uma representacao diferente, dada na forma

¢=(A(a) + B(a)LC(a)) 2 (@)
Afa) = [Aga) B(azcc] By = [Bga) IQOM] |
C(a) = [C(a) Opean] i- [

A vantagem aparente da representacgao (4) é que o ganho
L nao possui restricao de estrutura, tornando o problema
de sintese menos complicado do que no caso de L dado
em (3), considerando as manipulagdes (em geral, fontes
de conservadorismo) que sao necessdrias para adaptar as
condicoes da literatura para tratar ganhos estruturados em
termos de procedimentos convexos de otimizagao.

Embora a representagao (4) elimine o problema de restri-
¢oes estruturais no ganho L, as técnicas de projeto base-
adas em LMIs nao sao adequadas para tratar essa repre-
sentacao. Por exemplo, considere o caso mais simples em
que C(«) = [I 0], viabilizando a aplicagao das condigoes
LMIs para realimentacao de estados com o ganho na forma
K = LC = [L 0]. Aplicando a condigao de estabilidade de
L%fapunov na matriz de malha fechada A(«)+ B(«)K, isto
€ )
(A(a) + B(a)K) P + P(A(a) + B(a)K) <0, P> 0

tem-se

(%6 Q][] [ 0) [ R]) <o

Impondo P, = 0 e adotado a mudanca de varidvel
Zl 0 o K1 0 P1 0
Z 0| |Ko 0| |0 Ps

tem-se a LMI

He ({A(Q)Pl 23(@)21 B(zi]cagpgb “0

que é garantidamente infactivel pelo fato de He(A.Ps) apa-
recer na diagonal e A, nao ter posto completo. O mesmo
fendmeno acontece em condigoes que utilizam variaveis de
folga. Embora possa ser argumentado que outras repre-
sentacoes de estado para o controlador PID, em que A.
tivesse posto completo (ou até mesmo fosse uma variavel
de otimizacdo), poderiam ser utilizadas para contornar
o problema identificado, neste trabalho é proposta uma
solucao baseada em uma transformacao de similaridade

1 Por comodidade foi utilizada a estabilidade do sistema dual.
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Figura 1. Regiao de alocagao de polos.

aplicada na representacao de estados do sistema em malha
fechada, isto é,

=~ In 0 _ [IQm 02m><(n—2’m)] n > 2m
= |:T I2m:| 5 T= { [In Onx(gm,n)]l n < 2m
que leva a repre.sentagéo de eftados~
z=(A(a) + B(a)LC(w))z (6)
A(a) = [ A(a) + B(a)C.T —B(a)C. ]
" |T(A(a) + B(a)C.T) — AT A. — TB(a)C. |’
Blo) = |50y Y cl@=c@ o =[5

Note que a presenga do termo —T'B(«)C, no bloco (2,2)

da matriz A(a) pode prevenir problemas de deficiéncia de
posto da matriz A..

4. CONTROLE PID COM ALOCACAO DE POLOS

Nesta secao sao fornecidas condi¢oes de projeto baseadas
em LMIs para o controlador PID (2) explorando a repre-
sentagao de estados (6). Como critério de desempenho,
as condigoes de sintese garantem a alocacao dos polos de
malha fechada (isto é, os autovalores da matriz A(«) +
B(a)LC(a)) dentro de um cone de angulo 26, denotado
por Cy, como ilustra a Figura 1. Sao basicamente extensoes
de condicoes da literatura de realimentacao de estados e
realimentagao estatica de saida para tratar a alocagao de
polos no cone, que pode ser garantida pelo seguinte lema
(Chilali and Gahinet, 1996).

Lema 1. Se existir uma matriz de Lyapunov P(«a) =
P(a) > 0 tal que
(O A(a)X(a) + X(a)(© ® A(a)) <0,YVa € Ay (7)

s ) w22

entao A(a) ¢é estavel e com autovalores dentro do cone Cy.

A técnica de projeto apresentada a seguir é baseada na
estabilidade quadratica e pode ser aplicada apenas se a
matriz de saida C(«) for precisamente conhecida, isto é,
C(a) = C (Geromel et al., 1996). Uma transformacao
de similaridade coloca a matriz de saida na forma C =
[ 0], e condigoes de realimentagdo de estados sujeitas a
restrigoes de estruturas nas variaveis de otimizagao podem
ser utilizadas para sintetizar o ganho L.



Teorema 1. Seja o sistema (6) com C'(a) = C e R tal que
CR = [I 0]. Se existirem matrizes P11 = P{;, Paa = P,
e Z1 de dimensoes apropriadas tais que

He (@ ® (R—lfx(a)RP + R—lé(a)z)) <0, Va € Ay

_|Pun 0 _
P = [ 0 ng] >0, Z=1[Z 0
entdo L = Z,P;;* é um ganho de realimentacio estatica
de saida tal que o sistema (6) em malha fechada é robus-
tamente estdvel e os polos estao dentro do cone Cy.

A préxima condicao de projeto é uma melhoria em relacao
a condicao do Teorema 1, permitindo que a matriz de Lya-
punov seja dependente de parametros e que as restricoes
de estrutura sejam aplicadas sobre a variavel de folga.

Teorema 2. Seja o sistema (6) com C'(«) = C, uma matriz
R tal que CR = [I 0] e £ um escalar dado. Se existirem
matrizes P(a) = P(a) > 0, Gi1, G2i(a), Gazo(a) e Z; de
dimensoes apropriadas tais que

Q(a) + He (X(a)B) < 0, Va € Ay

X = 0® (R—1 (A(a)RG(a)+B(a)z)) |
IQ & —G(Oé)
Qo) = []2 ®Op(a) S} , B=1[I¢l],

G11 0
Gla) =
(a) |:G21(CY) GQQ(O{)
entdo L = Z;G7}' é um ganho de realimentacio estética
de saida tal que o sistema (6) em malha fechada é robus-
tamente estdavel e os polos estao dentro do cone Cy.

}, Z =7, 0]

As condicoes dos Teoremas 1 e 2 sao adaptagoes de
condigoes originalmente propostas para o problema de
realimentacao de estados, e pode ser mostrado que a
condi¢ao do Teorema 2 contém a condi¢cao do Teorema 1
como caso particular para uma escolha adequada de &.
A utilidade da condicao do Teorema 1 é a possibilidade
de tratar parametros arbitrariamente variantes no tempo,
como por exemplo, em sistemas chaveados.

A préxima técnica de projeto é conhecida na literatura
como método dos dois estdgios (Peaucelle and Arzelier,
2001; Arzelier et al., 2003; Moreira et al., 2011; Agulhari
et al., 2012). Inicialmente projeta-se um controlador por
realimentagao de estados para o sistema (6) (note que nao
é necessario aplicar a transformagao de similaridade na
matriz C(«)).

Teorema 3. Seja £ um escalar dado. Se existirem matrizes
P(a) = P(a) > 0, G e Z(«) de dimensoes apropriadas
tais que

Q) + He (X ()B) < 0, Vo € An

com
(o) = |0 (A6 1 Bloyzie)
Q) = |1, &' piay 4] - B 11 €1
entdo K(a) = Z(a)G~! é um ganho de realimentagio

de estados tal que o sistema (6) em malha fechada é
robustamente estdvel e os polos estao dentro do cone Cy.

O ganho K(«) fornecido pelo Teorema 3 nao projeta o
ganho L e também nao tem interesse pratico, pois depende
do pardmetro incerto a. Contudo, K () pode ser utilizado
como um parametro de entrada para a condicao de sintese
apresentada a seguir.

Teorema 4. Seja K(a) um ganho de realimentagao de
estados que estabiliza e aloca os polos do sistema (6) em
malha fechada dentro do cone Cy. Se existirem matrizes
P(a) = P(a) > 0, G(a), F(e), H e R de dimensoes
apropriadas tais que

Tll(Oé) Tlg(Oé) T13(Oé)~
* L®(-Ga)-G@)) 6@ (Ga)B(a) | <0
* * Lw(—H-— H’)
Ty, =He(©@ ® ((/1(04)/ + K(oz)/B(oz))F(oz)/))
T12 = IQ (024 (P(a F CY)/)
+0® ((A(a) + K(a)B(a))G(a)')
Ti3 =0 ® (F(a)B(a)) + L ® (C(a) R — K(a) H')

entdo L = H~ 'R é um ganho de realimentacao estatica de
saida tal que o sistema (6) em malha fechada é robusta-
mente estavel e os polos estao dentro do cone Cy.

A condigao do Teorema 4 é uma extensao de Agulhari et al.
(2012) e pode ser vista como uma contribui¢ao em relacgao
a condigao proposta em Bosche et al. (2004) para alocagao
de polos em cones via realimentacao estatica de saida no
sentido de introduzir duas varidveis de folga extras, F'(«)
e G(«), que podem reduzir o conservadorismo.

A tltima condicao de projeto a ser apresentada é uma ex-
tensao de Felipe (2017) para tratar o problema de alocagao
de polos em um cone. A condigao proposta diferencia-se
das trés anteriores pelo fato do ganho de controle L apare-
cer diretamente como variavel de otimizacao do problema,
sem a necessidade de mudanga de varidvel.

Teorema 5. Seja B(a) = [Bi(a), Ba(@), Bs(a)] uma ma-
triz incerta com coeficientes conhecidos dada. Se existirem
matrizes P(a) = P(a) > 0, Xi(«a), Xa2(a), X3(a) e L de
dimensoes apropriadas tais que

Q) + He (X(a)B(xx)) <0 (8)
com . .
Q(a) = |[Lh® P~(Ot) 0 *
O Ay —I10
Xi(a) _ ; 5 B
X(a) = [Xg(a) , Agq = A(a) + B(a)LC(a)
Xg(Oé)

entao L é um ganho de realimentacgao estatica de saida
tal que o sistema (6) em malha fechada é robustamente
estavel e os polos estao dentro do cone Cy.

Prova: Se a condigao (8) é verificada, entao
He(X5(a)Bs(a)) <0,

e portanto, X3(«) tem posto completo. Multiplicando (8)
A esquerda por X (o)t e & esquerda pelo transposto, com
10 7X1(OZ)X3(OZ)71

01 —Xa(a)X3(a)t

tem-se X(a)=Q(a)X ()t < 0 que pode ser reescrita na
forma

X(a)t =



{12 ®0P(a) 3]

| He ([_ﬁ;ﬁggﬁgggg_ﬂ 0® du(a) _1]) <0

Multiplicando essa tiltima desigualdade por [I O® A ()]
a esquerda e pelo transposto a direita, tem-se

He(@ ® Ay(a)' I ® P(a)) <0
que é equivalente a (7) considerando o sistema dual. [

As condigoes de projeto do Teorema 5 nao sao tuteis como
apresentadas, pois nao existe uma regra geral para iniciali-
zar a matriz B(«) de forma a obter solugoes factiveis. Para
o problema de estabilizagdo (sem alocagdo na regiao Cy),
em Felipe (2017) foi proposta a matriz de inicializa¢ao na
forma

Bla) =11 I =1 9)
e a seguinte modificacao na matriz de malha fechada

Ag(a) = A(a) + B(a)LC(a) — pI,

sendo possivel garantir a existéncia de solucao factivel
com um valor finito para p, que pode ser minimizado
como funcao objetivo. Isso assegura que os polos de malha
fechada tém parte real menor do que p. Se p < 0 entao o
problema foi resolvido. Caso contrario é possivel utilizar a
solugao X (a) como uma nova inicializac¢ao para B(«), com
a garantia de que as condigoes fornecem um novo valor
para p que é no minimo igual ao valor anterior. Contudo,
a inicializacao dada (9) nao garante uma solugao factivel
para o problema de alocagao. Neste trabalho é proposta
uma estratégia de relaxacao diferente. Ao invés de relaxar
o posicionamento dos polos da matriz de malha fechada,
propde-se relaxar a desigualdade (8) na forma

Q) + He (X(a)B()) < pI (10)
Essa relaxacao permite testar as condigoes do Teorema 5
minimizando o valor de p, e ter como garantia a existéncia
de uma solucao factivel com um valor finito para p. Se
p < 0 entao os polos de malha fechada estao dentro do cone
Cp. Caso contrario nada pode ser afirmado. Contudo, assim
como em Felipe (2017), é possivel usar a solugao X(«)
como uma nova inicializacao para B(a) e buscar por um
novo valor de p. Essa recorréncia pode ser sistematizada
por meio de um procedimento iterativo, Algoritmo 1,
que converge para um valor finito de p. A vantagem
desse algoritmo é que o ganho de controle L é uma
variavel do problema, o que pode ser muito 1util em
determinados tipos de problemas praticos. Por exemplo,
para um sistema de duas entradas e duas saidas, é possivel
calcular um controlador PID descentralizado, em que a
primeira (segunda) saida é afetada apenas pela primeira
(segunda) entrada. Para mais detalhes sobre o algoritmo
iterativo, como provas de convergéncia local, experimentos
numéricos e factibilidade da condicao inicial, recomenda-se
a dissertacao de Felipe (2017).

Como comentario final sobre as condicoes de projeto, é
importante mencionar que a transformacao de similaridade
proposta em (5) é absolutamente essencial para que os
Teoremas 1 e 2 fornecam solugoes factiveis. Por outro lado,
as condigoes dos Teoremas 4 e 5 podem ser testadas sem a
transformacao, nao sendo possivel, em principio, saber se
a transformacao sempre melhora os resultados.

Algoritmo 1 Alocagao no cone Cy

1: Inicializagao: itmaq, B(a) < [I I —I]
2: Enquanto k < it,,,, Resolva

3: k< k+1;

4: Resolva minr s. a P(a) > 0 e (10)
5 Se p < 0 Entao

6: Retorna (L, pi)

7: Fim Se

8: B(a) + X(a)

9: Fim Enquanto

5. IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Todas as condigoes de projeto apresentadas foram dadas
em termos de LMIs dependentes de parametros, isto é, de
desigualdades que dependem de «. Para obter testes finitos
baseados em LMIs impoem-se estruturas polinomiais de
grau 1 (por simplicidade) para as varidveis de otimizacao
de todos os teoremas. Na sequéncia as LMIs finitas sao ex-
traidas por meio da aplicacao de relaxagoes de Pdlya para
testar as desigualdades polinomiais resultantes (Oliveira
and Peres, 2007). Esses procedimentos podem ser realiza-
dos de forma automédtica pelo parser ROLMIP (Agulhari
et al., 2019), que foi especialmente construido para esse
fim. As condigoes foram programadas em Matlab (R2018Db)
64 bits e o resolvedor de LMIs Mosek (?) foi empregado.
O computador utilizado possui as seguintes especificagoes:
Windows 10, Intel Core i7-8750H (3.90 GHz), 16 GB RAM.

Sobre os Teoremas 2 e 3, que requerem um parametro
escalar ¢ como dado de entrada, o seguinte conjunto de
valores foi utilizado (como sugerido em Oliveira et al.
(2011))

{107%,107°,...,107,1,10",...,10°,10°}

consistindo em 13 valores igualmente espacados em uma
escala logaritmica. Com relagdo ao Algoritmo 1, foi esta-
belecido it,,q. = 15.

6. EXPERIMENTOS NUMERICOS

Para avaliar os resultados da modelagem proposta, inici-
almente sao realizadas comparagoes estatisticas entre os
teoremas apresentados. Assim, foi criada uma base de
dados? de sistemas incertos instaveis na forma (1) que sao
garantidamente estabilizdveis pelo controlador PID (2).
Além disso, também é garantido que os polos dos sistemas
podem ser alocados no cone Cy. Na geracao de matrizes
randomicas, foi utilizada a distribuigao normal de média
nula e desvio padrao unitario.

Para matrizes fixas A, (T é especificado) e C¢, a base de
dados foi gerada de acordo com a sequéncia de passos:

1) A matriz C'(«) é criada randomicamente e os coefi-
cientes das matrizes A(«), B(a) e B, sdo definidos
como varidveis de otimizacao. Define-se a matriz (li-
near nas variaveis de otimizacao)

hato) = [0, P4

2 http://www.dt.fee.unicamp.br/ ricfow/programs/CBA2020/
PIDdatabase.zip



Tabela 1. Resultados para N = 2 vértices.

Tabela 2. Resultados para N = 3 vértices.

N =2 N=3
(nym,p) | T1 T2 T4 | T4* Al AT (nym,p) | T1 T2 T4 T4+ Al INE
(2,1,1) 40 40 98 99 87 100 (2,1,1) 44 44 94 99 34 100
(2,1,2) [ 34 34 100 100 74 100 (2,1,2) 30 30 100 100 79 100
(2,2,2) [ 100 100 | 100 100 100 100 (2,2,2) 100 100 100 100 100 100
(3,171) a7 a7 99 99 92 100 (3,10 40 40 98 100 92 100
(3,1,2) [ 33 34 100 100 87 100 (3,1,2) 32 35 98 99 88 100
(3,2,2) [ 100 100 99 100 100 100 (3,2,2) 100 100 98 98 100 100
411 | 47 47 99 99 94 100 #,1,0) 36 39 100 100 93 100
(4,1,2) [ 48 49 100 100 91 100 (4,1,2) 35 37 100 100 36 100
(4,2,2) [ 100 100 96 96 100 99 (4,2,2) 100 100 95 96 100 100
média | 61% | 61,2% | 99% | 99,2% | 91,7% | 99,9% média | 57,4% | 58,3% | 98,1% | 99,1% | 91,3% | 100%
2) Duas matrizes ql}adradas Xl(a.) e Xa(a) sdo cri- Tabela 3. Resultados para N = 4 vértices.
adas com coeficientes randomicos de modo que
He(X1 () > 0 e He(X2(«)) > 0. N=4
3) Cria-se uma varigvel de otimizagido P(«) e resolve-se (n,m,p) T1 T2 T4 T4* Al Al*
a condicao (2,1,1) 35 37 97 100 33 100
- 2,1,2 35 36 98 100 71 100
He (X1(a) ® (Aa(a))) ol <0, Va e Ay 52,2,23 100 100 99 100 100 100
Ti2(c) —He(X2(a)) ’ BG.11) | 48 19 99 99 88 100
com (3,1,2) 34 37 100 100 84 100
3,2,2 100 100 99 99 100 100
Toi(a) = Pa) — Xi(a) + © @ Xa(a)Au(a) 54,171; 13 13 o7 o7 86 100
p(a) = diag (P(a),P(a)), 54,1,2; 31 36 100 100 84 100
- 42,2 100 100 99 99 100 100
)_(1(0‘) diag (X1 (a),X1(a)) média | 58,4% | 59,8% | 98,7% | 99,3% | 88,4% | 100%
Xo(a) = diag (Xa2(a), Xz (o )) ;

Em caso de solugao factivel, os autovalores de A.(«)
estao dentro do cone Cy (definido por meio de W).
Caso contrario retorna-se ao passo 2).
4) Procura-se por um ganho randémico D, de modo que
a matriz Ay (a) —diag(B(«)D.C(«),0) fique instével.
5) Insere-se a tripla (A(«) — B(a)D.C(a),B(a),C(cx))
no banco de dados.

Para viabilizar o uso dos Teoremas 1 (T1) e 2 (T2),
as matrizes de saida foram geradas como precisamente
conhecidas, isto é, C'(«) = C. Foram fixados os valores
6 = 45° e Ty = 7 (escolha arbitraria) para todos os
sistemas gerados, e foi considerado o seguinte conjunto de
dimensoes

ne {234}, me {12}, pe {12}, m<p Ne {234}

perfazendo um total de 900 sistemas para cada N. As
condi¢oes do Teorema 4 (T4) e Algoritmo 1 (Al) foram
aplicadas com e sem (denotadas por T4* e A1*) a trans-
formagao proposta em (5).

As porcentagens de sistemas estabilizados sao apresen-
tadas nas Tabelas 1, 2 e 3. Nota-se que a condi¢ao Al
forneceu os melhores resultados na auséncia da transfor-
magao proposta em (5), embora a perda de eficdcia seja
significativa (principalmente em N = 4) na presenca da
transformacao. Nesse sentido T4, que também forneceu
resultados expressivos, sofre uma leve variacao em funcao
da transformagao. Os resultados de T1 e T2, embora me-
nos eficazes, sao interessantes pois nenhuma solugao seria
obtida caso a transformacao (5) nao fosse aplicada.

Para validar as técnicas propostas em um problema
pratico, o controle PID de um sistema massa-mola-
amortecedor é investigado. O modelo é baseado na ilustra-
cao fornecida na Figura 2 e tem representagao de estados
dada por

b }—' o
—— .
Voo

Figura 2. Sistema massa-mola.

: [0 1] [0}
xr = _£_£z+iu,

com m =10 Kg, k € [2, 5] N/m, b € [3, 7] Ns/m, resul-
tando em um politopo de quatro vértices. Adotando uma
taxa de decaimento minima de —0,1 (isto é considerando
A(a) = A(a) — 0,11) e fixando 7 = 2, as condi¢oes foram
testadas de modo a encontrar o menor valor de 6 possivel e
os seguintes valores foram obtidos para os Teoremas 2, 4 e
5: 71,0°, 88,0° e 83,0°, respectivamente, com ganhos dados
K = [riarpvrd] por

Kr, = [—20,7670 —0,6445 38,5218]
K, = [~6,7093 —0,1713 —1,6800] ,
K7, = [0,0583 —0,0108 1,5937]

=1[10]z

A resposta & condigdo inicial [z, = [1 0 0 0] é
ilustrada na Figura 3 e os valores de méximo sobressinal e
tempo de acomodacgao sao mostrados na Tabela 4. Nota-
se o comportamento menos oscilatério com os ganhos
fornecidos pelo Teorema 5, pois os polos de malha fechada
associados ao controlador projetado estao dentro de um
cone com angulo 6 = 35,85°.



Tabela 4. Valores de maximo sobressinal e

tempo de acomodagdo (2% do valor final)

associados aos ganhos Krp,, K7, e K1, no
sistema massa-mola.

sobressinal (%) | t. acomodacao (s)
K1, 11 17.90
K1, 18 17.73
Kr. 3 19.80
1
G
7T4
Ts
20 25w 5 40 45 50
t
Figura 3. Resposta a condigao inicial [z,z.] = [1 0 0 0]

para o sistema massa-mola.

7. CONCLUSAO

Neste trabalho foi proposta uma representagao de estados
que permite reformular o problema de projeto de con-
troladores PID em termos de realimentagao estatica de
saida, viabilizando solucoes por meio de condicoes cldssicas
da literatura originalmente propostas para tratar reali-
mentagao de estados. As abordagens baseadas em dois
estagios e em um método iterativo foram propostas como
extensoes de condigoes anteriores da literatura para tratar
o problema de alocacao de polos. Experimentos numéricos
ilustraram o mérito das contribuigoes.
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