
Aplicação do Filtro de Kalman Estendido
com matrizes pré sintonizadas ao
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Abstract: Sensorless control methods stand out as an alternative for cost reduction and
maintenance in AC electric drive systems. This work deals with the application of the Extended
Kalman Filter (EKF) to the estimation of the speed and position of the rotor aiming at the
implementation of the indirect vector control technique in a speed control system for three
- phase induction motors. The Kalman filter, despite its mathematical and computational
complexity, performs well under variable speed and load conditions as well as convergence times
consistent with the usual requirements of high performance systems. The main contributions
of this work are the use of a reduced-order EKF (ROEKF) and the co-variance matrix pre-
tuning in order to accelerate the convergence in the velocity and position estimates for future
implementations in digital signal processors currently accessible.
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1. INTRODUÇÃO

Nas últimas décadas, as aplicações dos sistemas de
acionamento de corrente alternada (CA), associadas às
técnicas de controle vetorial com monitoramento da veloci-
dade e/ou posição por meio de sensores eletromecânicos,
estabeleceram-se como uma alternativa de baixo custo,
maior robustez mecânica e alto desempenho, equiparando-
se aos precursores acionamentos CC. Porém, a utilização
de transdutores eletromecânicos ainda inclui limitações
quanto aos custos de manutenção, confiabilidade, robustez
mecânica e restrições quanto à operação em ambientes
agressivos Dadkhah et al. (2015).

Nesse contexto e a partir do surgimento dos processadores
digitais de sinais de alta velocidade, os sistemas de controle
de velocidade e/ou posição sensorless, embora impliquem
no aumento da complexidade matemática e computacional
dos modelos de controle, vêm sendo cada vez mais fre-
quentemente utilizados visto contriburem quanto á ro-
bustez mecânica e à variação dos parâmetros das máquinas
e incertezas intŕınsecas às medições dos sinais elétricos
Barut et al. (2008).

Diversas pesquisas vêm sendo desenvolvidas visando os
sistemas sensorless, onde destacam-se a técnica de modos
deslizantes (Sliding Mode), os sistemas adaptativos por
modelo de referência (Model Reference Adaptive System)

e o Filtro de Kalman Estendido (EKF - Extend Kalman
Filter), dentre outros Vieira et al. (2014).

Rudolf Emil Kalman apresentou, em 1960, uma solução
recursiva para o problema de filtragem linear discreta
a partir do modelo no espao de estados acrescido de
parcelas estocásticas referentes aos rúıdos de medição e
erros de modelagem. Porém, a versão inicial do filtro de
Kalman (KF - Kalman Filter) apresenta limitações em
relação a caracteŕısticas não-lineares como, no caso dos
motores de indução (MI), as não-linearidades referentes à
relação velocidade e fluxos eletromagnéticos bem como a
presença de parâmetros variantes no tempo associados a
essas variáveis Barut et al. (2007).

Uma alternativa ao KF é o Filtro de Kalman Estendido
(EKF) cuja estrutura pode ser aplicada a sistemas lin-
earizados em torno de um ponto espećıfico de operação.
Outras variantes do Filtro de Kalman encontram-se
dispońıveis, tais como o Unscented Kalman Filter (UKF)
Akin et al. (2003), o EKF Combinado S. Bogosyan and
Gokasan (2007), Bi Input-extended Kalman Filter (Bi-
EKF), dentre outras.

Em Barut (2010), o UKF é associado ao modelo não-
linear do MI e a um método de filtragem da matriz de
covariância. Essa combinação gerou o SRUKF (Square
Root UKF ), com melhorias na precisão se comparada à
verso UKF.
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Em Jafarzadeh et al. (2013), é descrita a implementação
em tempo real do estimador EKF de ordem completa
com entrada dupla ou Bi-EKF. O Bi-EKF é baseado em
dois modelos matemáticos, um para o fluxo do estator e
o outro para o fluxo do rotor no referencial estacionário,
proporcionando a estimativa completa de todos os estados
do motor de indução em conjunto com as resistências de
estator e rotor, em uma ampla faixa de velocidade Barut
et al. (2012).

Outro método derivado do EKF é o Filtro de Kalman
Estendido de Ordem Reduzida (ROEKF - Reduced-Order
Extended Kalman Filter) que, com menor número de
variáveis, proporciona a redução do tempo de processa-
mento e dos erros de estimação sem comprometer o de-
sempenho do sistema Yin et al. (2013) Leite et al. (2004).

A estimação da velocidade/posição da MI requer o conhec-
imento das tensões e correntes do estator, porém o número
total de variáveis e parâmetros a serem tratados pode se
estender até 10, inviabilizando o processamento on line.
Vale destacar que a precisão das estimações das variáveis
de controle depende fortemente dos parâmetros da MI e da
relação sinal-rúıdo (SNR - Signal Noise Ratio) dos sinais
medidos Leite et al. (2004).

Este trabalho propõe a aplicação de um Filtro de
Kalman Estendido de Ordem Reduzida, especificamente
um ROEKF de 5a ordem, para a estimação da velocidade
e posição de um motor de indução trifásico com base nas
componentes ortogonais da corrente de estator e do fluxo
de rotor.

Visando redução do tempo de processamento e fu-
tura implementação utilizando o processador digital de
sinais do Fabricante Texas Instrument, modelo TMD-
SHVMTRPFCKIT, busca-se uma alternativa aos EKFs de
6a e 7a ordens usualmente aplicados que incluem as com-
ponentes da corrente de estator, fluxos eletromagnéticos
de rotor e as resistências de estator e rotor Dadkhah et al.
(2015) S. Bogosyan and Gokasan (2007) Barut (2010)
Barut et al. (2012).

As principais contribuições deste trabalho referem-se às
análises do ROEKF em relação precisão e convergência
da estimação da velocidade sob diferentes condições de
operação e carga bem como a adaptação, desenvolvimento
e testes das técnicas de sintonia off line das matrizes de
covariância dos erros de modelagem e medições.

2. REFERENCIAL TEÓRICO

Nesta seção serão apresentados os conceitos fundamentais
relativos ao modelo matemático do MI trifásico, Filtro
de Kalman Estendido e técnicas de sintonia off line das
matrizes de covariância, necessários ao desenvolvimento
do ROEKF de 5a ordem para aplicação em um sistema
de controle velocidade sensorless Ameid et al. (2016).

2.1 O Modelo Matemático do Motor de Indução Trifásico
- MI

O modelo matemático do MI pode ser descrito, no referen-
cial estacionário, pelas componentes da corrente de estator
iαs

,iβs
e de fluxo do rotor φαr

,φβ e velocidade de rotor ωr,
conforme as equações 1 a 3 Krause et al. (2013):
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onde a1 = ( Rs

σLs
+ 1−σ

στr
), a2 = Lm

σLsLrτr
, a3 = Lm

σLsLr
,

a4 = Lm

τr
, e a5 = 1

τr
.

2.2 Filtro de Kalman Estendido - EKF

O EKF baseia-se na versão cont́ınua do Filtro de Kalman,
representado pelas seguintes equações lineares discretas
Barut (2010):

x(k) = Adx(k−1) −Bdu(k−1) + w(k−1) (4)

onde Ad e Bd são, respectivamente, as matrizes discretas
de parâmetros e das entradas do processo, e w contém as
parcelas relativas aos erros de modelagem do sistema.

A equação da variável de medição z(k) é dada por:

z(k) = Hx(k) + v(k) (5)

sendo H a matriz de observação e v(k), o rúıdo da medição.
Ambos w(k) e v(k) são rúıdos brancos com média zero,
independentes entre si e com distribuição de probabilidade
normal. O estimador de Kalman apresenta duas etapas
para estimação, a predição e a correção. Na etapa de
predição deve-se prever a projeção do estado no passo a
frente x̂−(k), assim como a incerteza na estimação P−

(k).

x̂−(k) = Adx̂(k−1) −Bdu(k−1) (6)

P−
(k) = AdP(k−1)A

T
d +Q (7)

P−
(k) é a matriz de covariância do erro do estimador no

instante anterior à observação atual, ATd é a transposta
da matriz discreta de parâmetros e Q é a matriz de
covariância dos rúıdos do processo.

A etapa de correção, necessária para se alcanar o estado
estimado x̂(k), é formulada através de uma equação que
associa o estado estimado na predição da medida com a
diferença entre o valor real medido e o valor predito. Na
etapa de correção, tem-se as equações de atualização da
medida de x̂−(k) bem como da incerteza da estimação P−

(k).

x̂(k) = x̂−(k) +K(k)(z(k) −Hx̂−(k)) (8)



P(k) = (I −K(k)H)P−
(k) (9)

onde P(k) é a matriz de covariância do erro de estimação
atual e I é a matriz identidade.

A diferença (z(k) − Hx̂−(k)) indica a divergência entre a

medida estimada a priori e a medida atual z(k). A matriz
K, denominada matriz de ganhos do Filtro de Kalman,
possibilita minimizar a covariância do erro do processo e
é representada por:

K(k) =
P−
(k)H

T

HP−
(k)H

T +R
(10)

De forma recursiva, o processo vai-se repetindo a partir dos
resultados estimados a posteriori na busca da predição dos
estados a priori.

Com base na versão KF, o Filtro de Kalman Estendido é
um observador estocástico que utiliza sinais corrompidos
por rúıdos indicado para a estimação de variáveis em
sistemas não-lineares representados pela função f , sendo
descrito genericamente conforme as equações (11) e (12):

x(k) = f [x(k−1), u(k−1), w(k−1)] (11)

z(k) = h[x(k), v(k)] (12)
Como os rúıdos w(k−1) e v(k) não são conhecidos a cada
passo, os vetores de estado e medidas são aproximados,
considerando w(k−1) = 0 e v(k) = 0 Barut et al. (2012):

x̂(k) = f [x̂(k−1), u(k−1), 0] (13)

ẑ(k) = h[x̂(k), 0] (14)

As equação linearizadas através das funções F e H são
matrizes jacobianas calculadas a cada intervalo de tempo.

Analogamente às equações do KF, as etapas de predição e
atualização das medições do EKF são escritas como:

x̂−(k) = f [x̂−(k−1), u(k−1), 0] (15)

P−
(k) = F(k)P(k−1)F

T
(k) +Q(k) (16)

x̂(k) = x̂−(k) +K(k)[z(k) −Hx̂−(k), 0] (17)

P(k) = (I −K(k)H(k))P
−
(k) (18)

O ganho do filtro é, então, calculado como:

K(k) =
P−
(k)H

T
(k)

H(k)P
−
(k)H

T
(k) + V(k)R(k)V

T
(k)

(19)

2.3 Aplicação do EKF ao Controle do Motor de indução

A Figura 1 mostra o sistema de controle de velocidade
sensorless associado ao Filtro de Kalman Estendido de
Ordem Reduzida. O sistema de controle de velocidade
proposto baseia-se na técnica de controle vetorial por ori-
entação indireta de campo (IFOC - Indirect Field Oriented
Control), a qual pressupõe o conhecimento da velocidade e
posição do rotor para as transformações entre sistemas de
eixos de referência, malhas de desacoplamento das tensões
de estator e controladores PI utilizados Li and Zhong
(2005).

Assim, o vetor de estados a ser estimado pelo ROEKF
deverá ser composto como:

x̂(k) = [̂iαs(k), îβs(k), φ̂αr(k), φ̂βr(k), ω̂r(k)]
T (20)

onde o ângulo do vetor fluxo magnético do rotor e a
velocidade estimada ω̂r são calculados El-Halim et al.
(2012):

θ̂ekalman
= arctan(

φ̂βr

φ̂αr

) (21)

ω̂r =
dθ̂ekalman

dt
(22)

As principais etapas para a implementação do sistemas de
acionamento sensorless do motor de indução, utilizando o
algoritmo ROEKF, são as seguintes El-Halim et al. (2012):

• Seleção do modelo discreto de máquina de indução;
• Inicialização das matrizes de covariância Q, P e R;
• Implementação do algoritmo ROEKF.

Fig. 1. Controle vetorial sensorless IFOC com estimador
de velocidade ROEKF Adaptado de Shi et al. (2002)

O diagrama da Figura 2 apresenta as etapas de operação
do Filtro de Kalman Estendido.

Inicialmente, são realizadas as inicializações das estimações
x̂−(k−1) e da matriz de covariância do erros P(k−1). Em

seguida, a atualização ou projeção de um passo á frente
do estado x̂−(k) e da covariância dos erros das estimativas

P̂−
(k), no estado presente, é obtida a partir da matriz de

parâmetros do motor Ad e entradas Bd e u(k−1).

As matrizes de covariância P , Q e R, presentes nas etapas
do processo, são inicializadas em função da predisposição a
incertezas do processo de estimação das variáveis de estado
selecionadas.

A correção é feita pela diferença entre o valor medido real
e o valor predito. Essa diferença é minimizada pela ação do
ganho K sobre a estimativa x̂(k) e sobre a covariância do
erro das estimativas do sistema P(k). De forma recursiva,
os valores são atualizados, iniciando uma nova estimação.



Fig. 2. Fluxograma de operação do EKF conforme os
passos de Predição e Correção - Adaptado de Leite
et al. (2004)

2.4 A estimao da velocidade utilizando o EKF

Com base nas equações (15) a (19), a estimação da
velocidade da MI será obtida utilizando-se as expressões
dadas a seguir.

Etapa de predição

F(k) =
∂

∂x
(Ax+Bu)

∣∣∣∣
x=x̂(k−1)

(23)

ou seja F(k) é dado por:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Etapa de Correção

Hd =
∂Cdx

∂x

∣∣∣∣
x=x(k)

=

∣∣∣∣1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
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A partir das equações (17) e (18), o vetor de estados
estimados x̂(k) e as covariâncias dos erros de estimação

P̂(k) são corrigidos conforme as expressões:

x̂(k) = x̂−(k) +K(k)[z(k) −Hd(k)x̂
−
(k)] (26)

P(k) = (I −K(k)Hd(k))P
−
(k) (27)

A cada medição, o filtro armazena as matrizes calculadas
no passo anterior e retorna ao ińıcio do processo, afim de
estimar os próximos valores x̂(k+1) e P̂(k+1) até que seja
obtida a convergência do EKF.

2.5 Sintonia off line das matrizes de covariância Q e P

O desempenho da estimação é afetado diretamente pelos
valores escolhidos para a inicialização das matrizes de
covariância Q, P e R, na maioria das vezes, baseada em
tentativa e erro Rayyam et al. (2018). Vários trabalhos
vêm sendo desenvolvidos a atender à sintonia dessas ma-
trizes.

Em Zerdali and Barut (2017), os autores utilizam um
algoritmo de evolução diferencial (DEA) e um DEA multi-
objetivo (MODEA) associados a diferentes funções de
adequação.

Yin et al. (2017) utiliza uma sequência de múltiplos filtros
EKF (MM-EKF), onde diferentes pesos são atribúıdos
a cada termo do conjunto possibilitando a introdução
de novas informações e, em consequência, melhoria de
desempenho e redução do erro das estimativas.

Em Wallscheid et al. (2018), é apresentado um projeto
conjunto para observação da velocidade, fluxo, torque e
estimação dos parâmetros elétricos do MI por meio de um
UKF. Embora o UKF tenha mostrado melhor aproximação
linear em comparação com o EKF, o estimador UKF
apresentou maior sensibilidade aos rúıdos das medições
on line, levando a uma menor precisão das estimativas de
velocidade e torque.

O método aqui proposto para sintonia off line para a
inicialização das matrizes de covariância Q e P foi de-
senvolvido a partir E.G.A.Estevam et al. (2014), onde
a ausência das equações mecânicas no modelo do EKF
dificulta a convergência da estimação da velocidade, usual-
mente obtida por meio do ajuste de ganho do filtro. Os
termos da matriz diagonal P5x5, que estão correlacionados
com maior expectativa de incertezas na estimação, e os
termos da matriz diagonal Q5x5 que estão correlacionados
com maior predisposição a rúıdos do processo de estimação
devem assumir valores elevados, respectivamente para p55
e q55, e valores menores para q15 e q35. As influências de
P e Q na estimação da velocidade foi analisada com o
sistema de controle operando em malha aberta, ou seja o
EKF não está influenciando na lógica dos controladores PI
do controle vetorial.

3. RESULTADOS DA SIMULAÇÃO

As simulações foram realizadas em ambiente MatLab®,
considerando o controle em malha aberta e em malha
fechada utilizando-se os valores estimados pelo EKF.

Os dados utilizados na simulação, foram do motor mod-
elo 5K33GN2 - Marathon (Regal Beloit Corporations),
dispońıveis em www.regalbeloit.com/Products/Catalog.
Essas caracteŕısticas foram adotadas nas simulações,
visando à etapa de implementação prática.

O perfil de velocidade incluiu referências em 90 rpm, 900
rpm e 1740 rpm, equivalentes a 5%, 50% e 100% da
velocidade nominal do motor de indução, com frequência



de chaveamento dos IGBTs em 4kHz, sob condições de
operação a vazio e com carga.

Os valores, estimados a partir do algoritmo EKF, para o
conjugado e fluxo eletromagnético, velocidade e posição
mecânica do rotor foram aplicados em substituição às
variáveis necessárias ao controle vetorial.

Para obtenção dessas variáveis, foi realizada a sintonia off
line das matrizes de covariância das incertezas do EKF
relativas aos erros de modelagem do sistema e rúıdos de
medição, respectivamente P , Q e R, conforme mostrado
nas equações (29) a (31), baseada em conhecimentos a
priori sobre o comportamento dinâmico do motor de
indução e a aplicação de ferramentas estat́ısticas.

Tomando-se uma variável x ∈ Rn cujos valores esperado
e médio, E[x] e x̄, respectivamente, são calculados pela
integração da variável x e sua função densidade de prob-
abilidade f(x) no espaço Rn, D.C.Montgomery (2012) e
A.Papoulis (2002):

E[x] = x̄ =

∫
Rn

xf(x)dx (28)

Com base nessas propriedades, é posśıvel obter um con-
hecimento a priori da matriz de covariância do vetor a ser
estimado x = [iαs

iβs
φαr

φβr
ωr]

T e aplicá-lo à pré-sintonia
das matrizes P , Q e R do EKF.

Para a matriz R de covariância dos rúıdos da medição, os
termos r12 e r22 estão relacionados aos rúıdos inerentes aos
transdutores/sensores da corrente de estator da máquina.
Esses sensores estão presentes no drive de acionamento
do motor e são considerados semelhantes e expostos às
mesmas condições de distúrbios e rúıdos do processo de
medição, cujos desvios padrão são definidos pelas compo-
nentes αs e βs da corrente elétrica de estator da máquina
de indução.

As expressões (29), (30) e (31) indicam as matrizes sin-
tonizadas para os resultados de simulação conforme o
desvio padrão e a variância calculada de cada membro de
x. Onde:

P =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0.5 0 0 0 0
0 0.5 0 0 0
0 0 0.5 0 0
0 0 0 0.5 0
0 0 0 0 50000

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (29)

Q =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0.000024 0 0 0 0

0 0.00024 0 0 0
0 0 0.000024 0 0
0 0 0 0.00024 0
0 0 0 0 240000

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (30)

R =

∣∣∣∣2.4 0
0 2.4

∣∣∣∣ (31)

O gráfico mostrado na Figura 3 atesta a convergência do
EKF quanto a precisão na estimação, seja em velocidades
próximas de zero, velocidades intermediárias ou velocidade
nominal. A estimação apresenta valores próximos a veloci-
dade de referência e a velocidade calculada pelo modelo
matemático do motor de indução.

Nos instantes iniciais, até aproximadamente 0.4s, pode-se
observar oscilações no valor da velocidade estimada devido

Fig. 3. Velocidade variável (90rpm, 900rpm e 1740 rpm)

ao tempo de convergência do algoritmo, basicamente, em
função das operações matemáticas iniciais e inversão de
matriz no cálculo do ganho. Ou seja, na inicialização, o
grande número de correções na etapa de inovação exige
que o EKF realize uma quantidade maior de iterações para
alcançar a convergência.

O pré-ajuste adequado das matrizes de covariância garan-
tiu a controlabilidade do sistema em curto intervalo de
tempo e, posteriormente, nos instantes em que a veloci-
dade de referência foi submetida a degraus de variação.
Mesmo em condições adversas de inicialização e sob forte
influência de incertezas na estimação, os valores estimados
foram capazes de convergir para a velocidade calculada
ideal, atestando a eficiência do uso de pré-ajustes das ma-
trizes de covariância para a estabilidade do EKF e precisão
suficiente quanto à estimação das variáveis necessárias ao
IFOC.

O gráfico da Figura 4 mostra a resposta dinâmica do EKF
quanto à posição mecânica do rotor, com convergência
na estimação para valores próximos à posição mecânica
calculada pelo modelo matemático do motor de indução.

Tomando-se a medição da posição em radianos no tempo,
com trajetória variando de −π a π, o estimador EKF
demonstra precisão e convergência em velocidades menores,
por exemplo 90 rpm, bem como em velocidades médias.
Constata-se desvios a partir do instante 25 s, onde a ve-
locidade é comutada para 1740 rpm. Nesse caso, os desvios
devem-se à lógica de atualização das estimações, as quais
estão diretamente ligadas à matriz P de covariância dos
erros da estimação. As incertezas das estimações apresen-
tam evidências devido às iterações dos valores tratados
pela fase de predição e, posteriormente, correção das es-
timações.

Fig. 4. Posição em radianos no tempo (−π, 0, π)



O gráfico mostrado na Figura 5 apresenta a variação da
posição mecânica do rotor em graus.

dθmec
dt

= ωr (32)

Fig. 5. Posição em graus 0...360 variando com a velocidade
de 90rpm, 900rpm, e 1740 rpm

Como destaca a Figura 1, a posição espacial do rotor θr
também é utilizada pelo sistema de controle de velocidade
a partir da técnica IFOC, onde a variação do ângulo de
posição do rotor é obtido a partir da integração numérica
da velocidade rotórica ωr. Devido à ausência de equações
mecânicas no modelo do EKF, a velocidade estimada não
converge instântaneamente em relação à velocidade real
do processo, sendo feita a sua correção através do ajuste
de ganho do filtro.

O gráfico mostrado na Figura 6 apresenta a velocidade cal-
culada e estimada obtida através da derivação da posição

rotórica
dθmec
dt

, reperesentada anteriormente no gráfico da

Figura 5.

Fig. 6. Velocidade referente a variação da posição rotórica

Observa-se, porém, a presença de oscilações em torno
dos valores de referência. Essas oscilações podem ser
minimizadas por meio do ajuste e sintonia do EKF,
basicamente sobre as matrizes de covariância Q, R, P e
ganho K do EKF . As maiores oscilações destacam-se na
operação em velocidades baixas e transitórios.

Quando a matriz P de covariância do erro do estimador
dos estados se aproxima de zero, a matriz K de ganho atua
menos intensamente para a minimização da discrepância
entre os valores de predição e as medidas tomadas sobre o
modelo da máquina.

Caso sejam adotados valores mais elevados para os elemen-
tos da matriz de covariância dos rúıdos (Q) há um maior
grau de incerteza em relação às estimações dos estados do
sistema, implicando no incremento da matriz do ganho K
e aumento na velocidade de convergência da estimação.

O aumento nos valores dos elementos da matriz de co-
variância dos rúıdos de medição das correntes e tensões,
R, implica na diminuição da matriz do ganho K, a qual
atua na redução da velocidade de resposta do EKF.

4. CONCLUSÕES

Os resultados simulados apontam a viabilidade do esti-
mador com base nos indicativos de sua capacidade para
resposta às variações da velocidade impostas ao sistema
de controle, assim como diferentes condições de carga
impostas ao motor.

Foram simuladas condições de operação do motor de
indução com diferentes cargas, até 400N, ou aproximada-
mente 40kg de peso. Os valores de carregamento estão
baseados na capacidade do Torque mecânico do motor,
conforme o datasheet do fabricante, sendo 1,1 N.m com
velocidade nominal de 1725 rpm.

A estimação do EKF apresenta convergência com os val-
ores de referência e valores calculados, de acordo com a
dinâmica de operação imposta a cada condição de carga.

De posse dos resultados apresentados, espera-se imple-
mentar a solução em um hardware para controle dig-
ital de motores utilizando-se o processador digital de
sinais do Fabricante Texas Instrument, modelo TMD-
SHVMTRPFCKIT com placa de controle F28035 e um
motor de indução trifásico asśıcrono do tipo gaiola de
esquilo, modelo 5K33GN2, do fabricante Marathon (Regal
Beloit Corporations), dispońıvel no PPGEE - PUCMI-
NAS.
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