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Abstract— This paper proposes an auction model for day-ahead markets for hydrothermal systems which
uses the McCormick envelopes for linearization of the hydraulic production function. In addition the paper
also proposes the linearization of forebay levels, by using a linearization around the initial operating point, the
linearization of tailrace levels by means of linear curve fitting, and the linearization of the maximum power
output and turbined outflow. The model proposed optimizes the social welfare function, that corresponds to
supply and consumption surpluses and represents the main physical and operational constraints for thermal
and hydro generating units. The results show that the values obtained for the generation and consumptions
dispatches, as well as for the hydraulic operation policies are consistent.

Keywords— Energy markets, hydrothermal systems, market clearing procedure.

Resumo— Este artigo propõe um modelo de leilão para mercados do dia seguinte de sistemas hidrotérmicos
que utiliza a linearização da função de produção hidráulica por meio de envelopes de McCormick. Além disso, o
artigo também propõe a linearização das cotas de montante, a partir de linearização local em torno do ponto de
operação, a linearização das cotas de jusantes por meio de aproximantes lineares, e linearizações das funções de
potência e vazão turbinada máximas. O modelo proposto busca a otimização da função de bem estar social, que
corresponde aos excedentes de produção e de consumo e representa as principais restrições f́ısicas de unidades
geradoras termelétricas e hidrelétricas. Os resultados mostram que os despachos de geração e consumo, bem
como as poĺıticas de operação hidráulica são consistentes.

Palavras-chave— Mercados de energia, sistemas hidrotérmicos, procedimentos de equiĺıbrio de mercado.

1 Nomenclatura

Conjuntos

A Usinas hidrelétricas.

C Unidades geradoras termelétricas.

H Unidades geradoras hidrelétricas.

I Unidades geradoras (I = C ∪H).

J Consumidores.

Mat Unidades geradoras hidrelétricas na usina hi-
drelétrica a no peŕıodo t.

Mit Blocos de energia ofertados pela unidade ge-
radora i no peŕıodo t.

Njt Blocos de energia demandados pelo consumi-
dor j no peŕıodo t.

T Peŕıodos de tempo.

Wa Usinas hidrelétricas a montante da usina hi-
drelétrica a.

Parâmetros

λDjtn Preço do n-ésimo bloco fornecido pelo
consumidor j no peŕıodo t [$/MWh].

λGitm Preço do m-ésimo bloco ofertado pela
unidade i no peŕıodo t [$/MWh].

λSUit Custo de partida ofertado da unidade i
no peŕıodo t [$].

Ψat Vazão afluente lateral prevista para a
usina hidrelétrica a no peŕıodo t [m3/s].

Dwa Tempo de viagem da água entre a usina
hidrelétrica a e usina w, imediatamente
a montante da usina a [h].

H loss
h Altura equivalente de perdas da unidade

h [m].

kh Produtibilidade espećıfica da unidade
geradora hidrelétrica h [MW/m3/s/m].

KH
h Constante de perdas hidráulicas das

unidade h.

Mbig
h Parâmetro do tipo “M-grande” da uni-

dade geradora hidrelétrica h associado à
linearização da função de produção hi-
dráulica.

NT Número de peŕıodos de tempo do hori-
zonte.

P
D

jtn Limite superior do n-ésimo bloco de-
mandado pelo consumidor j no peŕıodo
t [MW].

P
G

itm Limite superior do m-ésimo bloco ofer-
tado pela unidade i no peŕıodo t [MW].

P ef
h Potência efetiva da unidade geradora hi-

drelétrica h [MW].

P i,P i Limites inferior e superior, respectiva-
mente, da potência gerada pela unidade
i [MW].
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P j ,P j Limites inferior e superior, respectiva-
mente, da potência demandada pelo
consumidor j [MW].

P
T 0

h ,P
T 1

h Termo independente e coeficiente de pri-
meiro grau, respectivamente, da função
linear que representa a limitação da po-
tência dispońıvel da unidade geradora
hidrelétrica h pela turbina.

Q
G0

h ,Q
G1

h Termo independente e coeficiente de
primeiro grau da função linear que re-
presenta a limitação do engolimento dis-
pońıvel da unidade geradora hidrelé-
trica h pelo gerador.

Qef
h Vazão turbinada efetiva da unidade ge-

radora hidrelétrica h [m3/s].

Q
T 0

h ,Q
T 1

h Termo independente e coeficiente de
primeiro grau da função linear que re-
presenta a limitação do engolimento dis-
pońıvel da unidade geradora hidrelé-
trica h pela turbina.

Ra Taxa de rampa de defluência horária da
usina hidrelétrica a [m3/s/h].

Sa,Sa Vertimento mı́nimo e máximo da usina
hidrelétrica a [m3/s].

Ua,Ua Vazão deflúıda minima e máxima, res-
pectivamente, da usina hidrelétrica a
[m3/s].

Vi0 Condição inicial da unidade i [li-
gada/desligada].

Xa,Xa Volume mı́nimo e máximo, respectiva-
mente, permitido para o horizonte da
usina hidrelétrica a [hm3].

X0
a Volume inicial da usina hidrelétrica a

[hm3].

XMeta
a Meta de volume do reservatório da usina

hidrelétrica a [hm3].

ZF
a ,Z

F

a Cota mı́nima e máxima de montante,
respectivamente, permitida para o ho-
rizonte da usina hidrelétrica a [m].

ZF 0

a ,ZF 1

a Termo independente e coeficiente de
primeiro grau da função linear que re-
presenta a cota de montante da usina
a.

ZT 0

a ,ZT 1

a Termo independente e coeficiente de pri-
meiro grau da função linear que repre-
senta a cota de jusante da usina a.

Variáveis

CSU
it Custo de partida da unidade i no peŕıodo t

[$].

hnetht Altura de queda ĺıquida da usina hidrelétrica
h no peŕıodo t [m].

pDjt Potência consumida pelo consumidor j no
peŕıodo t [MW].

pDjtn Potência consumida pelo n-ésimo bloco ofer-
tado pelo consumidor j no peŕıodo t [MW].

pGit Potência gerada pela unidade i no peŕıodo t
[MW].

pGit Potência máxima dispońıvel da unidade i no
peŕıodo t [MW].

pGitm Potência gerada no m-ésimo bloco ofertado
pela unidade i no peŕıodo t [MW].

qht Engolimento da unidade h no peŕıodo t
[m3/s].

qht Engolimento máximo dispońıvel da unidade
h no peŕıodo t [m3/s].

sat Vertimento da usina hidrelétrica a no pe-
ŕıodo t [m3/s].

uat Defluência usina hidrelétrica a no peŕıodo t
[m3/s].

vit Variável binária relativa a condição da uni-
dade i no peŕıodo t, onde é igual a 1 se a
unidade está ligada e 0 caso contrario.

xat Volume do reservatório da usina hidrelétrica
a no peŕıodo t [hm3].

yit Variável binária onde é igual a 1 se a unidade
i ligou no peŕıodo t.

zFat Cota de montante da usina hidrelétrica a no
peŕıodo t [m].

zit Variável binária onde é igual a 1 se a unidade
i desligou no peŕıodo t.

zTat Cota de jusante da usina hidrelétrica a no
peŕıodo t [m].

2 Introdução

Os mercados de eletricidade são divididos em dois
tipos principais: mercados pool e mercados de fu-
turos. Os mercados de futuros trabalham com ne-
gociações a longo prazo e o mercado pool com ne-
gociações a curto prazo. Será estudado neste tra-
balho o mercado do dia seguinte que integra o mer-
cado de curto prazo, pool, juntamente com os mer-
cados de ajuste e de balanço (Conejo et al., 2010).
Os agentes envolvidos neste mercado são os pro-
dutores, os consumidores e o operador de mercado



(OM), que é uma entidade independente e sem fins
lucrativos cujo objetivo é manter a confiabilidade
e segurança do sistema. O OM é responsável pelo
gerenciamento dos leilões do mercado de eletrici-
dade. É ele que calcula os preços de equiĺıbrio de
mercado e estabelece a programação e o despacho
da energia. Isso é feito com base em informações
envolvendo ofertas e lances dos geradores e consu-
midores, respectivamente.

Os leilões no mercado do dia seguinte se ini-
ciam com os produtores e os consumidores for-
necendo suas ofertas/lances de venda e compra
respectivamente. Estas ofertas/lances envolvem
preços e montantes de energia a serem comercia-
lizados. As ofertas dos produtores devem ser for-
necidas em ordem crescente de preços, enquanto
que os lances dos consumidores devem ser forneci-
dos em ordem decrescente de preços. Na Figura 1,
mostram-se as curvas de geração e demanda agre-
gadas, que agregam as ofertas/lances fornecidos.

Figura 1: Equiĺıbrio de mercado.

Quanto menor o preço ofertado pelo produ-
tor, mais chances ele tem de vender sua energia
no mercado. Por outro lado, quanto maior os lan-
ces de preço de compra dos consumidores maiores
suas chances de comprar energia. Com as ofer-
tas/lances fornecidos, o OM calcula o preço de
equiĺıbrio de mercado e quais a ofertas/lances são
aceitos. Na Figura 1, o ponto de intersecção das
curvas de geração e consumo agregados é o preço
de equiĺıbrio de mercado, que é o preço no qual a
energia será comercializada. No lado esquerdo do
ponto de equiĺıbrio, os consumidores pagam mais
barato pela energia do que seus lances dados e os
produtores vendem mais caro os próprios lances
submetidos ao leilão. Nota-se também que todos
os lances à direita do preço de equiĺıbrio não são
vendidos nem comprados.

Para que o OM possa obter o preço de equiĺı-
brio, ele utiliza um modelo de leilão multi-peŕıodo
que busca maximizar a área correspondente aos
excedentes de produção e consumo mostrados na
Figura 1. O modelo de leilão representa também
as restrições f́ısicas e operacionais do sistema. Isto
é feito utilizando-se informações fornecidas pelos
próprios produtores sobre suas unidades geradoras

juntamente com suas ofertas.

Neste trabalho é proposto um modelo de lei-
lão multi-peŕıodo para o mercado do dia seguinte,
onde serão representadas as restrições f́ısicas e
operacionais para usinas termelétricas e hidrelétri-
cas. Para usinas termelétricas foram considerados
seus limites de potência, rampas de partida, pa-
rada, subida e descida e ainda os tempos mı́nimos
de operação e desligamento, conforme descrito em
(Arroyo and Conejo, 2002). Para usinas hidrelé-
tricas foram consideradas suas rampas de defluên-
cia, limites de volume, engolimento, vertimento
e cotas de montante e jusante das usinas. Além
disso, propõe-se técnicas de linearização para as
funções de vazão turbinada máxima e potência
máxima, para as funções de cota de montante e
de jusante e para a função de produção hidráulica,
utilizando-se o método dos envelopes de McCor-
mick (McCormick, 1976) (Cerisola et al., 2012).

O método dos envelopes de McCormick ex-
plora o aspecto bilinear da função, permitindo que
o produto bilinear seja formulado como um con-
junto de restrições lineares de desigualdade. A
vantagem desta técnica é a resolução de um pro-
blema convexo, ao invés de um problema não con-
vexo, apresentando maior facilidade na sua im-
plementação computacional. Dessa forma a téc-
nica é eficiente principalmente se comparada a
outras metodologias como a altura de queda efe-
tiva constante (Pereira and Pinto, 1983), e apre-
senta, ainda, maior facilidade de implementação
em relação á técnica da interpolação tridimensi-
onal (Pereira et al., 2017) visto que utiliza me-
nos variáveis binarias. As linearizações permitem
que o modelo de leilão proposto seja descrito por
meio de um problema de programação linear in-
teira mista, o qual é resolvido por meio da plata-
forma IBM ILOG CPLEX studio.

3 Modelo Proposto

Nesta seção apresenta-se o modelo de leilão multi-
peŕıodo proposto para mercado do dia seguinte
com restrições f́ısicas de geração termelétrica e
hidrelétrica. As restrições relativas à geração
termelétrica (potencia máxima, rampas de su-
bida e descida, minimo tempo ligado e minimo
tempo desligada) e ao mercado são baseadas em
(Arroyo and Conejo, 2002) e as restrições de gera-
ção hidrelétrica são propostas neste trabalho, po-
rém, algumas restrições são baseadas em (Pereira
et al., 2017).

3.1 Função objetivo

A função objetivo é definida pela maximização da
função de bem estar social, dada pelo soma dos
excedentes de produção e consumo, expressa em



(1): ∑
t∈T

∑
j∈J

∑
n∈Njt

λDjtnp
D
jtn−∑

t∈T

∑
i∈I

∑
m∈Mit

λGitmp
G
itm −

∑
t∈T

∑
i∈I

λSU
it yit

(1)

Nesta função, o primeiro termo está relacio-
nado aos lances de compra de energia, o segundo
termo aos lances oferecidos pelos geradores que
podem incluir um custo de partida de cada uni-
dade (modelado por meio da variável binária yit).

3.2 Restrições de potência e mercado

As expressões a seguir representam o conjunto de
restrições relacionadas à potência de todas as uni-
dades geradoras do sistema (termelétricas e hi-
drelétricas). As restrições (2) definem os limites
de geração máximo e mı́nimo de cada unidade e
para cada peŕıodo. O limite superior de potência
pGit das unidades é variável, e representa a potên-
cia máxima dispońıvel na unidade i no peŕıodo
t. Para as unidades termelétricas, esta disponi-
bilidade está relacionada às restrições de rampa
de subida, descida, partida e parada (restrições
em (5)–(7) em (Arroyo and Conejo, 2002)), bem
como às restrições de mı́nimos tempos de opera-
ção e desligamento (restrições em (10)–(15) em
(Arroyo and Conejo, 2002)). Tais restrições são
utilizadas no modelo aqui proposto, porém não
são reescritas aqui, por razões de limitações do
tamanho do texto. As restrições (3) expressam a
energia gerada por cada unidade e em cada pe-
ŕıodo como a soma dos blocos de energia vendidos
naquele peŕıodo, onde o limite superior de cada
bloco é dado por (4).

P ivit ≤ pGit ≤ pGit ∀i ∈ I, ∀t ∈ T, (2)

pGit =
∑

m∈Mit

pGitm ∀i ∈ I, ∀t ∈ T, (3)

pGitm ≤ P
G

itm ∀i ∈ I, ∀t ∈ T, ∀m ∈Mit. (4)

Analogamente às restrições (4), as restrições
(5) expressam os limites superiores da energia
comprada em cada bloco pelos consumidores. As
restrições (6) expressam o ponto de equiĺıbrio do
mercado em cada peŕıodo, fazendo com que a
soma de todos os blocos vendidos seja igual a soma
dos blocos comprados (balanço de potência).

pDjtn ≤ P
D

jtn ∀j ∈ J,∀t ∈ T, ∀n ∈ Njt, (5)∑
i∈I

pGit =
∑
j∈J

∑
n∈Njt

pDjtn ∀t ∈ T. (6)

3.3 Restrições lógicas

As restrições (7) e (8) são necessárias para mode-
lar as ações de liga/desliga das unidades e para

evitar situações ilógicas tais como a inicialização
e desligamento simultâneos:

yit − zit = vit − vi(t−1) ∀i ∈ I, ∀t ∈ T (7)

yit + zit ≤ 1 ∀i ∈ I, ∀t ∈ T. (8)

As variáveis binárias vit, zit, e yit são utili-
zadas nas restrições adicionais (5)–(7) e (10)–(15)
dadas em (Arroyo and Conejo, 2002), de modo
que o modelo de otimização aqui proposto fique
coerente.

3.4 Restrições relacionadas às hidrelétricas

As definições da defluência das usinas hidrelétri-
cas, uat, os seus limites máximos e mı́nimos, Ua e
Ua, e rampas, Ra, são dadas a seguir, em (9)–(11):

uat =
∑

h∈Mat

qht + sat ∀a ∈ A,∀t ∈ T, (9)

Ua ≤ uat ≤ Ua ∀a ∈ A,∀t ∈ T, (10)

uat −Ra ≤ ua(t+1) ≤ uat +Ra,∀a ∈ A,
∀t ∈ {1, . . . , NT − 1} .

(11)

Os limites de vertimento, sat, e volume, xat,
são definidos em (12) e (13), respectivamente,
além da meta de volume no final do dia, a qual
visa garantir a disponibilidade h́ıdrica no futuro,
(14):

Sa ≤ sat ≤ Sa ∀a ∈ A,∀t ∈ T, (12)

Xa ≤ xat ≤ Xa ∀a ∈ A,∀t ∈ T, (13)

xaT ≥ XMeta
a ∀a ∈ A. (14)

A função que define a cota de montante, res-
trição (15), foi obtida a partir da linearização lo-
cal em torno do ponto de operação inicial, X0

a , em
que os coeficientes são calculados conforme (17) e
(18). Já na função que define a cota de jusante,
restrição (16), foi utilizado o método dos mı́nimos

quadrados para o cálculo dos coeficientes ZT 0

a e

ZT 1

a .

zFat = ZF 0

a + xatZ
F 1

a ∀a ∈ A,∀t ∈ T, (15)

zTat = ZT 0

a + uatZ
T 1

a ∀a ∈ A,∀t ∈ T, (16)

em que:

ZF 0

a =

(
Xa −Xa

)
ZF

a −
(
Z

F

a − Z
F
a

)
Xa

Xa −Xa

∀a ∈ A,

(17)

ZF 1

a =
Z

F

a − Z
F
a

Xa −Xa

∀a ∈ A. (18)

A altura de queda ĺıquida de cada unidade hi-
drelétrica é dada por (19), onde H loss

h é represen-
tada pela restrição (20), conforme (Pereira, 2017):

hnetht = zFat − zTat − vhtH loss
h ,∀a ∈ A,

∀h ∈Mat,∀t ∈ T,
(19)



H loss
h = KH

h

1

3
q2h ∀h ∈ H. (20)

A continuidade da água ao longo do dia é re-
presentada pela restrição de balanço h́ıdrico (21):

xat = xa(t−1) + 0, 0036 (Ψat + ρat − uat) ,
∀a ∈ A,∀t ∈ T,

(21)

em que:

ρat =

{ ∑
w∈Wa

uw(t−Dwa), se t−Dwa ≥ 1,
0, se t−Dwa < 1.

(22)
A potência e o engolimento máximo dispońı-

veis, pGth e qht, respectivamente, são variáveis que
dependem da altura de queda ĺıquida da usina.
Neste trabalho, estes limites foram aproximados
por funções lineares, conforme mostrado na Fi-
gura 2, utilizando o método dos mı́nimos quadra-
dos, obtendo-se quatro curvas que representam a
limitação da turbina e do gerador para o engoli-
mento e para a potência, conforme as restrições
(23) – (26):

qht ≤ Q
T 0

h + hnetht Q
T 1

h ∀h ∈ H,∀t ∈ T, (23)

qht ≤ Q
G0

h + hnetht Q
G1

h ∀h ∈ H,∀t ∈ T, (24)

pGth ≤ P
T 0

h + hnetht P
T 1

h ∀h ∈ H,∀t ∈ T, (25)

pGth ≤ P ef
h vht ∀h ∈ H,∀t ∈ T. (26)

Figura 2: Representação da linearização das cur-
vas de potência e engolimento máximos. Fonte:
adaptado de (Pereira et al., 2017).

A restrição (27) garante que o engolimento
máximo dispońıvel não ultrapasse a vazão turbi-
nada efetiva da unidade e que assuma valor nulo,
caso esta esteja desligada:

qht ≤ Qef
h vht ∀h ∈ H,∀t ∈ T. (27)

As restrições (28) e (29) garantem que a po-
tência e o engolimento não ultrapassem seus res-
pectivos valores máximos dispońıveis:

pht ≤ pGth ∀h ∈ H,∀t ∈ T, (28)

qht ≤ qht ∀h ∈ H,∀t ∈ T. (29)

A função de produção hidráulica é uma fun-
ção não linear da altura de queda ĺıquida e do
engolimento da usina. Assim, foi utilizado neste
trabalho uma representação dessa função baseada
nos envelopes de McCormick (McCormick, 1976)
(Cerisola et al., 2012), que explora o aspecto bi-
linear da função de produção, permitindo que o
produto bilinear seja formulado como um conjunto
de restrições lineares de desigualdade. A princi-
pal vantagem desta técnica é a resolução de um
problema convexo ao invés de um problema não
convexo. Esta formulação fornece limitantes para
o produto bilinear hnethtωqhtω. Os limitantes inferi-
ores e superiores para a altura de queda ĺıquida
podem ser calculados conforme as restrições (30)
e (31), respectivamente. Já os limitantes inferi-
ores e superiores para o engolimento podem ser
calculados conforme as restrições (32) e (33), res-
pectivamente:

HL
h = zF(Xa)− zT(Ua)−H loss

h ,

∀a ∈ A, h ∈Mat0,
(30)

HU
h = zF(Xa)− zT(Ua)−H loss

h ,

d∀a ∈ A, h ∈Mat0,
(31)

QL
h =

Ph

khHU
∀h ∈ H, (32)

QU
h = min

{
P ef
h

khHL
, Qef

h

}
∀h ∈ H. (33)

As restrições (34)–(37) definem a técnica de
envelope de McCormick utilizada:

pGht ≥ kh
[
QL

hh
net
ht + qhtH

L
h −QLHL

h

]
−kh

[
(1− vht)Mbig

h

]
,∀h ∈ H,∀t ∈ T,

(34)

pGht ≥ kh
(
QU

hh
net
ht + qhtH

U
h −QUHU

h

)
∀h ∈ H,∀t ∈ T,

(35)

pGht ≤ kh
(
QU

hh
net
ht + qhtH

L
h −QUHL

h

)
∀h ∈ H,∀t ∈ T,

(36)

pGht ≤ kh
[
qhtH

U
h +QLhnetht −QLHU

h

]
+kh

[
(1− vht)Mbig

h

]
,∀h ∈ H,∀t ∈ T,

(37)

em que Mbig
h é um parâmetro necessário para que

as restrições sejam desativadas caso a unidade es-
teja desligada, o qual é dado por:

Mbig
h = QL

h

(
HU

h −HL
h

)
∀h ∈ H. (38)

Caso a unidade esteja ligada, as restrições (34)
e (35) fornecerão limitantes inferiores, ao passo



que as restrições (36) e (37) fornecerão limitantes
superiores à potência. Caso a unidade esteja des-
ligada, tem-se vht = pGhtω = qhtω = 0 e, devido

à presença do termo Mbig
h , a altura de queda ĺı-

quida será canalizada por HL
h e HU

h , desativando
as restrições (34)–(37).

Assim, o modelo proposto de leilão é sinte-
tizado em (39), em que (39)(b) representam as
restrições lógicas e de mercado, e (39)(c)-(39)(d)
representam as restrições associadas às usinas hi-
drelétricas:

Max (1) (a)
s.a : (2)− (8) (b)

(9)− (16), (19) (c)
(21)− (29), (34)− (37) (d)

(39)

4 Resultados

Os estudos de caso envolvem um sistema teste
com 1 unidade de geração termelétrica (unidade
1), duas usinas hidrelétricas: Barra Bonita, com
quatro unidades (numeradas de 2 a 5) e Bariri,
com três unidades (numeradas 6 a 8). Os estudos
compreendem 24 peŕıodos de 1 hora. As usinas
hidrelétricas são conectadas através do rio Tietê,
sendo que Bariri se encontra a jusante de Barra
Bonita. Considerou-se que o tempo de viagem da
água entre as usinas é de 3h.

A unidade geradora termelétrica possui limi-
tes de rampa (descida, subida, partida e parada)
de 20 MW/peŕıodo e mı́nimos tempo de funciona-
mento e desligamento de 4 peŕıodos. Para o estudo
deste caso foi considerado que a unidade terme-
létrica estava inicialmente desligada por 3 peŕıo-
dos, de forma que ainda deve se manter desligada
no primeiro peŕıodo para que atinja um mı́nimo
tempo de desligamento de 4 peŕıodos.

As Tabelas 1 e 2 apresentam os dados refe-
rentes aos reservatórios das usinas hidrelétricas
e às unidades geradoras, respectivamente. Es-
tes dados foram retirados do sistema HydroData
em (Cicogna, 2020), utilizando informações do dia
01/08/2016. A meta de volume da usina de Ba-
riri corresponde a seu volume mı́nimo, pois esta é
uma usina a fio d’água. Assume-se a vazão lateral
dos reservatórios constante ao longo do dia.

A Tabela 3 apresenta as ofertas de energia
(potências e preços) dos geradores submetidas em
quatro blocos, e suas ofertas de preços de par-
tida. Por simplicidade, todos os blocos ofertados
são iguais em todos os peŕıodos. As usinas hi-
drelétricas de Barra Bonita e Bariri têm grupos
de unidades idênticas. Assim, os blocos e preços
ofertados por elas são também iguais entre si. A
potência mı́nima ofertada pela unidade termelé-
trica é de 10 MW e pelas unidades hidrelétricas é
de 2 MW.

Por simplicidade, considera-se um consumidor
agregado que representa todos os consumidores do

Tabela 1: Dados referentes às usinas hidrelétricas.
Dados Barra Bonita Bariri

Ψa[m3/s] 167 12
Ra[m3/s] 150 126
Sa[m3/s] 2000 1520
Sa[m3/s] 76 0
Ua[m3/s] 2000 1520
Ua[m3/s] 76 0
Xa0[hm3] 2453 512
Xa[hm3] 2468 543
Xa[hm3] 2280 482

XMeta
a [hm3] 2430 482

Tabela 2: Dados referentes às unidades geradoras
hidrelétricas.

Dados Unidades 2–5 Unidades 6–8

P ef
h [MW] 35 48

Qef
h [m

3/s] 189 257
kh[MW/m3/s/m] 0,008633 0,008437

KH
h 2, 1× 10−5 9, 475× 10−6

sistema. Para este consumidor agregado supõem-
se 4 blocos de lances para cada peŕıodo conside-
rado, conforme mostrado nas Tabelas 4 e 5.

A partir das dados fornecidos, o modelo
de leilão proposto, dado em (39), foi resolvido
utilizando-se o IBM ILOG CPLEX, sendo que o
valor ótimo obtido para a função objetivo foi de $
183.617,59, e o despacho das unidades geradoras é
dado nas tabelas 6 e 7. Na Figura 3, mostram-se
os preços horários de equiĺıbrio de mercado e o to-
tal de demanda aceita em cada peŕıodo. Verifica-
se que a curva de preços de equiĺıbrio obtidos segue
o perfil de demanda, conforme esperado.

As Tabelas 6 e 7 mostram a potência gerada
por cada unidade e a demanda total aceita em
cada peŕıodo. Nota-se que as unidades da usina
de Bariri (6 a 8) geram quase o mesmo valor em
todos os peŕıodos. Isso se deve ao fato de que esta
usina é do tipo fio d’água e opera somente com
a vazão afluente a ela. Nas unidades da usina de
Barra Bonita (2 a 5), nota-se uma variação maior
na geração já que esta possui reservatório de regu-
larização. Percebe-se também que, nos peŕıodos 2
a 7, as unidades de Barra Bonita geram quase seu
valor mı́nimo, de forma que é mais vantajoso para
o mercado que elas gerem pouco nestes peŕıodos,

Tabela 3: Blocos de ofertas dos geradores no lei-
lão (Montante [MW]/Preço [$/MWh]) e preços de
partida [$].

Blocos Unidade 1 Unidades 2–5 Unidades 6–8
1 30/170,00 15/140,00 20/142,00
2 30/175,00 10/142,00 10/144,00
3 20/177,00 5/144,00 10/145,00
4 20/180,00 5/145,00 8/147,00

λSUGit 2500,00 700,00 960,00



Tabela 4: Blocos de lances dos consumidores no
leilão (Montante [MW]/Preço [$/MWh]).

t Bloco 1 Bloco 2
1 119 / 183,67 89 / 178,16
2 105 / 160,06 79 / 155,26
3 94 / 157,21 70 / 152,49
4 84 / 155,42 63 / 150,76
5 84 / 152,84 63 / 150,55
6 90 / 154,95 68 / 150,55
7 107 / 157,21 80 / 152,50
8 126 / 184,93 95 / 179,39
9 133 / 195,28 100 / 189,42
10 135 / 198,59 102 / 192,63
11 136 / 199,83 102 / 193,83
12 137 / 201,48 103 / 195,44
13 133 / 194,45 99 / 188,62
14 130 / 190,31 97 / 184,60
15 128 / 187,83 96 / 182,19
16 128 / 187,83 96 / 182,19
17 133 / 194,45 99 / 188,62
18 135 / 198,59 102 / 192,63
19 137 / 201,48 103 / 195,44
20 141 / 206,86 105 / 200,66
21 145 / 211,83 108 / 205,47
22 135 / 198,59 102 / 192,63
23 26 / 184,52 94 / 178,98
24 124 / 182,04 93 / 176,58

Tabela 5: Blocos de lances dos consumidores no
leilão (Montante [MW]/Preço [$/MWh]).

t Bloco 3 Bloco 4
1 44 / 170,81 44 / 165,30
2 39 / 148,86 39 / 147,26
3 35 / 147,78 35 / 147,00
4 32 / 147,65 32 / 147,00
5 31 / 148,25 31 / 147,00
6 34 / 150,30 34 / 147,00
7 40 / 147,78 40 / 147,00
8 47 / 171,99 47 / 170,14
9 50 / 181,61 50 / 179,65
10 51 / 184,69 51 / 182,70
11 51 / 185,84 51 / 183,84
12 51 / 187,38 51 / 185,36
13 50 / 180,84 50 / 178,89
14 49 / 176,99 49 / 175,09
15 48 / 174,68 48 / 172,80
16 48 / 174,66 48 / 172,80
17 50 / 180,84 50 / 178,89
18 51 / 180,84 51 / 178,89
19 51 / 187,38 51 / 185,36
20 53 / 192,38 53 / 190,31
21 54 / 197,00 54 / 194,88
22 51 / 184,69 51 / 182,70
23 47 / 184,69 47 / 182,70
24 46 / 169,29 47 / 167,47

e mais nos horários de pico. Além disso, como os
custos de ligar e desligar afetam a programação
destas unidades, o modelo opta por fazer com que
elas permaneçam ligadas durante todo o dia.

Nota-se também que a unidade termelétrica
não produz energia em nenhum peŕıodo, pois
como ela deve permanecer desligada no primeiro
peŕıodo do dia e seu preço de partida é muito alto
ela acaba não sendo ligada em nenhum momento,
resultando que toda a potência do mercado seja
suprida apenas pelas unidades hidrelétricas.

Figura 3: Demanda de energia aceita e preço para
cada peŕıodo.

Tabela 6: Potência produzida por unidade e de-
manda total de potência em cada peŕıodo.

Peŕıodo t Unidades Geradoras
1 2 3 4 5

1 0 8,96 8,96 8,96 8,96
2 0 2,44 2,44 2,44 2,44
3 0 2,44 2,44 2,44 2,44
4 0 2,44 2,44 2,44 2,44
5 0 2,44 2,44 2,44 2,44
6 0 2,44 2,44 2,44 2,44
7 0 2,44 2,44 2,44 2,44
8 0 8,96 8,96 8,96 8,96
9 0 15,48 15,48 15,48 15,48
10 0 22,00 22,00 22,00 22,00
11 0 25,00 25,00 25,00 25,00
12 0 28,55 28,55 28,55 28,55
13 0 24,86 24,86 24,86 24,86
14 0 24,82 24,82 24,82 24,82
15 0 24,48 24,48 24,48 24,48
16 0 24,49 24,49 24,49 24,49
17 0 24,71 24,71 24,71 24,71
18 0 24,67 24,67 24,67 24,67
19 0 26,55 26,55 26,55 26,55
20 0 29,97 29,97 29,97 29,97
21 0 29,94 29,94 29,94 29,94
22 0 25,00 25,00 25,00 25,00
23 0 18,64 18,64 18,64 18,64
24 0 12,12 12,12 12,12 12,12

O volume total das duas usinas é mostrado
na Figura 4. Pode-se perceber que o volume to-
tal chega muito próximo da meta de volume que
foi determinada, porém com um saldo positivo. A
defluência total das usinas é mostrada na Figura
5 juntamente como o engolimento e o vertimento
total. Nota-se que a curva de engolimento diário
segue as curvas de geração total das unidades hi-
drelétricas, bem como o perfil de demanda. Assim
conclui-se que a técnica de envelopes de McCor-
mick, que estabelece a relação entre engolimento
e produção hidráulica, foi eficiente para este sis-
tema.

4.1 Análise de sensibilidade na meta de volume
das usinas hidrelétricas

A meta de volume das usinas tem como objetivo
definir um valor minimo que os reservatórios atin-



Tabela 7: Potência produzida por unidade e de-
manda total de potência em cada peŕıodo.

Peŕıodo t Unidades Geradoras
6 7 8 Demanda

1 42,89 42,89 42,89 164,54
2 42,83 42,83 42,83 138,27
3 42,74 42,74 42,74 138,00
4 42,65 42,65 42,65 137,74
5 42,57 42,57 42,57 137,47
6 42,48 42,48 42,48 137,21
7 42,39 42,39 42,39 136,94
8 42,30 42,30 42,30 162,75
9 42,24 42,24 42,24 188,64
10 42,83 42,83 42,83 214,59
11 42,18 42,18 42,18 226,53
12 42,17 42,17 42,17 240,71
13 42,18 42,18 42,18 225,96
14 42,17 42,17 42,17 225,79
15 42,16 42,16 42,16 224,40
16 42,15 42,15 42,15 224,40
17 42,14 42,14 42,14 225,27
18 42,83 42,83 42,83 225,10
19 42,13 42,13 42,13 232,58
20 42,12 42,12 42,12 246,23
21 42,14 42,14 42,14 246,19
22 42,16 42,16 42,16 226,47
23 42,15 42,15 42,15 201,02
24 42,12 42,12 42,12 174,85

Figura 4: Volume total e meta de volume para o
fim do dia.

jam no ultimo peŕıodo de forma que tenha água
para ser utilizada futuramente no reservatório.

Para analise de sensibilidade da meta de vo-
lume foram utilizados novos dados conforme a Ta-
bela 8. Nota-se pela Figura 6 que nos peŕıodos
iniciais o volume aumenta, o que resulta na baixa
produção de energia pelas unidades hidrelétricas
nestes peŕıodos, conforme a Figura 7. Isso ocorre
para que as hidrelétricas consigam gerar mais nos
horário de pico de demanda do mesmo dia, perto
das 11h e das 20h. Neste caso as termelétricas
foram ligadas mesmo com o alto custo de partida
e permaneceram gerando seu máximo de potência
por 11 peŕıodos seguidos para suprir a baixa pro-
dução das unidades hidrelétricas, conforme mos-
trado no gráfico 7.

Em comparação ao caso anterior, conforme
notado na Figura 4, o volume diminuiu em to-
dos os peŕıodos pois assim consegue suprir a de-
manda necessária sem a utilização das termelétri-
cas e ainda fica acima da meta.

Figura 5: Engolimento e Vertimento total de
Barra Bonita e Bariri.

Tabela 8: Valores de metas para as usinas.

Caso Base Novo Caso
Volume Inicial Barra Bonita 2453 2453

Volume Inicial Bariri 512 512
Meta de volume Barra Bonita 2430 2455

Meta de volume Bariri 482 500
Meta de volume total 2912 2955

5 Conclusões

Este artigo propõe um modelo de leilão multi-
peŕıodo para mercados do dia seguinte para
sistemas hidrotérmicos. No modelo proposto,
utilizaram-se técnicas de linearização das restri-
ções hidráulicas que envolveram: i) a linearização
das cotas de montante a partir da linearização lo-
cal em torno dos pontos iniciais de operação; ii) a
linearização das cotas de jusante por meio de apro-
ximantes lineares destas funções; iii) a linearização
da função de produção por meio do método de en-
velopes de McCormick. Uma das vantagens deste
método é que este não necessita de variáveis biná-
rias adicionais, usando somente as variáveis biná-
rias já utilizadas para a modelagem das ações de
liga e desliga das unidades termelétricas e hidrelé-
tricas. A modelagem proposta foi implementada
utilizando-se a plataforma IBM-CPLEX. Nos re-
sultados buscou-se avaliar as principais variáveis
econômicas e hidráulicas no modelo. Mostrou-se

Figura 6: Volume total e nova meta de volume.



Figura 7: Potência gerada por unidades hidrelé-
tricas, termelétricas e potência total.

que os preços de equiĺıbrio de mercado seguem o
perfil de demanda do sistema, conforme esperado.
Também foi avaliado o impacto da meta de vo-
lume final na resposta econômica do sistema e na
operação dos reservatórios.
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