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Abstract: In feedforward control, the process and disturbance models can lead to a problem
where the ideal compensator is non realizable. It can have improper transfer function, unstable
poles or non realizable delays. In this work, a method for feedforward controller tuning is
presented. It consists in an H., optimization problem, which can be applied to different
structures of the process and perturbation models. To regulate the performance of the
disturbance rejection, a frequency weighting is proposed for application in single-input and
single-output systems. A solution using linear matrix inequalities is developed for the problem.
Finally, case studies were carried out to verify the performance of the proposed method,
comparing it with others existing in the literature.

Resumo: No controle feedforward, os modelos do processo e da perturbacao podem resultar
em um problema onde o compensador ideal é nao-realizavel. Sua funcao de transferéncia pode
ser imprépria, possuir polos instaveis ou atrasos nao-realizdveis. Neste trabalho é apresentada
uma técnica de sintonia para controladores feedforward. O método consiste na solugao de
um problema de otimizacao H.,, que pode ser aplicado para diversas estruturas dos modelos
do processo e da perturbacao. Para regular o desempenho da rejeicdo de perturbacao uma
ponderacao na frequéncia é proposta para aplicagao em sistemas de uma entrada e uma saida.
Uma solucao utilizando desigualdades matriciais lineares é desenvolvida para o problema.
Por fim, estudos de caso foram realizados para verificar o desempenho do método proposto,

comparando-o com outros existentes na literatura.
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1. INTRODUCAO

A compensacao de perturbagoes utilizando controle fe-
edforward é uma técnica aplicada em conjunto com o
controle em malha fechada para melhoria no desempenho
da rejeigao dessas. Se a perturbagao pode ser medida e a
dinamica de sua influéncia no sistema é conhecida, entao
é possivel tomar acgoes de controle antes que ela afete a
saida do processo. E uma técnica utilizada em diversas
aplicacoes como, por exemplo, o controle de colunas de
destilagao (Nisenfeld and Miyasaki, 1972).

Um compensador feedforward ideal que rejeita completa-
mente a perturbacao pode ser obtido a partir do conheci-
mento das dindmicas do processo e da perturbacao. Con-
tudo, caracteristicas como ordens dos sistemas, fases nao-
minimas e atrasos podem resultar em um compensador
nao realizavel.

* Este trabalho foi realizado com o apoio do Conselho Nacional de
Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq).

Nesses casos, diversos trabalhos propuseram métodos de
sintonia para obtengao de compensadores que resultem
em um bom desempenho na rejeicaio de perturbagoes.
Técnicas para tratar atrasos nao-realizaveis sao abordadas
em Guzmdn and Higglund (2011) e Rodriguez et al.
(2013).

Em Rodriguez et al. (2014) é desenvolvido um método para
quando as ordens dos modelos da planta e da perturbagao
resultariam em uma funcao de transferéncia imprépria
para o compensador. A abordagem utilizada em Li et al.
(2015) ¢é aplicada a casos mais gerais e consiste em obter
um compensador realizdvel que aproxima a resposta em
frequéncia de um nao realizavel.

Neste trabalho é proposta uma técnica de projeto uti-
lizando otimizagdo Hoo para controle feedforward. Uma
solucao do problema utilizando desigualdades matriciais
lineares (LMI - linear matriz inequalities) é detalhada,
possibilitando a utilizagao de solvers ja existentes, como
o LMI Lab do MATLAB (Gahinet et al., 1995) ou o
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CVX (Grant and Boyd, 1995), para a busca da solucao.
A vantagem deste método é sua aplicabilidade a diferentes
casos, incluindo a possibilidade de extensao para sistemas
multivariaveis, que nao é englobado nas demais técnicas
supracitadas. E possivel ainda regular o desempenho do
compensador na rejeicao de perturbagoes por meio de
ponderacao nas frequéncias.

O trabalho estéd organizado da seguinte forma. Na secao 2
é feita uma breve descricdo do controle feedforward. A
formulacao do problema de otimizagao H, é apresentada
na secao 3 e um solugao utilizando LMI é desenvolvida na
secao 4. Na segao 5 sao realizados alguns estudos de caso
comparando o método proposto com outros disponiveis
na literatura. Por fim, as conclusdes do trabalho sao
apresentadas na secao 6.

2. CONTROLE FEEDFORWARD

O problema de controle em malha fechada com compen-
sacao de perturbagoes utilizando o feedforward é ilustrado
no diagrama de blocos da Fig. 1. O processo G estd em
malha fechada com o controlador K. A perturbagao d atua
na saida do sistema por meio de G4 e é compensada na
entrada por Gyy.
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Figura 1. Diagrama de blocos do controle feedforward.

—Y

Considerando o sistema em malha aberta, a saida y e a
perturbacao d sao relacionadas pela seguinte expressao:

y = (Ga + GGg)d. (1)

Logo, a condicao ideal para rejeicao da perturbacao é:

implicando na seguinte expressao para o compensador
ideal:

Gg = -G 'Gg. (3)

Dependendo das estruturas dos modelos de G e Ggq, a
solucdo obtida em (3) pode resultar em uma funcao de
transferéncia com polos instdveis, imprépria ou com atraso
nao realizdvel (Guzmdan and Hiagglund, 2011). Nesses casos
nao é possivel obter um compensador ideal, mas outras
estratégias podem ser adotadas para o projeto de controle
feedforward que resulte em um bom desempenho na rejei-
cao da perturbacao.

3. FORMULACAO DO PROBLEMA
3.1 Otimizagdo Hoo
O método proposto consiste em formular o problema de

controle feedforward como um problema de otimizagao
H.. A estrutura bésica é baseada no diagrama de blocos

da Fig. 2, onde P(s) é o modelo generalizado, K(s) é o
controlador, u sao variaveis de controle, w sao entradas
exdgenas, y sao as saidas medidas e z sao as varidveis de
erro.

w y/

K

Figura 2. Diagrama em blocos da formulagao geral do H -

No controle H o, sub-6timo, o objetivo consiste em limitar
a norma-oo, por um valor maximo -y, da matriz de transfe-
réncia em malha fechada entre z e w, denominada F,(s).
Um controlador K deve ser obtido tal que:

[Fawlloo <7 (4)

Para o problema de controle feedforward, a estrutura
geral é modificada para a apresentada na Fig. 3, onde
considerou-se d = w.

d

Figura 3. Diagrama de blocos da formulacao H, para
controle feedforward.

A partir do diagrama, a matriz de transferéncia do modelo
generalizado é expressa por:

Gq G
p=| 7, (5)
I 0

e o problema de otimizacao resultante é:
IFzdllcc <7, ondeFrq=W(GGg+ Gq). (6)

Uma condicao necesséria para obtencao da solucao do pro-
blema de otimizagao é que F,4 nao possua polos instaveis.
Logo, sera assumido que W, G, G4 e Gg sao estaveis.

3.2 Consideragoes acerca da pondera¢do

A ponderagao W é fundamental para ajustar o desempe-
nho do compensador obtido. Utilizar um valor constante
normalmente resulta em um desempenho ruim, principal-
mente nas baixas frequéncias. Dessa forma ¢é interessante



aumentar a magnitude da ponderacao nessa faixa. Para
sistemas com uma entrada e uma saida (SISO - single-
input and single-output) pode-se utilizar um filtro passa-
baixa de primeira ordem com a seguinte expressao:

kw
W(s) = =,

(7)

onde k,, é o ganho e w,, a frequéncia de corte.

A manipulacao dos parametros k., e w,, influenciam tanto
no desempenho do sistema quanto na convergéncia do al-
goritmo de otimizacao. Valores muito altos de k,, resultam
em um problema sem solucao. Da mesma forma, se o
valor de w,, for muito baixo, a ponderagao se aproxima
de um integrador e nao é possivel obter uma solugao para
o problema H., se F,q for instavel.

Dado um sistema SISO cujo modelo da planta possui
ganho G(0) e frequéncia de corte wg, e o modelo da
perturbagao possui ganho G4(0) e frequéncia de corte wgq-
Definindo v = 1 no problema de otimizagao, as seguintes
expressoes garantem que uma solucao seja obtida:

_ G
b = Ga0) "
wy = 0.001 min(weg, waa)- 9)

Esses valores podem ser ajustados para obter compen-
sadores com o desempenho desejado. Aumentar k, ou
reduzir w,, resulta em um compensador com atuac¢ao mais
agressiva, reduzindo a constante de tempo e aumentando
0 pico no sinal de controle.

4. SOLUCAO DO PROBLEMA H,, UTILIZANDO LMI

O problema de otimizacao Ho, pode ser formulado como
um conjunto de LMIs utilizando o Bounded Real Lemma
(Dullerud and Paganini, 2010). A solugao pode ser deter-
minada entao utilizando o método dos pontos interiores.
Do ponto de vista da estrutura do modelo, essa aborda-
gem é menos restritiva do que a utilizagao de equagoes
de Riccati, de forma que pode ser aplicada a casos mais
gerais (Mackenroth, 2004). A tnica restrigdo aplicada ao
modelo generalizado é que nao possua ganho direto entre
as varidveis de controle e as saidas medidas.

Dadas as seguintes representagoes em espago de estados
para o modelo generalizado, compensador e a fungao de
transferéncia em malha fechada:

(10)

de(s) =

Uma matriz J é definida contendo as matrizes da realiza-
¢do em espagco de estados de Gg(s):

Ak Bk
J= . (11)
Ck Dxk

As matrizes do sistema em malha fechada podem ser
descritas em funcao de J da seguinte formas:

Ac = Ae + B29J02e7 Bc = Ble + B2eJD21e

, (12)
Ce = Cie +D12eJCa¢, Do = D1y + B2eJCoe
onde:
A 0 B1 0 B2
A, = ) Bie = ) Bae =
00 0 I 0
01
Cle = |:Cl O:| ) C2e =
C>, 0
0
D12e = |:O D12:| 5 D2le =
D21_
(13)

O projeto do controlador pode ser dividido em duas etapas.
Primeiro as LMIs (14)-(16) sao resolvidas para determinar
se existe um controlador realizavel que satisfaz o problema
de otimizacdo. Em seguida, a realizacao em espago de
estados do controlador é obtida utilizando (19).

Lema I. Existe um controlador que satisfaz ||F,dllco < v
se, e somente se, existem duas matrizes X e Y positivas
definidas que satisfazem as seguintes LMIs:

T |ATX + XA XB; C;”
N, 0 N, O
B1TX -1 D11T <0
01 01
C, D1 1
(14)
T |AY +YAT YC,T By | ¢
N:. O N:. O
ClY —")/I D11 <0 (15)
01 01
B, D" I -
X I
> 0. (16)
1Y

As matrizes N, e N, possuem posto completo e sao
expressas por:

N, = ker {Cz Dzl} e N = ker {BzT DlzT] , (A7)



onde ker(+) denota uma base do espago nulo da matriz.
Lema 2. Se existem X e Y que satisfazem simultane-
amente (14)-(16), e uma matriz X tal que XX3 =
X — Y1 >0, entdo, definindo Z como:

X X3
7 =

X7 1

; (18)

os parametros do controlador podem ser obtidos substi-
tuindo (12) na seguinte LMI e resolvendo para J:

ATZ+ZA, ZB, C.T

B.”z -+1D.T| <0 (19)

C. D. -I

As provas dessas desigualdades sdo detalhadas em Mac-
kenroth (2004).

5. RESULTADOS

Nesta secao sao apresentados resultados simulados com a
aplicacao da técnica apresentada. Sao considerados trés
casos distintos de compensadores nao realizaveis: a fun-
¢ao de transferéncia é impropria, o processo possui fase
nao-minima e o atraso nao realizavel. Para cada caso foi
projetado um compensador utilizando H., e realizadas
simulacbes para verificar o desempenho na rejeicao de per-
turbagao em comparagao com outras técnicas disponiveis
na literatura. A integral do erro absoluto (IAE - integral
absolute error) foi utilizada como critério de desempenho.

Tendo em vista que a funcao de transferéncia resultante
da aplicacao do H, possui a mesma ordem do modelo
generalizado, foi utilizada a técnica de reducao de modelos
balanceada, proposta por Laub et al. (1987). O objetivo
foi simplificar o modelo obtido para comparagao com os
resultados de aplicacoes das técnicas propostas na litera-
tura, que em sua maioria sao focadas em compensadores
de baixa ordem.

5.1 Caso 1: fung¢ao de transferéncia impropria

No primeiro caso foram utilizados os seguintes modelos
para o processo e a perturbagao, retirados de Li et al.
(2015):

1

(s) = m (20)
Ga(s) = 2324— T (21)

O compensador ideal possui uma funcao de transferéncia
impropria:

(s+1)2
C =—-2— 22
r£(5) P (22)
No projeto utilizando LMI foi utilizado um filtro passa-
baixa de primeira ordem com ganho k,, = 1,3G(0)/G4(0) e
frequéncia de corte igual a 0,001wgy. Obteve-se a seguinte
expressao para o compensador:

1,635 + 1
Cpls) = —1,9082055F

bl 2
1,985+ 1’ (23)

resultando em v = 0,48.

Para efeitos de comparacao entre as técnicas foi utilizado
o compensador projetado para esse sistema obtido com a
técnica apresentada em Li et al. (2015):

0,985 + 1
Cyra(s) = —2

2 24
0,008s + 1 (24)

No grafico da Fig. 4 sao apresentadas as respostas do
sistema a aplicagao de um degrau unitario na perturbagao.
O sistema estd em malha fechada com um controlador PI
(K, = 1eT; = 4) projetado de forma heuristica para
garantir estabilidade. A saida do sistema foi observada nos
casos com apenas o controlador em malha fechada e com
os compensadores projetados.

Tempo (s)

Figura 4. Aplicacao de um degrau unitdrio (em ¢ = 5 s)
na perturbacao do sistema de ordem 2.

Na Tabela 1 sao apresentadas as IAEs calculadas para cada
caso. Observou-se que a aproximacao do compensador
ideal foi a que resultou no pior caso de controle com
feedforward. Observou-se que o desempenho na rejeicao
da perturbacao foi significativamente melhorado com a
insercao dos compensadores. O projeto utilizando Ho
resultou em um sistema com desempenho equipardvel ao
da técnica utilizada na comparagao.

Tabela 1. Comparagao da IAE para os resulta-
dos da simulagao apresentada na Fig. 4.

Sem FF fol fo2

IAE 793,86 56,73 68,04

5.2 Caso 2: processo com fase nao-minima

Dadas as seguintes funcoes de transferéncia para o pro-
cesso e a perturbagao:

G = (25)
Gals) = 1035+ 1 (26)

Devido a fase ndo-minima em G(s), o compensador ideal
possui um polo no semiplano direito:



95 +1
(10s +1)(—2s+ 1)

Cpls) = -5 (27)

Aplicando o projeto com LMIs obteve-se a seguinte ex-
pressao para o compensador:

6,835 + 1

Conle) = 49900 dos 1

(28)
resultando em v = 1,3.

Para efeitos de comparacao, foram utilizados outros dois
compensadores. O primeiro foi obtido a partir do ideal,
desprezando o polo instavel, o que resultou em:

95 +1
Crrals) = =5q5, 7

(29)

O segundo foi projetado utilizando a técnica proposta em
Rodriguez et al. (2014), que é especifica para o problema
com fase nao-minima. Nela se considera uma estrutura de
controle diferente com o bloco utilizado para desacoplar
as agoes de feedforward do controlador em malha fechada.
Contudo, apenas para efeito de comparagao entre os mé-
todos foi mantida a estrutura convencional apresentada na
Fig. 1. A funcao de transferéncia do compensador obtida
nesse caso foi:

Cps(s) = 5 (3,335 + 1)(bs + 1)

(2s+1)(10s+1) °

(30)

No gréfico da Fig. 5 sdo apresentadas as respostas do
sistema a aplicacao de um degrau unitario na perturbagao.
O sistema estd em malha fechada com um controlador PI
(Kp=02eT; =2).
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Figura 5. Aplicacdo de um degrau unitdrio (em ¢t = 5 s)
na perturbacao do sistema de fase nao-minima.

Na Tabela 2 sao apresentadas as IAEs calculadas para
cada caso. Observou-se que a aproximagao do compensa-
dor ideal foi a que resultou no pior caso de controle com
feedforward. O compensador H, teve um bom desempe-
nho, sendo um pouco inferior ao da técnica proposta por
Rodriguez et al. (2014), mesmo possuindo uma fungao de
transferéncia com ordem menor.

5.3 Caso 3: atraso nao realizdvel

Para esse caso foram considerados os seguintes modelos:

Tabela 2. Comparagao da IAE para os resulta-
dos da simulagao apresentada na Fig. 5.

Sem FF fol fog fo3
TAE | 4991,40 771,57 965,43 592,73
40 =4
G(s) = s 31
)= So0s 7 1° (31)
20
Ga(s) = e 32
a¥) = 1505 11 (32)
O compensador ideal possui atraso nao realizavel:
200s +1
Crp(s) = —0,5-—"——e?%. 33
11(8) = 05355 11 (33)

Para tratar o atraso no projeto utilizando H, foi utilizada
uma aproximagao de Padé de primeira ordem. Dessa
forma, o problema se torna semelhante a um caso de fase
ndo-minima. As aproximagoes resultam em:

—25s+1
G~ 40 0 D@8 7 1) (34)
Gals) = 20— 105+ 1 (35)

(150s + 1)(16s + 1)

Aplicando o projeto com LMIs obteve-se a seguinte ex-
pressao para o compensador:

143,68s + 1
C’ffl(s) = *0,5

12337s + 1 (36)

resultando em vy = 2,96.

De forma analoga ao caso anterior, foram utilizados outros
dois compensadores para comparagao. O primeiro foi ob-
tido a partir do ideal, desprezando o atraso, o que resultou
em:

200s +1
Crpa(s) = —0,5

71505 +1° (37)

O segundo foi projetado utilizando a técnica para atraso
nao realizdvel proposta em Rodriguez et al. (2013). O
método consiste em alterar a constante de tempo do
denominador e o ganho de Cyso para, respectivamente,
minimizar a integral do erro e obter uma compensacao do
efeito da malha fechada com um controlador PI. A funcao
de transferéncia do compensador obtida nesse caso foi:

200s + 1

No grafico da Fig. 6 sao apresentadas as respostas do
sistema a aplicagao de um degrau unitario na perturbagao.
O sistema estd em malha fechada com um controlador PI
(K, =0.04 e T; = 100).

Na Tabela 3 sao apresentadas as IAEs calculadas para cada
caso. Observou-se que nesse caso o compensador utilizando
Hoo foi 0 que apresentou melhor desempenho na rejeicao
da perturbagao.
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Figura 6. Aplicagdo de um degrau unitdrio (em ¢t = 5 s)
na perturbacao do sistema com atraso.

Tabela 3. Comparagao da TAE para os resulta-
dos da simulagao apresentada na Fig. 6.

Sem FF fol fo2 fo3

TAE (x10%) 18,87 2,31 4,10 3,25

Porém vale salientar que o desempenho estd muito ligado
a escolha do controlador PI. Por exemplo, alterando K,
para 0.03 e T; para 300 verifica-se pelo grafico na Fig. 7 e
a Tabela 4 que o desempenho do compensador H, piorou.
Contudo, a presenca do controle feedforward ainda atua
significativamente melhor na rejeicao da perturbagao.
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Figura 7. Aplicacdo de um degrau unitario na perturbagao
do sistema com atraso ao alterar os parametros do
controlador.

Tabela 4. Comparacgao da IAE para os resulta-
dos da simulagao apresentada na Fig. 7.

Sem FF Gyp1 Gyrro Gygs

TAE (x10%) 45,02 3,41 3,61 2,40

6. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentada um técnica para projeto
de controle feedforward utilizando otimizacdo Hoo. A so-
lugao proposta é flexivel para tratar diferentes casos que
impossibilitam o uso de um compensador ideal, tais como:
ordens dos modelos do processo e da perturbagao que
resultam em funcgoes de transferéncia improéprias, fases
nao-minimas e atraso nao realizavel. O desempenho na
rejeicao de perturbacao pode ser facilmente regulado por
meio da inclusao de uma ponderagao nas frequéncias.
Uma solugao para o problema de otimizagao utilizando
desigualdades matriciais lineares é abordada, no intuito
de facilitar a implementacao do método a partir do uso de
solvers e fungoes ja existentes. Estudos de casos simulados
foram realizados, onde foi possivel observar por meio dos
graficos e indices de desempenho a eficdcia do método, em
comparagao com outras técnicas disponiveis na literatura.

O método utilizado possibilita a extensao direta para o
controle feedforward de sistemas com multiplas entradas
e multiplas saidas, contudo para que se obtenha uma
solucao satisfatoria é necessario investigar a utilizagdo da
ponderacao em frequéncia, algo que serd realizado em
trabalhos futuros. Além disso, uma nova formulagdo Ho
pode ser adotada para realizar o projeto do compensador
considerando o sistema em malha fechada.

REFERENCIAS

Dullerud, G.E. and Paganini, F. (2010). A Course In
Robust Control Theory. Texts in Applied Mathematics.
Springer, 1 edition.

Gahinet, P., Nemirovski, A., Laub, A., and Chilali, M.
(1995). LMI control toolbox user’s guide.

Grant, M.C. and Boyd, S.P. (1995). The CVX User’s
Guide.

Guzmén, J. and Higglund, T. (2011). Simple tuning
rules for feedforward compensators. Journal of Process
Control, 21(1), 92 — 102.

Laub, A., Heath, M., Paige, C., and Ward, R. (1987).
Computation of balancing transformations and other
applications of simultaneous diagonalization algorithms.
Automatic Control, IEEE Transactions on, 32, 115 —
122.

Li, X., Wang, Q., and Cai, W. (2015). Approximate feed-
forward control. In 2015 10th Asian Control Conference
(ASCC), 1-6.

Mackenroth, U. (2004). Robust Control Systems: Theory
and Case Studies. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1
edition.

Nisenfeld, A. and Miyasaki, R. (1972). Applications
of feedforward control to distillation columns. [FAC
Proceedings Volumes, 5(1, Part 1), 4 — 10. IFAC 5th
World Congress: Part 1, Paris, France, June 12-17, 1972.

Rodriguez, C., Guzman, J., Berenguel, M., and Hagglund,
T. (2013). Generalized feedforward tuning rules for non-
realizable delay inversion. Journal of Process Control,
23(9), 1241 — 1250.

Rodriguez, C., Guzman, J., Berenguel, M., and Hagglund,
T. (2014). Optimal feedforward compensators for sys-
tems with right-half plane zeros. Journal of Process
Control, 24(4), 368 — 374.





