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EM FREQUÊNCIA
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Abstract— This paper presents a methodology for the synthesis of repetitive controllers based on the frequency
response, using stability margins as project objectives. It’s proposed the tuning of two parameters, the cutoff
frequency of the low-pass filter and the controller direct gain, as well as corrections to the delay element. Examples
in application of the method will be presented for differents process classes, as well as performance parameters
obtained in each case.
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Resumo— Este artigo apresenta uma metodologia de sintonia de controladores repetitivos baseada na resposta
em frequência, utilizando margens de estabilidade como objetivo de projeto. É proposta a sintonia de dois
parâmetros, a frequência de corte de um filtro passa baixas e o ganho direto do controlador, além de correções
ao elemento de atraso. São apresentados exemplos de aplicações do método em diferentes classes de processos,
bem como parâmetros de desempenho obtidos em cada caso.
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1 Introdução

Seguimento de referências e rejeição de dis-
túrbios são assuntos amplamente abordados por
engenheiros de controle, uma vez que são requisi-
tos comuns em diversas aplicações práticas como
no controle de motores CC (Yang et al., 2019),
de turbinas eólicas (Soliman et al., 2019) e de
fontes ininterruptas de energia (UPS) (Lorenzini
et al., 2018; Wei et al., 2019; Solomin et al., 2019),
para citar alguns.

Casos especiais, em que a referência ou distúr-
bio são de natureza periódica, controladores comu-
mente empregados, como o Proporcional, Integral
e Derivativo - PID, não asseguram o desempenho
adequado. A garantia de seguimento ou rejeição se
dá através do Principio do Modelo Interno (PMI)
(Chen, 1970), onde, assegurada a estabilidade de
malha fechada, faz-se necessário que o controla-
dor contribua com magnitude infinita nas frequên-
cias que deseja-se seguir e/ou rejeitar para se ob-
ter erro de seguimento nulo e rejeição completa
aos distúrbios. Visando atender as condições do
PMI, foram propostos os controladores ressonan-
tes e múltiplos ressonantes (Pereira et al., 2014).
Porém, estes controladores podem apresentar ele-
vada ordem e sintonia complexa, pois para cada
componente frequencial presente nos sinais que se
deseja seguir e/ou rejeitar deve-se incluir no con-
trolador um modo ressonante de segunda ordem,
com até três parâmetros de sintonia.

A fim de diminuir a ordem do controlador e o
número de parâmetros de sintonia quando o obje-
tivo é seguir/rejeitar sinais com elevado conteúdo
harmônico, foram propostos os chamados contro-
ladores repetitivos (Hara et al., 1988). Estes con-

troladores apresentam uma estrutura simples, ba-
seada na inserção de um elemento de atraso em um
laço de realimentação positiva e com ganho unitá-
rio na malha direta. O valor do atraso de trans-
porte corresponde ao peŕıodo fundamental do si-
nal que se deseja seguir ou rejeitar. Tais controla-
dores apresentam em sua resposta frequencial infi-
nitos picos de ressonância localizados em frequên-
cias múltiplas inteiras da frequência fundamental
de interesse.

O projeto de controladores repetitivos não é
trivial devido ao elemento de atraso introduzido
na malha de controle, podendo variar de métodos
baseados em resposta frequência à solução de pro-
blemas de otimização. Em (Mitrevska et al., 2018)
é proposto um método de sintonia a partir de
análise frequencial de controladores repetitivos de
tempo discreto aplicados a atuadores lineares com
incerteza de fase. Métodos de otimização heuŕıs-
tica foram utilizados em (Chen and Zhang, 2009)
buscando maximizar o ganho direto de um com-
pensador de avanço limitado a uma restrição de
estabilidade. Em (Flores et al., 2016), é resolvido
um problema de otimização com restrições LMI
(Linear Matrix Inequalities) de forma a garantir a
estabilidade e desempenho do sistema em malha
fechada.

Tais referências, porém, utilizam-se de méto-
dos complexos para a garantia de estabilidade e
desempenho ou se aplicam apenas a casos espećı-
ficos. Tendo isto em mente, este trabalho propõe-
se a apresentar uma metodologia sistemática para
sintonia de controladores repetitivos baseado na
resposta em frequência de processos, empregando
como métrica de projeto as margens de estabili-
dade e a largura de banda. Será determinada uma
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frequência máxima de seguimento de referências
baseada nas curvas de fase do controlador repeti-
tivo e do processo a ser controlado. A frequência
do filtro passa-baixas, presente na topologia do
controlador, é escolhida de acordo com a margem
de fase desejada. Por fim, sintoniza-se o ganho
direto do controlador de forma a maximizar a lar-
gura de banda.

2 Formulação do Problema

O controlador repetitivo foi proposto pela pri-
meira vez por (Inoue et al., 1981), com a finalidade
de garantir o seguimento de referências e/ou rejei-
ção de distúrbios periódicos. Fundamentalmente,
este controlador tem prinćıpio de funcionamento
baseado no PMI e é composto por um ganho uni-
tário na malha direta e um elemento de atraso
de transporte em um laço de realimentação posi-
tiva. Nesse caso, o valor do atraso de transporte
(τr) corresponde ao peŕıodo fundamental do sinal
a ser seguido ou rejeitado.

A implementação prática do controlador repe-
titivo é apresentada na Figura 1, em que se eviden-
cia o elemento de atraso e um filtro passa baixa
Q(s) na malha de realimentação. Este filtro é o
responsável por melhorar as margens de estabili-
dade e a robustez do controlador. Além disso, é
considerado um ganho kr como parâmetro adicio-
nal de projeto.

e−sτrQ(s)

E(s)

+

+
kr

Yrp(s) U(s)

Figura 1: Topologia do controlador.

A partir desta figura, segue que a função de
transferência entre o sinal de erro de seguimento
E(s) = R(s)− Y (s) e o sinal Yrp(s) é dada por

Crp(s) =
Yrp(s)

E(s)
=

1

1−Q(s)e−sτr
, (1)

onde Q(s) = ωc

s+ωc
é um filtro passa baixas de pri-

meira ordem com frequência de corte ωc e ωr =
2π/τr é a frequência fundamental do sinal a ser
seguido e/ou rejeitado. O sinal de controle en-
tregue à planta é composto pela multiplicação de
Yrp(s) por um ganho kr. Tanto este ganho quanto
a frequência de corte ωc são parâmetros de sinto-
nia a serem determinados na etapa de projeto do
controlador.

A fim de evidenciar o comportamento da res-
posta em frequência do controlador repetitivo,
calcula-se a contribuição de ganho e fase deste con-
trolador. Assim, aplicando a identidade de Euler

ejω = cos(ω) + jsen(ω) em (1) segue que a mag-
nitude e fase de Crp(s) são dadas por

|Crp(jω)| =
√
ω2+ω2

c√
(ω+ωcsen(ωτr))2+ω2

c(1−cos(ωτr))2
(2)

e

Crp(jω) = atan
(
ω
ωc

)
− atan

(
ω+ωcsen(ωτr)
ωc−ωccos(ωτr)

)
. (3)

Na Figura 2 é apresentado o diagrama de
Bode de Crp(jω) para diferentes valores de ωc e
ωr = 1 rad/s. Nota-se que ao diminuir-se o valor
da frequência de corte do filtro, há uma diminui-
ção das amplitudes do ganho e da fase, fato que
será explorado na seção seguinte. Além disso, o fil-
tro também é responsável por deslocar a frequên-
cia em que se encontram estes picos, diminuindo
ainda mais a contribuição de ganho desejado nas
frequências múltiplas inteiras de ωr, assim, serão
propostas correções para estes efeitos indesejados
na seção 4. Note que, segundo o PMI, o fato da
magnitude não ser mais infinita nas frequência de
interesse implica em um erro de seguimento de re-
ferências diretamente associado a ωc.
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Figura 2: Diagrama de Bode do controlador repe-
titivo para diferentes valores de ωc.

3 Projeto do Controlador

Margens de ganho e fase traduzem a robus-
tez de um sistema frente a incertezas de modelo.
Idealmente, quanto maior seus valores, mais ro-
busto é o sistema. Porém, garantir altas margens
de estabilidade implica muitas vezes em uma piora
no desempenho transitório do sistema em malha
fechada. A literatura clássica de sistemas de con-
trole (Astrom and Murray, 2008) recomenda que o
sistema controlado apresente margem de fase en-
tre 30° e 60° e margem de ganho entre 2 e 5, ou
6 e 14 dB. O método apresentado na sequência
tem como objetivo obter margens de estabilidade
dentro destas faixas recomendadas.



3.1 Sintonia dos Parâmetros

O método a ser desenvolvido considera o
ajuste da margem de fase pelo parâmetro ωc, sin-
tonizando kr de forma a garantir que a curva de
magnitude cruze 0 dB em uma dada frequência. É
importante salientar que com apenas estes dois pa-
râmetros não é posśıvel ajustar de forma indepen-
dente as margens de estabilidade. Assim, optou-se
por garantir margem de fase desejada, verificando
posteriormente se a margem de ganho está dentro
do intervalo recomendado.

Deve-se levar em consideração na escolha de
ωc valores que ainda garantam ganho apropri-
ado na frequência fundamental, de tal forma que
|Q(jωr)| ≈ 1 (Hara et al., 1988), por isso, limita-se
a escolha à ωc ≥ ωr.

Sendo assim, substituindo ωc = ωr na equação
(3) infere-se que a máxima contribuição posśıvel
de fase do controlador na frequência ωr é de −45°,
como pode ser visualizado na curva em vermelho
da Figura 2.

Somando esta contribuição máxima à reco-
mendação de margem de fase, define-se então uma
frequência fundamental limite ωmax, onde ainda é
posśıvel atingir a margem de fase recomendada.
Como o mı́nimo recomendado é uma margem de
fase de 30° e a máxima contribuição de fase do
controlador repetitivo é de −45°, conclui-se então
que ωmax é tal que G(jωmax) = −105°, em que
G(s) é a função de transferência em malha aberta
do processo a ser controlado.

Com o objetivo de obter a maior largura de
banda posśıvel, propõe-se que o cruzamento da
curva de magnitude em 0dB (referência para a de-
terminação da margem de fase) ocorra na harmô-
nica de ωr de maior ordem que seja menor que
ωmax, i.e., mωr ≤ ωmax onde

m = Z
(
ωmax
ωr

)
, (4)

e Z(·) é o operador que retorna a parte inteira.
Analisando a equação (3) da contribuição de

fase do controlador repetitivo, nota-se que os mı́-
nimos da curva ocorrem nos múltiplos inteiros
da frequência fundamental. Desta forma, subs-
tituindo ω = mωr em (3), obtém-se a equação da
contribuição de fase dos vales da curva da fase de
Crp(jω), dada por

Crpinf
(jω) = atan

(
mωr
ωc

)
− π

2
. (5)

Como nos interessa escolher a contribuição de
fase apropriada na frequência ω = mωr, pode-
se analisar a variação da equação (5) em função
da razão mωr

ωc
, conforme ilustrado no gráfico da

Figura 3.
Desta forma, tendo-se a frequência fundamen-

tal ωr do sinal e a resposta em frequência do pro-
cesso, escolhe-se a menor razão entre mωr e ωc a
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Figura 3: Contribuição de fase do controlador re-
petitivo em função da razão mωr/ωc.

partir da Figura 3 tal que a contribuição de fase
em ω = mωr apresente a margem de fase desejada.

O parâmetro kr é então ajustado igualando-
se |krCrp(jmωr)G(jmωr)| = 1 fazendo com que o
cruzamento em 0dB seja na m-ésima harmônica.
Assim, o calculo de kr é dado por

kr =
1

|Crp(jmωr)G(jmωr)|
. (6)

Em resumo, o método de sintonia para o con-
trolador repetitivo proposto é realizado através
dos seguintes passos:

1. A partir da resposta em frequência do pro-
cesso e ωr, obter ωmax e m.

2. Calcular G(jmωr) e encontrar o máximo
complemento admisśıvel para margem de fase
desejada.

3. Obter da Figura 3 o valor de ωc e calcular kr
a partir de (6).

3.2 Exemplo Ilustrativo

A fim de exemplificar os passos do projeto na
frequência deste controlador, são apresentados as
etapas para cálculo dos parâmetros do controla-
dor repetitivo e suas implicações na resposta em
frequência para o processo G1(s), cuja função de
transferência é dada por

G1(s) =
1

(s+ 1)3
, (7)

para o caso de uma referência periódica de
frequência ωr = 0.1π = 0.314 rad/s, ou seja,
τr = 20 s. Na Figura 4 apresenta-se o diagrama
de Bode do processo G1(jω) onde evidencia-se
ωmax = 0.696 rad/s. Para este caso, a partir de
(4), segue que o parâmetro m = 2. Na frequên-
cia ω = mωr = 0.628 rad/s, a fase do processo é
aproximadamente −100°. Assim, a partir da Fi-
gura 3, escolhe-se ωc = mωr, o que resulta em
uma margem de fase de aproximadamente 45°.
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Figura 4: Diagrama de Bode de G1(jω)
explicitando-se ωmax e ωr.

Na Figura 5 apresenta-se o diagrama de Bode
de Crp(jω)G1(jω) com ωc calculado anterior-
mente, apresentando a fase e o módulo em ω =
mωr. Calcula-se kr utilizando-se a equação (6),
porém, como |Crp(jmωr)G1(jmωr)| ≈ 0 dB, e o
cruzamento em 0 dB já ocorre na segunda harmô-
nica, resultando em kr = 1. Obtém-se então
margem de fase de 41.1° e margem de ganho de
10.5 dB.
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Figura 5: Diagrama de Bode de Crp(jω)G1(jω).

Por fim, a função de transferência do contro-
lador repetitivo para o caso em questão é

C(s) = krCrp(s) =
1

1− 0.628
s+0.628e

−20s . (8)

Observa-se na Figura 5 que o primeiro pico de
ressonância não ocorre na frequência ωr. A pre-
sença do filtro Q(s) desloca os picos de magnitude
da resposta em frequência para frequências me-
nores, fazendo com que o primeiro vale da curva
de fase ocorra na frequência correlacionada com o
valor do atraso de transporte. Dessa forma, é pos-
śıvel se calcular um atraso diferente de τr tal que a
ocorrência do primeiro pico de ressonância ocorra
exatamente em ωr. Assim, na seção seguinte será

apresentado o cálculo de um novo atraso de trans-
porte que corrige o deslocamento dos picos de res-
sonância.

4 Correção na frequência de ocorrência do pico
de ressonância

Conforme visto em seções anteriores, o uso
do filtro passa-baixas Q(s) desloca a frequência
de ocorrência dos picos de ressonância para valo-
res diferentes de ωr e também reduz as suas am-
plitudes. Assim, busca-se corrigir alguns destes
problemas utilizando a metodologia proposta em
(Weiss and Haefele, 1999). Assuma um controla-
dor repetitivo dado por

Ĉrp(s) =
1

1−Q(s)e−sτ̂r
. (9)

Nesse caso, o objetivo é determinar o valor de τ̂r
tal que

1−Q(jωr)e
−jωr τ̂r = 0. (10)

Da condição (10), conclui-se que a fase deve ser
tal que

Q(jωr)e
−jωr τ̂r = −2π. (11)

Substituindo Q(jωr) = ωc

jωr+ωc
em (11), obtém-se

−atan
(
ωr
ωc

)
− ωr τ̂r = −2π, (12)

o qual implica em

τ̂r = − 1

ωr

(
atan

(
ωr
ωc

)
− 2π

)
. (13)

O uso do valor modificado de atraso τ̂r na for-
mulação do controlador repetitivo desloca os pi-
cos de ressonância para os múltiplos inteiros da
frequência fundamental que haviam sido movidos
devido a presença do filtro Q(s). Com esta corre-
ção, as etapas para sintonia do controlador repe-
titivo Ĉrp(s) são

1. Utilizando ωc, obtido a partir do gráfico da
Figura 3, calcular τ̂r a partir de (13).

2. Obter ω̂r = 2π
τ̂r

.

3. Calcular kr a partir de (6) substituindo ωr
por ω̂r.

5 Exemplos

A fim de demonstrar a aplicação do método,
será realizada a sintonia de controladores repeti-
tivos para dois processos distintos para casos de
seguimento de referência de uma onda triangular.
Assim, sejam G1(s), cuja função de transferência
foi apresentada anteriormente em (7), e



G2(s) =
4

s2 + 1.2s+ 4
(14)

os processos em que serão aplicados a metodologia
proposta. A planta G2(s) foi escolhida por se tra-
tar de um modelo de segunda ordem, com par de
polos complexos, presente em muitos casos de apli-
cação, como sistemas massa-mola-amortecedor e
fontes ininterruptas de energia, entre outros. Os
diagramas de Bode de ambos processos se encon-
tram na Figura 6, onde é evidenciada a frequência
máxima ωmax.
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Para estes casos, o objetivo de controle é o
seguimento de referência do tipo onda triangu-
lar, com frequência ωr = 0.1π rad/s (τr = 20s)
e amplitude unitária. Este sinal pode ser de-
composto em uma soma de infinitas senoides com
frequências múltiplas da frequência fundamental
(Oppenheim et al., 1997). Assim, de acordo com o
PMI, o controlador deveria possuir magnitude infi-
nita nas harmônicas múltiplas inteiras da frequên-
cia de referência, como é o caso do controlador
repetitivo em sua formulação ideal (Q(s) = 1).
Nesse caso, é posśıvel avaliar os efeitos do filtro
Q(s) em termos de erro de seguimento em regime
permanente.

O processo G2(s) possui maior frequência má-
xima ωmax do que o processo G1(s), conforme
apresentado na Figura 6. Esta caracteŕıstica refle-
tirá no desempenho em regime permanente para a
frequência ωr considerada, uma vez que a magni-
tude dos ganhos nas frequências múltiplas inteiras
da fundamental serão maiores no controlador sin-
tonizado para G2(s).

A fim de se comparar resultados obtidos, pa-
râmetros de performance são apresentados em se-
guida. Seja e(t) o erro entre a sáıda do sistema e o
sinal de referência. Obtém-se o erro normalizado a
partir da amplitude A do sinal de referência como

ea(t) =
e(t)

A
(15)

Define-se em seguida o número de peŕıodos
para acomodação na como sendo

{
min
na

: |ea(naτr)− ea((na + 1)τr)| ≤ ε

na = 0, 1, 2...
(16)

onde ε é uma tolerância associada. Para o caso
em questão o valor de ε é de 5%. A partir deste
parâmetro, obtém-se o tempo de acomodação ta =
τrna. Outro parâmetro importante a ser avaliado
é a amplitude deste sinal, em regime permanente,
definido como

e∞ = max : |ea(t)| , t ≥ ta (17)

O controlador para o processo G1(s) foi apre-
sentado anteriormente, dado pela equação (8).
Para o processo G2(s), segue-se as mesmas etapas
de projeto. Foi aplicada a correção proposta pela
equação (6) em ambos os controladores. Assim, na
Tabela 1 apresenta-se os valores dos parâmetros
de sintonia dos controladores e os parâmetros de
desempenho das simulações realizadas para cada
controlador projetado.
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Tabela 1: Parâmetros de sintonia e desempenho do controlador repetitivo aplicados nas planta G1(s) e
G2(s).

ωmax m Controlador τr(τ̂r) ωc kr e∞ na PM GM

G1(s) 0.696 2
S/ Cor. 20 0.628 1 0.510 5 41.1 10.5

Cor. (13) 18.52 0.628 1.294 0.203 5 35.8 8.24

G2(s) 2.17 5
S/ Cor. 20 2.09 0.385 0.243 8 34.6 10.3

Cor. (13) 19.52 2.09 0.395 0.111 8 31.9 10.5
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Figura 9: Sinal de erro da planta G1(s) para en-
trada triangular.

Nas Figuras 7 e 8 encontram-se as respostas
dos sistemas controlados, e nas Figuras 9 e 10 os
erros entre a sáıda do sistema e o sinal de onda
triangular em regime permanente, para os proces-
sos G1(s) e G2(s). Nestas figuras, apresentam-se
os sistemas controlados com e sem a correção do
atraso proposta, de tal forma a se evidenciar o
efeito da correção.

Analisando a curva do erro em regime per-
manente, observa-se a diferença do resultado ob-
tido pela aplicação da correção, em que diminui-se
aproximadamente pela metade a amplitude má-
xima do erro e∞ em regime permanente, para am-
bos processos.

A Figura 11 apresenta os espectros em
frequência do sinal de sáıda dos sistemas contro-
lados e do sinal triangular para os controlado-
res onde foi aplicada a correção (13), a fim de
se comparar o conteúdo harmônico obtido na res-
posta do sistema. Observa-se que a partir da m-
ésima harmônica há diminuição da amplitude de
frequências superiores no sinal de sáıda, fato cor-
relacionado com a largura de banda dos processos.

Nota-se que para o processo G2(s), que possui
maior largura de banda, há maiores contribuições
de harmônicas de ordem superiores. Desta forma,
conclui-se que a largura de banda do processo pos-
sui influência na obtenção de menores erros em
regime permanente, de tal maneira que possibilita
a inclusão e/ou rejeição de harmônicas de ordens
superiores no sinal de sáıda do sistema controlado.
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Figura 10: Sinal de erro da planta G2(s) para en-
trada triangular.
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Figura 11: Comparativo do espectro de frequên-
cias do sinal triangular e dos sinais de sáıda das
plantas G1(s) e G2(s) com a correção (13).

6 Conclusões

Foi apresentado um método de sintonia de con-
troladores repetitivos através de análise frequen-
cial, onde evidenciou-se o efeito dos parâmetros do
controlador na sua contribuição de ganho e fase.
Tomando-se como objetivo de projeto as margens
de estabilidade, estabeleceu-se uma metodologia
sistemática para obtenção dos parâmetros do con-
trolador.

Comprovou-se a aplicação do método através
da sintonia dos parâmetros para casos de estudo,
onde foi abordado o seguimento de referência de
um sinal triangular. Apresentou-se tabelas com



os parâmetros de sintonia e performance tempo-
ral em regime permanente, bem como a análise
frequencial do sinal de sáıda em comparação com
o sinal de entrada triangular.

Tendo-se observado a importância da largura
de banda na análise dos resultados, em trabalhos
futuros pode-se explorar a aplicação do controla-
dor repetitivo com avanço de fase, aumentando
a largura de banda e o número de harmônicas a
serem seguidas e /ou rejeitadas.
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