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Abstract— This paper presents a methodology for the synthesis of repetitive controllers based on the frequency
response, using stability margins as project objectives. It’s proposed the tuning of two parameters, the cutoff
frequency of the low-pass filter and the controller direct gain, as well as corrections to the delay element. Examples
in application of the method will be presented for differents process classes, as well as performance parameters
obtained in each case.
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Resumo— Este artigo apresenta uma metodologia de sintonia de controladores repetitivos baseada na resposta
em frequéncia, utilizando margens de estabilidade como objetivo de projeto. E proposta a sintonia de dois
parametros, a frequéncia de corte de um filtro passa baixas e o ganho direto do controlador, além de corregoes
ao elemento de atraso. Sao apresentados exemplos de aplicagoes do método em diferentes classes de processos,

bem como parametros de desempenho obtidos em cada caso.
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1 Introdugao

Seguimento de referéncias e rejeicao de dis-
turbios sdo assuntos amplamente abordados por
engenheiros de controle, uma vez que sao requisi-
tos comuns em diversas aplicacoes praticas como
no controle de motores CC (Yang et al., 2019),
de turbinas edlicas (Soliman et al., 2019) e de
fontes ininterruptas de energia (UPS) (Lorenzini
et al., 2018; Wei et al., 2019; Solomin et al., 2019),
para citar alguns.

Casos especiais, em que a referéncia ou distiir-
bio sdo de natureza periédica, controladores comu-
mente empregados, como o Proporcional, Integral
e Derivativo - PID, nao asseguram o desempenho
adequado. A garantia de seguimento ou rejeigao se
d4 através do Principio do Modelo Interno (PMI)
(Chen, 1970), onde, assegurada a estabilidade de
malha fechada, faz-se necessario que o controla-
dor contribua com magnitude infinita nas frequén-
cias que deseja-se seguir e/ou rejeitar para se ob-
ter erro de seguimento nulo e rejeicao completa
aos distirbios. Visando atender as condicoes do
PMI, foram propostos os controladores ressonan-
tes e multiplos ressonantes (Pereira et al., 2014).
Porém, estes controladores podem apresentar ele-
vada ordem e sintonia complexa, pois para cada
componente frequencial presente nos sinais que se
deseja seguir e/ou rejeitar deve-se incluir no con-
trolador um modo ressonante de segunda ordem,
com até trés parametros de sintonia.

A fim de diminuir a ordem do controlador e o
nuimero de parametros de sintonia quando o obje-
tivo é seguir/rejeitar sinais com elevado contetido
harmonico, foram propostos os chamados contro-
ladores repetitivos (Hara et al., 1988). Estes con-

troladores apresentam uma estrutura simples, ba-
seada na inser¢ao de um elemento de atraso em um
laco de realimentacao positiva e com ganho unita-
rio na malha direta. O valor do atraso de trans-
porte corresponde ao periodo fundamental do si-
nal que se deseja seguir ou rejeitar. Tais controla-
dores apresentam em sua resposta frequencial infi-
nitos picos de ressonancia localizados em frequén-
cias multiplas inteiras da frequéncia fundamental
de interesse.

O projeto de controladores repetitivos nao é
trivial devido ao elemento de atraso introduzido
na malha de controle, podendo variar de métodos
baseados em resposta frequéncia a solugao de pro-
blemas de otimizacdo. Em (Mitrevska et al., 2018)
é proposto um método de sintonia a partir de
analise frequencial de controladores repetitivos de
tempo discreto aplicados a atuadores lineares com
incerteza de fase. Métodos de otimizagao heuris-
tica foram utilizados em (Chen and Zhang, 2009)
buscando maximizar o ganho direto de um com-
pensador de avanco limitado a uma restricao de
estabilidade. Em (Flores et al., 2016), é resolvido
um problema de otimizagao com restricoes LMI
(Linear Matriz Inequalities) de forma a garantir a
estabilidade e desempenho do sistema em malha
fechada.

Tais referéncias, porém, utilizam-se de méto-
dos complexos para a garantia de estabilidade e
desempenho ou se aplicam apenas a casos especi-
ficos. Tendo isto em mente, este trabalho propoe-
se a apresentar uma metodologia sistematica para
sintonia de controladores repetitivos baseado na
resposta em frequéncia de processos, empregando
como métrica de projeto as margens de estabili-
dade e a largura de banda. Sera determinada uma
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frequéncia méaxima de seguimento de referéncias
baseada nas curvas de fase do controlador repeti-
tivo e do processo a ser controlado. A frequéncia
do filtro passa-baixas, presente na topologia do
controlador, é escolhida de acordo com a margem
de fase desejada. Por fim, sintoniza-se o ganho
direto do controlador de forma a maximizar a lar-
gura de banda.

2 Formulagao do Problema

O controlador repetitivo foi proposto pela pri-
meira vez por (Inoue et al., 1981), com a finalidade
de garantir o seguimento de referéncias e/ou rejei-
cao de disturbios periédicos. Fundamentalmente,
este controlador tem principio de funcionamento
baseado no PMI e é composto por um ganho uni-
tario na malha direta e um elemento de atraso
de transporte em um laco de realimentacao posi-
tiva. Nesse caso, o valor do atraso de transporte
(1) corresponde ao perfodo fundamental do sinal
a ser seguido ou rejeitado.

A implementagao pratica do controlador repe-
titivo é apresentada na Figura 1, em que se eviden-
cia o elemento de atraso e um filtro passa baixa
Q(s) na malha de realimentagao. Este filtro é o
responsavel por melhorar as margens de estabili-
dade e a robustez do controlador. Além disso, é
considerado um ganho k, como parametro adicio-
nal de projeto.

E(s) 4 Yip(s) U(s)
+/\ k. >

Q(s) (= e

Figura 1: Topologia do controlador.

A partir desta figura, segue que a funcao de
transferéncia entre o sinal de erro de seguimento
E(s) = R(s) — Y (s) ¢ o sinal Y;,,(s) é dada por

Yip(s) 1

CTP(S) = E(S) = 1— Q(s)efs’rr’ (1)

onde Q(s) = Sjr“’fdc é um filtro passa baixas de pri-
meira ordem com frequéncia de corte w. e w, =
27 /71, é a frequéncia fundamental do sinal a ser
seguido e/ou rejeitado. O sinal de controle en-
tregue a planta é composto pela multiplicacao de
Y, ,(s) por um ganho k,. Tanto este ganho quanto
a frequéncia de corte w. sao parametros de sinto-
nia a serem determinados na etapa de projeto do
controlador.

A fim de evidenciar o comportamento da res-
posta em frequéncia do controlador repetitivo,
calcula-se a contribuigao de ganho e fase deste con-
trolador. Assim, aplicando a identidade de Fuler

el = cos(w) + jsen(w) em (1) segue que a mag-
nitude e fase de Cy,(s) s@o dadas por

o ©)

(wtwesen(wTy))2+w?(1—cos(wrr))?

Cro(iw)l = 7

Crp(jw) = atan (i) — atan (%) . (3)

Na Figura 2 é apresentado o diagrama de
Bode de C,,(jw) para diferentes valores de w,. e
w, = 1 rad/s. Nota-se que ao diminuir-se o valor
da frequéncia de corte do filtro, hd uma diminui-
¢ao das amplitudes do ganho e da fase, fato que
serd explorado na segao seguinte. Além disso, o fil-
tro também é responsavel por deslocar a frequén-
cia em que se encontram estes picos, diminuindo
ainda mais a contribuicao de ganho desejado nas
frequéncias multiplas inteiras de w,., assim, serao
propostas corregoes para estes efeitos indesejados
na se¢ao 4. Note que, segundo o PMI, o fato da
magnitude nao ser mais infinita nas frequéncia de
interesse implica em um erro de seguimento de re-
feréncias diretamente associado a we.
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Figura 2: Diagrama de Bode do controlador repe-
titivo para diferentes valores de w.

3 Projeto do Controlador

Margens de ganho e fase traduzem a robus-
tez de um sistema frente a incertezas de modelo.
Idealmente, quanto maior seus valores, mais ro-
busto é o sistema. Porém, garantir altas margens
de estabilidade implica muitas vezes em uma piora
no desempenho transitorio do sistema em malha
fechada. A literatura classica de sistemas de con-
trole (Astrom and Murray, 2008) recomenda que o
sistema controlado apresente margem de fase en-
tre 30° e 60° e margem de ganho entre 2 e 5, ou
6 e 14 dB. O método apresentado na sequéncia
tem como objetivo obter margens de estabilidade
dentro destas faixas recomendadas.



3.1 Sintonia dos Parametros

O método a ser desenvolvido considera o
ajuste da margem de fase pelo parametro w,, sin-
tonizando k, de forma a garantir que a curva de
magnitude cruze 0 dB em uma dada frequéncia. E
importante salientar que com apenas estes dois pa-
rametros nao é possivel ajustar de forma indepen-
dente as margens de estabilidade. Assim, optou-se
por garantir margem de fase desejada, verificando
posteriormente se a margem de ganho estd dentro
do intervalo recomendado.

Deve-se levar em consideracao na escolha de
w. valores que ainda garantam ganho apropri-
ado na frequéncia fundamental, de tal forma que
|Q(jwr)| = 1 (Hara et al., 1988), por isso, limita-se
a escolha & w, > w;.

Sendo assim, substituindo w. = w, na equagao
(3) infere-se que a mdxima contribuigdo possivel
de fase do controlador na frequéncia w, é de —45°,
como pode ser visualizado na curva em vermelho
da Figura 2.

Somando esta contribuicdo méxima & reco-
mendagcao de margem de fase, define-se entao uma
frequéncia fundamental limite w42, onde ainda é
possivel atingir a margem de fase recomendada.
Como o minimo recomendado é uma margem de
fase de 30° e a méaxima contribuicao de fase do
controlador repetitivo é de —45°, conclui-se entao
que Wiaz 6 tal que /G(jwmaz) = —105°, em que
G(s) é a funcao de transferéncia em malha aberta
do processo a ser controlado.

Com o objetivo de obter a maior largura de
banda possivel, propoe-se que o cruzamento da
curva de magnitude em 0dB (referéncia para a de-
terminacao da margem de fase) ocorra na harmdo-
nica de w, de maior ordem que seja menor que
Winaz, 1.€., MWy < Wnae onde

ea(=)

e Z(-) é o operador que retorna a parte inteira.

Analisando a equagdo (3) da contribuicao de
fase do controlador repetitivo, nota-se que os mi-
nimos da curva ocorrem nos multiplos inteiros
da frequéncia fundamental. Desta forma, subs-
tituindo w = mw, em (3), obtém-se a equacao da
contribuicao de fase dos vales da curva da fase de
Crp(jw), dada por

/Crpon; () = atan (”Zj”) -3 6

Como nos interessa escolher a contribuicao de
fase apropriada na frequéncia w = mw,, pode-
se analisar a variacdo da equagdo (5) em funcao
da razao "L‘*:T, conforme ilustrado no grafico da
Figura 3.

Desta forma, tendo-se a frequéncia fundamen-
tal w, do sinal e a resposta em frequéncia do pro-
cesso, escolhe-se a menor razao entre mw, € w, a

Contribuicao de fase do controlador repetitivoem w =m- w,
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Figura 3: Contribuicao de fase do controlador re-
petitivo em funcao da razao mw, /we.

partir da Figura 3 tal que a contribuicao de fase
em w = mw, apresente a margem de fase desejada.

O parametro k, é entao ajustado igualando-
se |krCrp(jmw,)G(jmw,)| = 1 fazendo com que o
cruzamento em 0dB seja na m-ésima harmonica.
Assim, o calculo de k, é dado por

1
B |C7‘p(jmwr)G(jmwr)| .

(6)

Em resumo, o método de sintonia para o con-
trolador repetitivo proposto é realizado através
dos seguintes passos:

r

1. A partir da resposta em frequéncia do pro-
Cesso € wy., obter wWyq,r € m.

2. Calcular /G(jmw,) e encontrar o maximo
complemento admissivel para margem de fase
desejada.

3. Obter da Figura 3 o valor de w, e calcular k&,
a partir de (6).

3.2 Ezemplo Ilustrativo

A fim de exemplificar os passos do projeto na
frequéncia deste controlador, sdo apresentados as
etapas para célculo dos parametros do controla-
dor repetitivo e suas implicagoes na resposta em
frequéncia para o processo G1(s), cuja fungao de
transferéncia é dada por

1
G = — 7
1(8) (S+ 1)37 ( )
para o caso de uma referéncia peridédica de
frequéncia w, = 0.1r = 0.314 rad/s, ou seja,

7 = 20 s. Na Figura 4 apresenta-se o diagrama
de Bode do processo G1(jw) onde evidencia-se
Wmaz = 0.696 rad/s. Para este caso, a partir de
(4), segue que o parametro m = 2. Na frequén-
cia w = mw, = 0.628 rad/s, a fase do processo é
aproximadamente —100°. Assim, a partir da Fi-
gura 3, escolhe-se w, = mw,, o que resulta em
uma margem de fase de aproximadamente 45°.
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explicitando-se wyaz € Wy

Na Figura 5 apresenta-se o diagrama de Bode
de Cyp(jw)Gi(jw) com w, calculado anterior-
mente, apresentando a fase e 0 médulo em w =
mw,. Calcula-se k, utilizando-se a equagao (6),
porém, como |Cy,(jmw,)G1(jmw,)| = 0 dB, e o
cruzamento em 0 dB ja ocorre na segunda harmo-
nica, resultando em k. = 1. Obtém-se entao
margem de fase de 41.1° e margem de ganho de
10.5 dB.

Bode Diagram
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40T system: G1Crp i
System: G1Crp

Frequency (rad/s): 0.314
Magnitude (dB): 6.45 | Frequency (rad/s): 0.623 1
Magnitude (dB): 0.0086

/ \
R b N L\ ,\k

n
o

Magnitude (dB)
R o
/
f

o
53
T

40 - | | My, 1

N |

S 0F (S A 1

3 [ ‘\ /'/\ A

@ F R VAW 1

& 180 System: G1Crp % "/V\/‘

o . Vo
Frequency (rad/s): 0.622 Wi,

-270 Phase (deg): -139 1

107 10°

Frequency (rad/s)

Figura 5: Diagrama de Bode de C;,(jw)G1(jw).

Por fim, a func@o de transferéncia do contro-
lador repetitivo para o caso em questao é

1
C(S) = err;D(S) = 1 0628 205" (8)
s+0.628

Observa-se na Figura 5 que o primeiro pico de
ressonancia nao ocorre na frequéncia w,. A pre-
senca do filtro Q(s) desloca os picos de magnitude
da resposta em frequéncia para frequéncias me-
nores, fazendo com que o primeiro vale da curva
de fase ocorra na frequéncia correlacionada com o
valor do atraso de transporte. Dessa forma, é pos-
sivel se calcular um atraso diferente de 7,. tal que a
ocorréncia do primeiro pico de ressonancia ocorra
exatamente em w,.. Assim, na secio seguinte serd

apresentado o cdlculo de um novo atraso de trans-
porte que corrige o deslocamento dos picos de res-
sonancia.

4 Correcgao na frequéncia de ocorréncia do pico
de ressonancia

Conforme visto em secOes anteriores, o uso
do filtro passa-baixas Q(s) desloca a frequéncia
de ocorréncia dos picos de ressonancia para valo-
res diferentes de w, e também reduz as suas am-
Assim, busca-se corrigir alguns destes
problemas utilizando a metodologia proposta em
(Weiss and Haefele, 1999). Assuma um controla-
dor repetitivo dado por

plitudes.

A 1
Crp(s) = T—Q(s)e

Nesse caso, o objetivo é determinar o valor de 7,
tal que

9)

1 - Q(jw,)e 9w = 0. (10)

Da condigao (10), conclui-se que a fase deve ser
tal que

/QUiw,)e 7T = —2m. (11)

Substituindo Q(jwr) = 554~ em (11), obtém-se
—atan (w) — wpfr = —2m, (12)
We

o qual implica em

(13)

O uso do valor modificado de atraso 7, na for-
mulacao do controlador repetitivo desloca os pi-
cos de ressonancia para os miultiplos inteiros da
frequéncia fundamental que haviam sido movidos
devido a presencga do filtro Q(s). Com esta corre-
¢ao, as etapas para sintonia do controlador repe-
titivo C.p(s) sdo

1. Utilizando w,, obtido a partir do grafico da
Figura 3, calcular 7, a partir de (13).

2. Obter @, = 2;.

3. Calcular k, a partir de (6) substituindo w,
por @,

5 Exemplos

A fim de demonstrar a aplicacdo do método,
sera realizada a sintonia de controladores repeti-
tivos para dois processos distintos para casos de
seguimento de referéncia de uma onda triangular.
Assim, sejam G1(s), cuja funcdo de transferéncia
foi apresentada anteriormente em (7), e



4
s2+1.2s+4
08 processos em que serao aplicados a metodologia
proposta. A planta Gs(s) foi escolhida por se tra-
tar de um modelo de segunda ordem, com par de
polos complexos, presente em muitos casos de apli-
cacgao, como sistemas massa-mola-amortecedor e
fontes ininterruptas de energia, entre outros. Os
diagramas de Bode de ambos processos se encon-
tram na Figura 6, onde é evidenciada a frequéncia
maxima Wyag-

Ga(s) = (14)
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Figura 6: Diagramas de Bode dos processos G1(s)

e Ga(s).

Para estes casos, o objetivo de controle é o
seguimento de referéncia do tipo onda triangu-
lar, com frequéncia w, = 0.17 rad/s (7, = 20s)
e amplitude unitaria. Este sinal pode ser de-
composto em uma soma de infinitas senoides com
frequéncias miltiplas da frequéncia fundamental
(Oppenheim et al., 1997). Assim, de acordo com o
PMI, o controlador deveria possuir magnitude infi-
nita nas harmonicas miltiplas inteiras da frequén-
cia de referéncia, como é o caso do controlador
repetitivo em sua formulacao ideal (Q(s) = 1).
Nesse caso, é possivel avaliar os efeitos do filtro
Q(s) em termos de erro de seguimento em regime
permanente.

O processo Ga(s) possui maior frequéncia méa-
Xima Wmee do que o processo G1(s), conforme
apresentado na Figura 6. Esta caracteristica refle-
tird no desempenho em regime permanente para a
frequéncia w, considerada, uma vez que a magni-
tude dos ganhos nas frequéncias miltiplas inteiras
da fundamental serdo maiores no controlador sin-
tonizado para G(s).

A fim de se comparar resultados obtidos, pa-
rametros de performance sao apresentados em se-
guida. Seja e(t) o erro entre a saida do sistema e o
sinal de referéncia. Obtém-se o erro normalizado a
partir da amplitude A do sinal de referéncia como

ealt) = 0 (15)

Define-se em seguida o numero de periodos
para acomodacao n, como sendo

min : |eq(na7r) — ea((na + 1)7)| < €

(16)
ng =0,1,2...

onde € é uma tolerancia associada. Para o caso
em questao o valor de € é de 5%. A partir deste
parametro, obtém-se o tempo de acomodacao t, =
Trng. Outro pardmetro importante a ser avaliado
é a amplitude deste sinal, em regime permanente,
definido como

oo = max : |eq(t)], t >ty (17)

O controlador para o processo G1(s) foi apre-
sentado anteriormente, dado pela equagdo (8).
Para o processo Ga(s), segue-se as mesmas etapas
de projeto. Foi aplicada a correcao proposta pela
equagdo (6) em ambos os controladores. Assim, na
Tabela 1 apresenta-se os valores dos parametros
de sintonia dos controladores e os parametros de
desempenho das simulagoes realizadas para cada
controlador projetado.

Saida do Sistema: Entrada Triangular (G1)
‘ ‘ [—rt) — S/ Cor. — Cor. (1)
1h 1

o5r[f | i

-0.5

Figura 7: Sinal de saf{da da planta G;(s) para A =
1.

Saida do Sistema: Entrada Triangular (G2)

s [(t) === S/ Corr. ====Corr. (13)
1Lk ]

Ny |

-0.5

Figura 8: Sinal de saida da planta Ga(s) para A =
1.



Tabela 1: Pardmetros de sintonia e desempenho do controlador repetitivo aplicados nas planta Gi(s) e

GQ(S)
Wmaz | M | Controlador | 7.(7) We k, e | Mg | PM | GM
S/ Cor. 20 0.628 1 0.510 | 5 | 41.1 | 10.5
Gas) | 069 | 2 =3y 1852 [0.628 [ 1294 [ 0.203 | 5 | 35.8 | 8.24
S/ Cor. 20 2.09 | 038 | 0.243 | 8 | 34.6 | 10.3
Gals) | 217 15 =03y [ 1952 | 2.09 10395 [0.111 | 8 [ 319 [ 105

Erro em Regime Permanente: Entrada Triangular (G1)
I —— 5/ Cor. = Cor. (13) 10% = = -10%

10 10.5 11 115 12 12.5 13
v,

Figura 9: Sinal de erro da planta G1(s) para en-
trada triangular.

Nas Figuras 7 e 8 encontram-se as respostas
dos sistemas controlados, e nas Figuras 9 e 10 os
erros entre a saida do sistema e o sinal de onda
triangular em regime permanente, para os proces-
sos G1(s) e Ga(s). Nestas figuras, apresentam-se
os sistemas controlados com e sem a correcao do
atraso proposta, de tal forma a se evidenciar o
efeito da correcao.

Analisando a curva do erro em regime per-
manente, observa-se a diferenca do resultado ob-
tido pela aplicagao da corregao, em que diminui-se
aproximadamente pela metade a amplitude ma-
xima do erro e, em regime permanente, para am-
bos processos.

A Figura 11 apresenta os espectros em
frequéncia do sinal de saida dos sistemas contro-
lados e do sinal triangular para os controlado-
res onde foi aplicada a correcao (13), a fim de
se comparar o conteiido harmonico obtido na res-
posta do sistema. Observa-se que a partir da m-
ésima harmonica hé diminuicao da amplitude de
frequéncias superiores no sinal de saida, fato cor-
relacionado com a largura de banda dos processos.

Nota-se que para o processo Ga($), que possui
maior largura de banda, ha maiores contribuicoes
de harmoénicas de ordem superiores. Desta forma,
conclui-se que a largura de banda do processo pos-
sui influéncia na obtencdo de menores erros em
regime permanente, de tal maneira que possibilita
a inclusdo e/ou rejeigdo de harmoénicas de ordens
superiores no sinal de saida do sistema controlado.

Erro em Regime Permanente: Entrada Triangular (G2)
[ ——— S/ Cor. == Cor. (13)

10% = = -10%

10 10.5 11 115 12 125 13
t/‘rr

Figura 10: Sinal de erro da planta Go(s) para en-
trada triangular.

Fast Fourrier Transform
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Figura 11: Comparativo do espectro de frequén-
cias do sinal triangular e dos sinais de saida das
plantas G1(s) e Ga(s) com a corregao (13).

6 Conclusoes

Foi apresentado um método de sintonia de con-
troladores repetitivos através de andlise frequen-
cial, onde evidenciou-se o efeito dos parametros do
controlador na sua contribuicdo de ganho e fase.
Tomando-se como objetivo de projeto as margens
de estabilidade, estabeleceu-se uma metodologia
sistemadtica para obtengao dos parametros do con-
trolador.

Comprovou-se a aplicagdo do método através
da sintonia dos parametros para casos de estudo,
onde foi abordado o seguimento de referéncia de
um sinal triangular. Apresentou-se tabelas com



os parametros de sintonia e performance tempo-
ral em regime permanente, bem como a anélise
frequencial do sinal de saida em comparagao com
o sinal de entrada triangular.

Tendo-se observado a importancia da largura
de banda na analise dos resultados, em trabalhos
futuros pode-se explorar a aplicagao do controla-
dor repetitivo com avanco de fase, aumentando
a largura de banda e o nimero de harmonicas a
serem seguidas e /ou rejeitadas.
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