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Abstract: This article presents a new finite-horizon robust model predictive control applied
to linear systems with Markovian jumps. Both additive noise and polytopic uncertainties are
considered in the system model. Also, constraints are imposed on states and control inputs in
terms of the second moment. The new approach is based on Linear Matrix Inequalities (LMIs)
and the control action depends on the Markovian mode. The effectiveness of the proposed
method is illustrated by a numerical example.

Resumo: Este artigo apresenta uma nova estratégia de controle preditivo robusto baseado em
modelo de horizonte finito aplicado a sistemas lineares com saltos Markovianos. Considera-se
ruido aditivo e incertezas nas matrizes do sistema bem como restri¢ées sao impostas aos estados
e entradas de controle em termos do segundo momento. Como principal contribuigao, obtém-se
um novo conjunto de desigualdades matriciais lineares (LMIs) considerando agoes de controle
dependentes do modo de Markov. A efetividade do método proposto é ilustrada por meio de um

exemplo numérico.
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1. INTRODUCAO

E crescente o interesse da comunidade de Engenharia em
se estudar classes de sistemas dinamicos estocasticos que
possam modelar de forma adequada fenémenos fisicos e
processos sujeitos a mudangas abruptas. Particularmente,
a classe de sistemas lineares com saltos Markovianos MJLS
(do inglés, Markov Jump linear systems) é uma represen-
tagdo adequada para isto (Costa et al. (2006)). H& vérios
anos vem sendo propostas diferentes estratégias descritas
a partir de MJLS para tratar estabilidade, projeto de
controle e filtragem (veja, por exemplo, Lopes et al. (2019),
Vargas et al. (2013) Costa and Tuesta (2003) e Costa et al.
(1999)). Para o leitor interessado em um contexto geral,
pode-se consultar um survey recente a respeito de MJLS
e suas aplicagdes apresentado em Shi and Li (2015).

Ao se estudar sistemas de controle é razoavel levar em
conta restricoes inerentes ao longo do projeto. Hé dife-
rentes estratégias para tanto na literatura, sendo que uma
delas, com apelo industrial reconhecido, é o controle predi-
tivo baseado em modelo MPC (do inglés, Model Predictive
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Control), também conhecido como RHC (do inglés, Reced-
ing Horizon Control). Em termos simples, o MPC usa o
modelo da planta no projeto de controle buscando otimizar
o comportamento previsto do sistema mesmo na presenca
de restrigdes (Morari and Lee, 1999; Kouvaritakis and
Cannon, 2016). Por outro lado, é razodvel considerar que
o modelo da planta carregue em si um grau de incerteza
na modelagem devido a diferentes fatores. Nestes casos,
técnicas de MPC robusto sao bastante apropriadas (vide
Kouvaritakis and Cannon (2016); Kothare et al. (1996)).

No tocante a MJLS, hd também um crescente interesse em
tratar o contexto de incertezas paramétricas associadas aos
modos de Markov (um MJLS com essas caracteristicas é
denominado, no escopo deste artigo, MJLS com parame-
tros variantes). Por exemplo, em (Kim, 2017) apresenta-se
uma estratégia de estabilizacdo, enquanto em (Gagliardi
et al., 2012) foca-se em um projeto de filtragem para siste-
mas tolerantes a falhas. Em (Lopes et al., 2020) discute-se
uma nova abordagem para o controle de horizonte finito,
enquanto em (Lopes et al., 2019), aborda-se uma estratégia
MPC de horizonte infinito. Todos no contexto de incertezas
em MJLS.
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A principal contribuicao deste trabalho é a obtencao
de condigoes baseadas em LMIs para o projeto MPC
robusto de horizonte finito a tempo discreto, aplicado
a MJLS com variacao de parametros, sobre agoes de
controle dependentes do modo e presenca de ruido aditivo.
Ademais, restricoes de segundo momento nas entradas
de controle e nos estados do sistema sao levadas em
consideracao. Este estudo é inspirado em um problema de
controle apresentado em (Lopes et al., 2020) e o resultado
principal e inovador, mostrado neste artigo, tem esta
referéncia como ponto de partida.

2. NOTACAO E FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere R” o espago Euclidiano de dimensao n, R"™™
representa o espago linear normado de todas as matrizes
reais n X m. O subespago linear normado de matrizes
simétricas de R"" é denotado por §" = {U € R"™" :
U = U}, em que U’ denota a transposta da matriz
U. 8"(8"") denota o cone convexo fechado (aberto) de
matrizes semidefinidas (definidas) positivas {U € S" :
U>0(> 0)} Seja © = {1,...,ne} um conjunto finito
eS" o conjunto formado por um numero de ng matrizes
tais que " = {U = (Uy,...,Uy,) : U € 8", i € ).
Para uma matriz A, A~! é a sua inversa. Amin{A} é o
autovalor minimo de uma matriz A. x(k + n), u(k + n)
sao o valor predito do vetor de estados x e de entrada
u em um tempo futuro k + n, respectivamente, baseado
na informacdo disponivel no instante de tempo k. Eg[v]
representa, o valor esperado da varidvel aleatéria v no
instante k. Z representa a matriz identidade.

Considere o espago de probabilidade (2, F, {Fx}, P), com
condigoes usuais de filtragem {Fk, k > 0} (Costa et al.,
2006, Segao 2.3) que regula a evolugdo do sistema linear
de saltos Markovianos e variacao de parametros dado pela
equagao:
x(k +1) =Ag(0(k))x(k) + Beiy(0(k))u(k)
+H(6(k))w(k), 1)
k 2 O,X(O) = X0, 9(0) ~ o,
na qual, x(k) € R™, u(k) € R™ e w(k) € R™ denotam
os estados do sistema, as entradas de controle e o ruido de
disttrbio aditivo, respectivamente. O processo {6(k); k >
0} representa uma cadeia de Markov a tempo discreto,
tomando valores no conjunto © = {1, ..., ng} com matriz
de probabilidade de transicao P = [p(i,/)]ijco em que
p(i,j) :=Pr[0(k+1) = j|0(k) = i], sendo ug a distribuigao
de probabilidade para a varidvel aleatéria 6(0). O processo
de ruido de disttirbio aditivo {w(k), k > 0} tem média zero
e matriz de covariancia ¥ := E[w(k)w(k)'] para todo k >
0. Além disso, {w(k), k > 0} é independente de {0(k), k >
0}. O estado da cadeia de Markov em um certo instante de
tempo k 4+ 1, k > 0, condicionado ao instante de tempo k,
isto é, 8(k + 1| k) é determinado de acordo com uma distri-
buicao de probabilidade pyi1x, sendo piy1x = Pr(0(k +
1) = i|Fk), i € ©. A distribuigao do estado inicial da cadeia
¢ dada pelo vetor de dimensao ng definido como: wy 1k =
CY pppe=lmrr16 (1), - kgD, - rgak(ne)]’. E,
denota-se x|, apenas por L.

Suponha que para cada 8(k) = i, i € O, as matrizes
A1) (i) e Bgg(i) sao dependentes de maneira afim dos
pardmetros variantes no tempo §(k) € =™, com

ng
=ne — {g ER™ £>0 &=1¢= 1,2,...,ng}, 2)
=1
tais que:
ng ng
Aco(i) =D &(K)ALi) e Beoy(i) =D _ &u(k)Ba(i).
=1 =1

(3)
H(/) € R™>*"w | € ©, sdo matrizes dadas.

Considere como critério de desempenho, o custo linear
quadrético de horizonte finito N associado ao sistema (1),
para qualquer lei de controle admissivel v = (u(k), u(k +
1),...,u(k + N —1)), como:
N-1
HOENS E[x’(k +n)Q(8(k + n))x(k + n)

n=0
o (k+ ROk + n))u(k + n)] 4)

+EX(MOEM)x(N)],

em que N < oo representa um horizonte de predigao de N
estagios; as matrizes de ponderagoes sdo Q(8(N)) € S™,
Q(6(k+n)) € 8™ e R(8(k+n)) € 8", comn=0,...,N—
1. O principio de horizonte retrocedente sera aplicado, ou
seja, o custo (4) sujeito as restrigoes de segundo momento
dadas por:

B, i [X(k + n)x(k 4+ n)'] < Xpax,n=0,..., N,

5
By, e [U(k + n)u(k + )] < Unmax ,n=0,..., N—1. 5)
nas quais By, ., [] = E[[x(k) = xx, 0(k) ~ pi], deve
ser minimizado em cada instante de tempo k > 0.

Problema 1. O problema de controle étimo de horizonte
finito € indicado como:

. Jk ,
u(k+n),n3I:rE),..4N71 N(u)

sugeito a: (1)—(5).

Para buscar uma solugao para o Problema 1, utiliza-se a
estratégia de horizonte retrocedente, combinada com uma
lei de controle dependente do tempo e do modo, escrita
como realimentagao linear de estados na forma:

u(k+n) = Fern(0(k +n))x(k+n), 0<n<N—-1. (6)

Isto é, para cada instante de tempo k > 0, aplicando-se a
lei de controle (6), uma sequéncia {Fiin(0(k 4+ n))} ,n =
0,...,N — 1 é obtida e, uma solu¢ao subdtima para o
Problema 1 é encontrada. Apenas a primeira entrada
u(k) = Fr(0(k))x(k) é implementada. A otimizacdo é
entao repetida no préximo instante de tempo k + 1, desta
vez baseando-se no novo estado x(k + 1).

Observagao 1. A novidade neste artigo € desenvolver
condicoes por meio de LMIs para se obter uma cota
superior para a funcao custo, ou seja, uma sequéncia de
controle 0 = {dk, k41 - -, Okpn—1} tal que min, J,’(,(u) <
J,’{,(ﬁ), supondo que os modos de Markov estao disponiveis
para o controlador.

Para facilitar a notacao, em tudo que segue, supoe-se que o
estdgio inicial coincide com a origem, ou seja, k = 0. Além



disso, define-se o operador E(M)= (&1(M),. .., Ep(M))
como feito em (Costa et al., 1999):
ne
E(M) =3 p(i,/)M(j), Y M e S". (7)

j=1
3. RESULTADOS PRELIMINARES

O préximo Lema mostra como calcular uma cota superior
(custo garantido) para o custo linear quadratico apresen-
tado no Problema 1, no caso sem restrigoes.

Lema 1. Seja p(i,j) > 0 para todo i,j € ©. Se existirem
matrizes Sn(i), Opp1(i) € 8™t e matrizes Gp(i), Ya(i),
Wh(i), Zn(i), escalares an(i); para n = 0,...,N — 1;
Lh=1,....n ei € O; e existir um escalar 'yo > 0, tazs
que as LMIS abaizo sejam factiveis:

[Gh()+Gn() = Sali)  * oo % % x .

Ae(1)Gn(i) Sl"h(l) * * % *

Al(i)Gn(i) *Ru,(l') * * ok *

: R : -0

All(i)Gn(i) 7Ru,(l') SZ,(”G) * ok *

Q3 ()Ga(i) 0 ... 0 I« *

R (i)Ya(i) o ... 0o oz .
L =Ya(i) Zen(i) ... Zen(i) O 0 Zy'(i)+ Za(i)

(®)

sendo que,

Su(i) = 9°)

1
n Re k == 1, .., Ny,
i) = 207 Sn+1() — Ren(i),

Ren(i) = Be(i)Wh(i) + Wi (i) By(i),

Zun(i) = Z4()By(i) — Wi(i);
on()—Ei(ant1)—Tr{Op1(N}> 0, n=0,..., N-1, (9)
em que an(i)=0; i € ©;

O,,+1(/) * *
l
p(i,1)7H'(i)X? Spy1(1) 0
. >0; (10)
: : 0
. L el
p(l, n9)2 H/(I)Z2 0 Sn+1(n9)
Yo — ao(fo)  *
11
X0 So(60) >0, (11)
para 0 € © e xg € R™ dados.
Entao para
= inf 9o, (12)
tem-se que
min Ji(u) < 9%, (13)

u(n), n=0,...,N—1
=Y ()G, 1(i), Vi€ ®.
Demonstragao: Veja Lopes et al. (2020).

sendo Fu(i)

3.1 Restrigcoes de seqgundo momento

A seguir, as restricdbes de segundo momento descritas
em (5), para k = 0 serdo consideradas:

Eso, uo[X(M)x(n)'] < Xmax ,n=0,..., N, (14)

EXOY#O[U(H)U(H)/] < UmaXyn:Oy---,N* 1. (15)

Seja 1p a funcdo indicadora do conjunto D para 6(n)?
Defina a matriz:

X (i) = Exg, wo[X(n)x(n) Lg(m=i], Vi € ©.  (16)
Proposicao 1. Tem-se que
Xo1(i) = Y {PU. )((Agry ) + Beto () Fal) Xnl))
j=1

x (Ag(n)(Jj) + Be(my () Falf))’
+ ko) HU)TH()' }

em que wn(j) = totno(i) € Xo(i) = po(i)x(0)x(0)".

Demonstragao: Por definigao,
Xpi1(7) = Exg, wo[x(n + 1)x(n + 1) Lgg(ns1)=3] . Vi € ©.
Logo,

XnJrl ZEXO Mo [X(n + 1)X(n + 1) ]]'{9("+1) i16(n) J}]

- _Z Ere, o [(Ag(n) (0(m))x(n) + By (8(n))u(n)

H(8(n))w(n)) x (Agn)(8(n))x(n)
+Be(n)(9(”))U( n)
H(0(n)w(n)) Lig(n+1)=ilo(n)=1}]

= Z Eso, o [(Ag(n) (J)x(n) + Be(my (j)u(n)
=1

T+ H()w(n))(Ago ()x(n)
T Bepm()u(n) + HOG)w(n)) Lol )

Substituindo u(n) = F,(i)x(n) e valendo-se da indepen-
déncia entre W(k) e 6(k), tem-se que

X ( ZEXO uo[(Ag(n) U)x(n) + Be(m) () Fa(i)x(n)

+H() (m) % (Ag(m()x(n) + Ben) () *
Fn(') (n) +H()w(n) Lio(m=3]PU 1)

—ZP(J I)(Ag(m () + Ben) ) F () Xn(7)

x (Ag(m () + B () Fa(i))

+H)TH() un(i)-

Lema 2. A Testrigdo no estado em (14) € equivalente a:
Z Xol

Demonstragao:

) < Xmax ,¥n=0...,N. (17)

]—ZEXO olx(n)
:Z-Xn(l)

Logo, se Y 71 Xp(i) < Xmax ,¥n =0, ..., N entdo

(n)Lia(n)=r3]

Exy, uo[x(n

' 1p=1,se6(n) € D;e Llp =0, se (n) ¢ D.



]EXOv#O[X(n)X(n)/] S Xmax , N = 0, ey N.
4. RESULTADO PRINCIPAL

O préximo Teorema estende o Lema 1 ao se obter uma
cota superior para o custo linear quadratico apresentado
no Problema 1, sujeito as restrigoes de segundo momento
(14) e (15).

Teorema 3. Considere o MJLS (1)-(3), sujeito ds res-
trigoes (5). Se as condigoes do Lema 1 forem satisfeitas
e, se além disso, existirem matrizes Up(7), {a(i) € Xpi1(F),
i€e®,n=1,..., N —1 tais que:

ZGX,,(I) < Xmax; Xo(i) = po(i)xox, . ¥Yn=0..., N, (18)
Xn( Zpo )[¢a() + 1a())HU)ZH()] > 0, (19)
Cal(i) Aemy(DNGA(I) + NOIAL
Al S EUICD
iun(l) < Umax: (21)
i=1
Un(i Yo (i
[ W (')+Gn((i)) Xn(i)] >0, (22)

entao as restrigdes de segundo momento (14) e (15) estardo

garantidas.
Demonstragao: Suponha que (20) é satisfeita, entao
Go(N X5 H(1)Gn(i) = Gp(i) + Ga(i) — Xa(i) > 0.
Logo, a desigualdade em (20) implica que
¢n(U) Ag(m)(1)Gn(i) + Be(m) () Ya(/)
* G ()X H(1)Ga(i)
Aplicando o complemento de Schur, resulta em:
&) >[Aee(1Ga(7) + Bty (Yol )]G, () Xa(1)(G
X [Ag(n) (1)Gn(i) + By () Ya(i)]
substituindo Y, (i) = F,(/)G,(f), segue que
Sn(i) > [Ag(n) (1) + Be(n) (1) Fa()]Xn (1) [Ag(m) (i)
+Be(m) (1) Fa(i)]" Vi € ©.

Suponha também que (19) é factivel para todo n =
1,..., N — 1, entao

Ne

Z P NEn () + wa()HG)ZH()]

>Z{ () + Be(o () Fali) X))

(As(n)( )+ Be(o) () Fa(i)

+ #alVH()THG) | = Xnia(i):
Portanto, de (18) e

ZX

> 0.

a (1))

Xnp1(i) >

(19), é possivel concluir que

<XmaXv-X() l.Lo( )X()XO VHIO,...,N.

Pelo exposto acima e de acordo com a Proposigao 1, a
restrigdo de segundo momento (14) é garantida.

Ademais, supondo (22) factivel, obtém-se:

[U"*U) 6,01 X6 ()]>°

Aplicando o complemento de Schur, segue que:

Un(G) > Ya())Gr ' 1) Xa()(G5 (1)) Yali) -

Somando ambos os lados de j =1 até j = ng, tem-se
ne
2 Ual) Zvo + 0 Xa()G, ().
Supondciiqlue (21) é factlvel, é possivel concluir que:
Unoe > 3 Va6 D)X ()G D) (V1))
j=1
substituindo F,(i) = Y,(i)G; (i), tem-se que:

Umax > Y_ Fali)XaU)Fa(i)

j=1

= Z Fo(j)E[x(n)x

= ZE[U n)'Lso(n)

(23)

() Lgo(m=j3) Fn ()’
—iy] = Elu(n)u(n)].

Portanto, a factibilidade das LMIs (21) e (22) garante a
validade da restrigdo de segundo momento (15).

5. EXEMPLO NUMERICO

Considere o sistema linear com saltos Markovianos e trés
modos de operagao, sujeito a ruido aditivo adaptado de Lu
et al. (2013) e Costa et al. (1999) da forma:

Para o modo i = 1, as matrizes do sistema sao:

0 1 0 1
A1) = [—2.6 3.3} A =1 54 31
0 [0.05 0 |
Bl(l) = 52(1) = [1] ' H(l) = 0 0.05
Para o modo i = 2, as matrizes do sistema sdo:
0 1 0 1]
Ai(2) = [—4.4 4.6] A=\ 45 46
0 0.05 0 |
51(2) = B2(2) = {1} ) H(2) = [ 0 0.05

E para o modo i = 3, as matrizes do sistema sao:

Ai(3) = {5(_)4 _é_3]  A(3) = [5(_)2 —é.l] '

Bi(3) = B2(3) = {ﬂ , H3) = [0'85 0.%5] '

As matrizes de ponderagao simétricas para os modos i =
1,2 e 3 sao dadas respectivamente por:

o) = 0() = 03) = | 5" 4y |
5(1) = 0(1), 6(2) = Q(2). 4(3) = Q(3),
R(1) = R(2) = R(3) = 0.01.



A matriz de probabilidades de transicao e a matriz de
covariancia sao dadas, respectivamente, por:

0.55 0.23 0.22 10
P=0.36 0.35 0.29 ,):—{01].
0.32 0.16 0.52

Considere o estado inicial xg =
0o =1.

[1 1] e o modo inicial

Para 1000 realizagoes da cadeia de Markov, o custo mé-
dio obtido para a abordagem proposta no Lema 1 é de
aproximadamente 0.33.

Para os mesmos estado e modo iniciais, adiciona-se as
restricoes de segundo momento

2002 0
]Exo,u.o[x(k)x(k)l] < |: 0 2.002

By, polu(k)u(k)] < 2625 k=0,...,N —1,

aos estados e as entradas de controle.

} k=0,...,N,

Novamente para 1000 realizacoes da cadeia de Markov, a
abordagem proposta no Teorema 3 garante o custo médio
0.64.

As Figuras 1, 2, 3 e 4 ilustram, respectivamente, as traje-
térias médias: i) dos estados sem restrigoes (via Lema 1);
ii) da entrada de controle sem restri¢oes (via Lema 1);
iii) com restricdo de segundo momento nos estados (via
Teorema 3); iv) com restrigio de segundo momento na
entrada de controle (via Teorema 3).

\ - — —média +/- desvio padrao
\ —— média

- — —média +/- desvio padrao
—— média

Figura 1. Estados x1(k) x2(k). A linha continua indica
a resposta média das trajetérias dos estados usando
agoes obtidas por meio de aplicacoes do Lema 1 e as
linhas tracejadas indicam o desvio padrao dos estados.

- — —média +/- desvio padrdo
—— média

0 5 10 15 20 25 30
k

Figura 2. A linha sélida indica a média das
entradas de controle obtidas usando o
Lema 1 e as linhas tracejadas indicam o
desvio padrao das entradas de controle.

- - ~média +/- desvio padrao
— média

- — —média +/- desvio padrao
—— média

Figura 3. Estados xi(k) e x2(k). As linhas continuas indi-
cam as média das trajetorias dos estados controlados
usando agdes obtidas por meio de aplicagao do Teo-
rema 3 e as linhas tracejadas indicam o desvio padrao
dos estados.

Para analisar as restrigoes de segundo momento, baseando-
se nas LMIs (18) e (21), define-se:

A(K) = Xpax — ixk(i) Wk=0,...,N,  (24)

ng
5(k):Umaxfok(l') Vk=0,...,N—1. (25)
i=1

O grafico dos menores autovalores de A(k), Amin{A(k)}
estd representado na Figura 5. E o grafico de §(k) estd
representado na Figura 6. Note que Anin{A(k)} = 0,



- — —média +/- desvio padrao
—— média

0 5 10 15 20 25 30
k

Figura 4. Entrada de controle: a linha sélida
indica a média das entradas de controle
obtidas por meio do Teorema 3 e as linhas
tracejadas indicam o desvio padrao das
entradas de controle.

em k = 0,1,3,4,56,7,8 e que §(k) = 0 em k =
0,1,2,3,4,5,6,7, isto é, a restricado em valor esperado
dos estados e das entradas, respectivamente, estao ativas
nestes conjuntos de instantes de tempo.

0.8

07t |
o6r I
0.5F
X 04r ! / v A
I
03 !
I
I

02 1 ! G

-0.1
0

Figura 5. Menores autovalores de A(k).

0.18

0.16 b

0.14| 1
J

012 PR -7

0.1 !

0.08
0.06 |
0.04 !

0.02f ,

0 . — . .
0 5 10 15 20 25 30

Figura 6. Valores obtidos para (k).

Portanto, caso sejam satisfeitas as condigoes no Teorema
3, garante-se também a existéncia de uma solugao para o
problema de controle MPC de horizonte finito do sistema
(1)-(3), sujeito as restrigdes de segundo momento (5).

6. CONCLUSAO

Este artigo apresentou uma nova estratégia de MPC ro-
busto, de horizonte finito, para uma classe de sistemas
lineares a tempo discreto com saltos Markovianos e ruido
aditivo. Como contribui¢ao, para a obtencao de uma cota
superior para a fungao custo, sao propostas condigoes LMIs
sob acoes de controle dependentes do modo de Markov,
levando em conta incertezas nas matrizes do sistema des-
critas de forma politépica. Além disso, foram impostas res-
trigoes de segundo momento sobre a entrada de controle e
os estados do sistema. A efetividade dos resultados obtidos
foi ilustrada por meio de simulagdes numéricas.
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