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Abstract: In this article, starting from the presentation of a gradient extremum seeking scheme
for compensation of a wave partial differential equation (PDE) in the actuator dynamics
in cascade with static maps to be optimized, the application is expanded to actuation
dynamics governed by PDE cascades specifically represented by: (a) an antistable wave
PDE as an interconnection of two transports (delay) PDEs, and (b) antistable wave with
input delay. The control laws for the the corresponding closed-loop systems are proposed
by employing backstepping transformations and formulations using Neumann and Dirichlet
conditions. Numerical simulations illustrate the theoretical results.

Resumo: Neste artigo, a partir da apresentacao de um esquema de busca extremal baseada no
método do gradiente para compensagao da equagao diferencial parcial (EDP) da onda, associada
a um mapeamento estatico a ser otimizado, estende-se a dinamica de atuacao para cascatas de
EDPs, especificamente para: (a) uma EDP anti-estdvel da onda como uma interconexao de duas
EDPs de transporte (atraso), e (b) uma EDP anti-estdvel da onda com entrada atrasada. As leis
de controle dos sistemas em malha fechada sao propostas a partir da aplicagao de transformacoes
do tipo backstepping e da formulagao usando condigoes de Neumann e Dirichlet. Simulacoes

numeéricas ilustram os resultados tedricos.
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1. INTRODUCAO

A técnica de busca extremal (Extremmum Seeking - ES)
tem recebido grande atencao por estudiosos na area de
controle, sendo reconhecida como uma das mais podero-
sas metodologias de sistemas adaptativos, capaz de ser
aplicada em problemas onde a planta possui modelagem
indeterminada, ou seu modelo é dotado de incertezas ou
dindmicas desconhecidas (Krsti¢ and Wang, 2000).

Apesar da busca extremal ji ter sido empregada com
sucesso em muitas aplicagoes de engenharia, conforme ob-
servado em Ghods and Krstic (2011); Scheinker and Krsti¢
(2014); Frihauf et al. (2014); Bagheri et al. (2018), os auto-
res em Oliveira et al. (2017) e Rusiti et al. (2018) apontam
a presenca de atrasos como um dos fatores limitantes para
aplicacao da busca extremal em situagoes praticas. Estas
publicagoes apresentam uma analise completa e detalhada
para compensagao de atrasos no projeto do controlador
por busca extremal para mapas estaticos e dinamicos,
e observam também uma descricao sistemadtica e efetiva
para os métodos de Newton e do gradiente. Em Oliveira
et al. (2017), apenas equagoes diferenciais parciais (EDPs)
hiperbdlicas de primeira ordem sao usadas para repre-

sentar os atrasos. Esta idéia chave possibilita a extensao
para outras classes de EDPs, como aquelas que descrevem
fenémenos de difusao, conforme estudado em Feiling et al.
(2018) e Oliveira et al. (2018), e também aquelas relaciona-
das as EDPs parabdlicas de reagao-adveccao-difusao, visto
em Oliveira et al. (2019). Apesar da existéncia de vérias
publicacoes tedricas e préticas referentes & estabilizacao
de EDPs, e também a sistemas com atraso, conforme
observado em Krstic (2011); Moura et al. (2014); Sezgin
and Krstic (2015); Ghaffari et al. (2015); Wang et al.
(2018); Siranosian et al. (2009); Gu and Niculescu (2003);
Evesque et al. (2003); Olgac and Sipahi (2005); Asl and
Ulsoy (2003), a aplicagao do controle por busca extremal
para sistemas baseados em equagGes diferencias parciais
ainda apresenta poucos resultados.

A contribuigdo deste artigo é estender a classe de EDPs
para aplicagao da busca extremal, considerando cascatas
de EDPs que envolvam a equagao diferencial parcial da
onda, especificamente EDP anti-estdvel da onda como
uma interconexao de duas EDPs de transporte (atraso),
e EDP anti-estdvel da onda com entrada atrasada (Krstic,
2011). A equac@o da onda é particularmente desafiadora
ja que todos os seus autovalores (infinitos em quantidade)
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encontram-se no eixo imaginario, e devido ao fato de que
possui velocidade de propagagao limitada (Krstic, 2009a).

Para ambas as cascatas de EDPs mencionadas anterior-
mente, sao apresentados os passos para obtencao das leis
de controle U(t), onde emprega-se um compensador para
dindmica de atuacao da onda através de uma transforma-
¢ao do tipo backstepping, e dos sinais de perturbacao S(t)
que resolvem o problema de geracao de trajetérias (Krstic
and Smyshlyaev, 2008, Capitulo 12).

1.1 Notagoes e terminologias

As derivadas parciais de uma fungdo u(x,t) que sdo
denotadas por: dyu(x,t) = OJu(x,t)/0x, Ow(z,t) =
Ou(x,t)/0t, sdo respectivamente usadas nas seguintes for-
mas compactas: ug(x,t) e ug(z,t). A norma-2 de um vetor
de estado de dimensao finita de uma EDO (equagao dife-
rencial ordindria) ¥(t) é denotada por barras simples |9(t)].
J4 normas de funges (de x) s@o denotadas por barras
duplas. A norma espacial L]0, D] do estado u(z,t) de uma

fOD u?(z,t)dz,
onde na sequéncia, o indice £2([0, D]) é retirado, conse-
quentemente || - || = || - [[z,(jo,p)), se ndo especificado.
Como definido em Khalil and Grizzle (2002), a fungao
vetorial f(t,€) € R™ é dita ser de ordem O(e) no intervalo
[tl,tg], se Jdk, € : |f(t,€)| < ke, Ve € [O,E} eVt € [tl,tg].
Na maioria dos casos, nao se fornece a estimacao precisa
para as constantes k e €, entdo O(e) pode ser interpretado
como uma relacdo de ordem de grandeza para e sufici-
entemente pequeno. O sobrescrito * denota a otimizacao
de um valor, isto é y* é o valor 6timo para a funcao:
y = f(z), quando = z*. Presume-se que a defini¢do
de estabilidade entrada-estado Imput-to-State para EDP,
bem como sistemas baseados em EDPs, sao fornecidas em
Khalil and Grizzle (2002) e Karafyllis and Krstic (2019)

respectivamente.

EDP é denotada como: ||U(t)||252([0aD]) =

Considerando um sistema nao linear genérico & =
f(t,z,€), onde z € R™, f(t, x,€) seja periddica em ¢ com
perfodo T, isto é f(t + T,xz,¢) = f(t,x,¢€). Deste modo,
para ¢ > 0 suficientemente pequeno, pode-se obter seu
sistema médio dado por Zay = fau(Tav) cOM fop(Tay) =

1/T fOT f(7,240,0)dr, onde x4,(t) denota a versao média
do estado x(t), conforme Khalil and Grizzle (2002).

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Esta secao serve como base para o desenvolvimento da
aplicacao da busca extremal para as cascatas de EDPs,
apresentada na secao 4. Inicialmente recorda-se a aplicacao
bésica do algoritmo de busca extremal usando o método
do gradiente para otimizagao de mapas estaticos, sem
considerar a presenca de EDPs. Posteriormente a equagao
diferencial da onda é aplicada a entrada do mapa estético
que se deseja otimizar e nesta abordagem é utilizada a con-
digao de contorno de Neumann. Por fim sao apresentados
os sinais e sistema para controle por busca extremal para
dindmica govenada pela EDP da onda.

2.1 Busca extremal bdsica para mapas estdticos

No caso mais simples da busca extremal para mapas
estaticos, o objetivo é encontrar e manter o ponto 6timo

para o mapeamento estatico nao-linear desconhecido Q(-),
com saida Otima desconhecida y*, e otimizador &étimo
também desconhecido 0%, tendo como sinais conhecidos a
saida y e entrada 6 do sistema bésico de busca extremal
visto na Figura 1. Sem perda de generalidade, considera-se
aqui problemas de maximizacao.
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Figura 1. Esquema béasico da busca extremal pelo método
do gradiente

O método da perturbagdo senoidal (Krsti¢ and Wang,
2000) varia o parametro de entrada 6 para obter a esti-
mativa do gradiente G do mapa estatico. Assim, o sinal de
perturbacao dado por:

S(t) = asen(wt), (1)
com amplitude a e frequéncia w é adicionado a estimacgao
6 do valor 6timo 6*. O sinal de perturbacao, que multiplica

o sinal de saida y do mapa estatico, responsavel pela
estimagao do gradiente é dado por:

M(t) = %sen(wt). (2)

(1) e (2) bem como a lei de adaptacio como 6 = kG(t)
sao usados para se obter o sinal médio da estimacao do
gradiente, dado por Gy (t) = Hb,, = H(éav — 6*), onde
H ¢ a hessiana negativa e desconhecida do mapa estatico,
e=0—0"6a estimacao do erro. Tem-se entao como

resultado que a dindmica do erro médio ., =k H0,,, com
k > 0 é exponencialmente estavel e pelo teorema da média
(Khalil and Grizzle, 2002), a dindmica original do erro
também ser4.

2.2 EDP da onda sob condi¢ao de Neumann

Nesta subsecao considera-se a dinamica de atuagao da
onda como entrada do mapa estatico a ser otimizado, con-
forme Figura 2. O atuador 6(¢) e o atuador de propagagao
O(t) sao dados por:

O(t) = 9, a(0,1) (3)
Opa(z,t) = Oppar(x,t), x €10,D] (4)
a(0,t) =0 (5)
O.a(D,t) = 0(t), (6)

com dominio D conhecido e arbitrario. A saida do mapa
estdtico, dependerd entao da entrada (3), e serd dada por:

y(t) = Q(O(1)). (7)
Por questoes de simplicidade, considera-se o seguinte
Hipdtese 1. O mapa estdtico nao linear e desconhecido é
quadrdtico, isto €,
* H *
QO) =y + 5 (007, (®)

onde além de ©* € R e y* € R comecarem desconhecidos,
H < 0 escalar € a hessiana desconhecida do mapa estdtico.
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Figura 2. Cascata da equacao diferencial parcial da onda com um mapa estatico y(O(t)) = Q(O(t)) a ser otimizado.

Desde modo, a saida do mapa estatico é dada por:
* H *
y(t) =y" + 5 (0() - 0% 9)

Combinando a dinamica de atuagao acima, com o es-
quema bésico de busca extremal, e expandindo o esquema,
proposto em Oliveira et al. (2017), o sistema em malha
fechada por busca extremal para dindmica de atuacao
governada pela equacao diferencial parcial da onda, com-
pensada por um controlador desconhecido, sera conforme
mostrado na Figura 3.

2.3 Sinais e sistema

De acordo com o sistema bésico por busca extremal, define-
se a entrada 6tima 0* de 6 com respeito ao mapa estatico e
ao processo da dinamica da equagao da onda com relagao
©* = 0*. Sendo o objetivo encontrar a entrada Stima
desconhecida 6*, define-se o erro de estimagao como:

0(t) == 0(t) — 0,
onde (t) é o valor estimado de 6*. Para fazer (10) consis-
tente com o otimizador do mapa estatico ©*, introduz-se

o erro de estimacio propagado ¥(t) := O(t) — ©* através
do dominio da EDP da onda:

(10)

D(t) = 0,a(0, 1) (11)
Opa(x,t) = Oppa(x,t), x€]0,D] (12)
a@(0,t) =0 (13)
dza(D,t) = 0(t). (14)

A partir da malha de controle observada na Figura 3,
obtém-se

O(t) = U(t). (15)
A partir da aplicagao da derivada temporal em (11)-(14)
e com ajuda de (10) e (15), a dinamica propagada do erro
é descrita como uma cascata da EDP da onda com uma

EDO (integrador) sob a condigao de Neumann (Susto and
Krstic, 2010):

I(t) = d,u(0,t), (16)
Ouu(z,t) = Ogu(x,t), x€][0,D] (17)
u(0,t) =0, (18)
Ozu(D,t) =U(t), (19)
onde é(t) = Gk(t)7 uma vez que 0* é constante, e
u(z,t) = ora(z,t) . (20)

Na busca extremal sem atuagao da dinamica através do
dominio da EDP da onda, o sinal de perturbagao S(t) deve
ser asen(wt) em O(t), e assim compensar a dindmica da
onda. Assim sen(wt) com amplitude de perturbagéo a e
frequéncia w é aplicado conforme mostrado,

S(t) = 0,8(D.1) (21)
Ouf(x,t) = Opz(z,t), x€]0,D] (22)
[‘3(0, t) =0 (23)
0:6(0,t) = asen(wt). (24)

Equacoes (21)-(24) descrevem o problema de geragdo de
trajetérias como visto em Krstic and Smyshlyaev (2008).
A solugao explicita de (21) é dada por:

S(t) = acos(wD) sen(wt). (25)
Sendo f(z,t) = 2 sen(wx)sen(wt), a relagao entre o erro
de estimagao propagado ¥(t), a entrada propagada O(t), e
o otimizador do mapa estatico ©*, é dada por:

I(t) + asen(wt) = O(t) — OF, (26)
o que pode ser comprovado, ja que:
a(z,t) = a(z,t) — Bz, t) — ©F, (27)

para z = D, e considerando 0(t) = 0(t) + S(t), juntamente
com as solucoes de (3)-(6), (11)-(14) e (21)-(24). Em
Ghaffari et al. (2012) derivam-se a estimativa da Hessiana
e o sinal de perturbagdo N (t):

H(t) = N(t)y(t)

5 (28)

8
com N(t) = —— cos(2wt).
a
Observa-se que o sinal de perturbagao M (t) para estimar
o gradiente é o mesmo que do algoritmo de busca estremal
bésico (ver (2)), tal que:
G(t) = M(t)y(t)

com M(t)= %sen(wt). (29)

3. PROJETO DO CONTROLADOR E SISTEMA EM
MALHA FECHADA

Nesta secao, dando continuidade ao jé exposto anterior-
mente, apresenta-se o controle de fronteira (boundary con-
trol) que, através de estimativas (baseadas na média) para
o gradiente e Hessiana, é usado para compensar a dindmica
da onda no esquema de busca extremal da Figura 3,

3.1 Compensacao da dinamica da onda com controle de
fronteira e estimagdo da Hessiana

Considerando a cascata de EDP-EDO (16)-(19). Conforme
Susto and Krstic (2010), usa-se a seguinte transformagao
do tipo backstepping:

w(z,t) = u(x,t) — /z Uz, 0)u (o, t)do — v(z)9(t), (30)
0
Com ganhos kernel:
Wz,0) =~z —0),
A(w) = K0 Ner[1 0], A—(O%,
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Figura 3. Busca extremal pelo método do gradiente, com compensacao para dinamica de atuacao governada pela equagao

da onda.

que transformam (16)-(19) no seguinte sistema:

J(t) = KO(t) + w.(0,1), K <0, (33)
Opw(x,t) = Oggw(x,t), x€]0,D], (34)
w(0,1) = 0, (35)
wg(D,t) = —cwy(D,t), ¢>0. (36)

Como o sistema (33)-(36) é exponencialmente estével, o
controlador que compensa a dinamica da onda pode ser
obtido avaliando a transformacao do tipo backstepping
(30) para x = D, conforme segue

U(t) = ¢[Ku(D,t) — dyu(D,t)] + p(D)I(t)

D
+/ p(D — o)owu(o,t)do , (37)
0
onde p(s) = K[0 I]e#*[0 I]T. No entanto, a lei de controle
proposta em (37) nao pode ser diretamente aplicada, uma
vez que o sinal ¥(t) ndo pode ser medido. Deste modo,
introduz-se um importante resultado de Ghaffari et al.
(2012): a versdo média do gradiente (29) e a estimativa
da hessiana (28) dados por:

Gav(t) = HOoy(t),  Ha(t) = H, (38)
se um mapa quadrético como em (8) for considerado. Para

a prova de (38), ver Ghaffari et al. (2012). Considerando

(38), tira-se a média de (37) e escolhe-se K = KH com
K > 0, tal que:

Un(t) = &[K Hutay (D, 1) — Oty (D, 1)) + p(D)K Hlay (1)

D
+K¢/pw—wwWwﬁw, (39)
0

com

WFNHWWWUA=G®- (40)
Assim, aplicando a estimativa da média (38) em (39),
obtém-se:

Uay (t) = ¢[K Hugy (D, t) — Optiay (D, t)] + p(D) K G oy (t)

D
HKH [ (D~ o) 0,t)do (41)
0
Devido a razoes técnicas para aplicacao do teorema da
média para sistemas de dimensao infinita (Hale and Lunel,
1990), no que diz respeito a sua prova de estabilidade,
introduz-se um filtro passa-baixa no controlador, assim
U(t) pode ser tratado como uma varidvel de estado. Por

fim, obtem-se a lei de controle média de dimensao infinita
para compensar a dinamica da onda:

U(t) =

— {c [Kﬁ(t)u(p, #)—du(D, t)} +5(D)KG(?)

D
LKA / (D — 0)0u(o, t)da} , (42)
0
onde ¢ > 0 é posteriormente escolhido. Por conveniéncia
de notacdo em (42), mistura-se o dominimo do tempo
e frequéncia, onde o fitro passa-baixa atua como um
operador no termo dentro das chaves.

3.2 Sistema em malha fechada

Subtituindo (42) em (19), pode-se escrever o sistema em
malha fechada (16)—(19) como:

() = 8zu(0,1t), (43)
Ortu(x, t) = Ozzu(z,t), x€10,D], (44)
u(0,t) =0, (45)
deu(D, )=~ i - {5 [KA(t)yu(D, t)~0u(D,1)] +5(D)KG(t)
D
+KH(®) / 5(D — 0)dru(o, t)do} . (46)
0

Apesar de nao apresentado aqui, a existéncia de fungoes
de Lyapunov via transformagoes backstepping (Krstic and
Smyshlyaev, 2008) permite a andlise de estabilidade para
o sistema (43)—(46).

4. BUSCA EXTREMAL PARA CASCATAS DE
EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

Nesta secao, a partir dos conceitos e desenvolvimentos
anteriormente expostos, expande-se a aplicagao da busca
extremal e considera-se cascatas de EDPs envolvendo a
equagao diferencial parcial da onda. Observa-se que este
texto restringe-se a derivar a lei de controle U(t), obter
o sinal de perturbagdo S(t) que resolve o problema de
geragao de trajetérias e realizar alguns comentarios sobre
o sistema em malha fechada.

4.1 EDP anti-estavel da onda como uma interconexdao de
duas equagoes diferenciais parciais de transporte (atraso)

Nesta subsecao, considera-se a EDP anti-estavel da onda
com condigao de anti-amortecimento:



O(t) = a(0,1) (47)
Oua(z,t) = Opgpa(z,t), x€][0,D] (48)
8xa( ) _qata(ov t) ’ ‘Q| 7é 17 (49>
0D, t) = 0(t), (50)

onde # é a entrada que aparece na forma da atuagao
de Neumann e a saida © estd na forma do atuador
de propagagao de Dirichlet. Considera-se conhecido o
coeficiente de amortecimento ¢ > 0. Como discutido em
(Krstic, 2009b, Capitulo 19), quando ¢ = 1, a parte real
dos autovalores (infinitos) da planta é 400, enquanto que
para q # 1 e q > 0, a parte real é positiva, no entanto finita.
Consequentemente, pode-se escrever (11)—(14) como:

9(t) == a(0,t) (51)
Opa(z,t) = Oger(x,t), x€[0,D] (52)
0,a(0,t) = —qdia(0,t), |q| #1, (53)
dpa(D,t) = 0(t) (54)
e, relembrando que u(z,t) = dia(x,t), as equagdes (16)—

(19) podem ser escritas como:

() = u(0,1), (55)
Ouu(z,t) = Oppu(x,t), x€][0,D] (56)
8@:U(O7t> = _qatu(ovt)7 ‘q| # 1, (57>
Ou(D,t) = U(t). (58)

Aplicando as transformagoes de Riemann (Bekiaris-Liberis
and Krstic, 2014), mas agora para o sistema (47)—(50),
redefine-se:

C(,t) = s [u(2, 1) + ua(2, 1)) (59)
w(x,t) = T q[ut(m,t) — Uy (x,t)] (60)
com seu correspondente inverso dado por:
w1y = L= D<) 4; L+aw@t) g
Assim, (55)—(58) é redefinido como:
EDO: d(t) = ¢(0,1), (63)
EDP 1. Et(xa t) = Exgxat)v €0, DJ, 64
N = oo i), Y
o t) = —0u(2, 1), € [0,D],
EDP 2.{ 5(0.1) = £(0.9). (65)

Aplicando transformacao de backstepping (Bekiaris-Liberis
and Krstic, 2014)

w(z,t) = (2, t) — KH /Ox ((o,t)do — KHO(t), (66)

w(z,t) = o(z,t) + KH/ w(o,t)do — KHY(t), (67)
0
O sistema médio alvo resultante para (63)-(65) é
Do (t) = K H o (£) + way (0, 1), (68)
OpWay (X, 1) = OpWay (2, 1),  Way(0,t) =way(0,t),  (69)
Optoay (2, t) = wwav(ac t), (70)
way (D, t) = —fata Uay(D, 1), (71)

que ¢é exponencialmente estavel para ¢ > 0 suficiente
grande. Este resultado nao ¢é dificil de provar, uma vez
que (68) é ISS (Input-to-State Stability) (Karafyllis and
Krstic, 2019) com respeito a w,y(0,t). Por outro lado,
Way (2, t) é estdvel em tempo finito com respeito a wyy (0, t)
e Wayv(x,t) é assintoticamente estavel para ¢ — +oo (ou
Way (D, t) — 0) (Bekiaris-Liberis and Krstic, 2014).

Introduzindo (66) com z = D em (71), pode-se escrever
Uav(t) = —cway (D, t) de acordo com (58) como

Uny () =—Cay (D, t)+cK

H(t)+ H /O Dfav(a:,t)da:] .

(72)

Introduzindo a versao média de (64) e (59) em (72) tem-se

Uae(t) = —l—fqufavm + Oty (D, 1)]
Py
HOuo(t) + H /
o 1—4a
que pode ser reescrito como
Uav (t) = —EUavy (t) — COtuav (D, t)

+ cK

[Bruay (z,t) + 8gcuav($,t)]d$:| , (73)

D
+cK (1 7Q)H’ﬂav(t)+H/ [atuav(Lt)+azuav(xyt)]dx:| s (74)
0

ou, equivalentemente

c
Uav(t)fs e {atuav(D, )+ K [(1—q)HVa (1)
D
+H / [8tuav(:1:,t)+6xuav(x,t)]dx]}, (75)
0
onde ¢ = %. Lembrando que Gu(t) = HUa(t) e

1-q
H,,(t) = H a partir de (38), pode-se finalmente obter
a lei de controle implementavel

c
s+c

Ul(t)= {ut(D,t)JrK (1—-q)G(¥)

R D
FH() /0 [ut(x,t)+ux(a:,t)]dx]}, (76)

com H(t) e G(t) definido por (29) e (28), respectivamente.

A ltima etapa é obter o sinal de perturbacao S(t) que
resolve o seguinte problema de geracao de trajetorias:

S(t) = xB(Dﬂ t) (77>
Ouf(x,t) = OpzB(x,t), x €[0,D] (78)
awﬁ(ovt) = _qatﬁ(ovt)> |Q| 7é 17 (79)
B(0,t) = asen(wt). (80)

A solugao explicita de (77) é dada de acordo com (Krstic
and Smyshlyaev, 2008, Capitulo 12)

S(t) =—awsen(wD) cos(wt) —aqw cos(wD) cos(wt),
jé que B(z,t)=

(81)

a cos(wz) sen(wt) — ag sen(wz) cos(wt).

Observacao 1. Resultado similar pode ser obtido para
atuador de Dirichlet a(D,t) = 6(t), a(D,t) = 0(¢)
e u(D,t) = U(t) pela redefinicio da transformagao de
Riemann (59) e (60) para:



Gt + )

[ (z,t) — ag(z,t)].

C({E,t) =
w(x,t) =

(82)

T1q (83)

Neste caso, a lei de controle pode ser expressa em termos
de a(z,t) ao invés de u(x,t), de acordo com:

c
s+c

U(t) =

{—&Ea(D,t) + K [(1-¢q)G(t)

D
—|—H(t)/0 [u(;v,t)—i—ama(;v,t)]dx] } , (84)

com H(t) e G(t) definidos por (29) e (28), respectiva-
mente. Relembrando (27), a lei de controle (84) é de
fato implementdvel jd que O a(x,t) podem ser escritos em
termos dos sinais mensurdveis.

Oza(x,t) = Opa(z,t) — 0. 8(x,1). (85)
A integral em (84)
/ 0oz, t)dr = a(D,t) — a(0,t)
= a(D,t) — B(D,t) — ©* — a(0,t) + B(0,t) + ©F

=60(t) — B(D,t) — O(t) + asen(wt) . (86)
O termo B(xz,t) € definido como problema de geragdo de
tragetorias (17)-(80), mas substituindo (77) por S(t) =
B(D,t), que resulta em (Krstic and Smyshlyaev, 2008,
Chapter 12):

S(t) = acos(wD) sen(wt) — agsen(wD) cos(wt), (87)
uma vez que 3(x,t) =a cos(wx) sen(wt)—aq sen(wz) cos(wt).
Verifica-se que 87) corresponde exatamente (apds algumas
manipulagoes) a expressao abaizo, quando g=0 € colocado
em (87).

S(t) = g sen(w(t + D)) +sen(w(t — D))].  (88)

4.2 EDP anti-estdvel da onda com entrada atrasada

Inspirado por Krstic (2011) discute-se a extensdo da abor-
dagem da busca extremal para mesma EDP anti-estdvel
da onda, mas agora com a entrada em atraso. Este é um
problema particularmente importante uma vez que Datko
et al. (1986) mostrou que as leis de realimentagao padrao
para a equagao da onda nao tém margem de robustez para
introdugao de atrasos na malha fechada.

Considera-se o sistema em cascata atraso-equagao da onda,
visto na Figura 4, como sendo

O(t) = a(0,1) (89)
Opa(x,t) = Opa(x,t), x€][0,1] (90)
axa(ovt) = _qata(07t) ) |q‘ 7& 1 ’ (91)
a(l,t) =0(t — D), (92)

onde a(z,t) é o estado de dimensdo infinita da equagao
diferencial parcial anti-estdvel da onda, com dominio es-
pacial definido sem perda de generalidade por € [0, 1]. A
fronteira do atraso é denotada por D >0, sendo qualquer
constante arbritraria conhecida. O sistema atraso-equacao
da onda é escrito alternativamente como (Krstic, 2011):

d(t) = u(0,1), (93)
Opu(z,t) = Opgu(z,t), = €0,1] (94)
aﬁvu(()?t) = _qatu(07t) ) |Q‘ 7é 17 (95)
u(1,t) =v(1,t), (96)
Opv(z,t) = Opv(a,t), €[1,1+4 D] (97)
v(1+D,t)=U(t), (98)

onde U(t) é a entrada de controle do sistema geral e
(9,u,v) é o estado da cascata EDO-EDP-EDO. A partir
da forma de representacao da EDP de transporte para
entrada em atraso, sabe-se que (Krstic, 2009b):

v(z,t)=U({t+2—-1-D), =zell, 1+ D]. (99)

Relembrando que (94)-(96) pode ser representada por
(64)—(65), aplicando as transformagoes:

w(:c,t):f(a:,t)—KH/w C(o,t)do—kHI(t), x€[0,1], (100)
0
w(:t,7&):(2)(‘70,t)+KH/3lc w(o,t)do—kHI(t), «€[0,1], (101)
0
((z,t)=v(z,t)—KH /jC v(o,t)do + ag(1,t)
— KH/1 ((o,t)do — KHY(t), z€[l,1+ D], (102)
0

o sistema médio resultante para (93)—(98) sera:

7-éav(t) = KHﬁav(t) + an(07 t)? (103>
OpWay (X, 1) = 0pWay (2, 1),  Way(0,t)=wway(0,t) (104)
Oy Way (T, 1) = —0pway (2, 1), (105)
wav(Lt) CaV(l t) (106)
OiCav(@,t) =0uCav(@,t), x€[1,1+ D] (107)
Cav(1+ D, t)= %atvav(l +D,t). (108)

A partir de (102) e (108), pode-se obter a expressdo para
Uav(t) = —cCav(1 + D, t), como:

U(t)fT { Go(1,t) + K

t>/

(1-qG) + H(t)/ U(r)dr

} , (109)

para ¢ = 1%, ¢ > 0 suficientemente grande, u(x,t) =
at(z,t) e ay(z,t) satisfazendo (85)—(86).

u(w t) + az(z,t)] dz

De acordo com Oliveira et al. (2017), a solugdo expli-
cita para o problema de geragdo de trajetérias (Krstic
and Smyshlyaev, 2008) com atraso poderia ser resolvido
a partir de (87) com S(t — D) = acos(wD)sen(wt) —
agsen(wD) cos(wt), levando a

S(t)=acos(wD)sen(w(t+D))—agsen(wD) cos(w(t+D)).

(110)
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Figura 4. Busca extremal pelo método do gradiente, com compensagao para dinamica de atuagao governada pela equagao

da onda com entrada atrasada

(a) Pardmetro O(¢) (vermelho) con-

verge para ©* (verde tragejado).

(b) Parametro 6(t) (preto) converge
para 0* (verde tragejado).

Figura 5. Compensagao da EDP anti-estavel da onda para controle em malha fechada por busca extremal com condicao
de atuacao de Dirichlet: a(0,t) = O(t) e a(D,t) =0(t),e D=1,qg=5,e ©* =0* =2.

5 v

y =5
0 —y(t)

0 5 10 15
t[s]

(a) Saida do mapa estatico y(t).

t[s]

(b) Estimativa H(t) da Hessiana.

Figura 6. Compensagao da EDP anti-estavel da onda para controle em malha fechada por busca extremal com condicao
de atuacdo de Dirichlet: tempo de resposta de y(t) convergindo para o extremo y* = 5 e Hessiana estimada H (¢)

convergindo para H = —2.

5. SIMULACOES NUMERICAS

Devido a restrigoes de espago, limita-se aqui a mostrar as
simulagoes numéricas apenas para o controle por busca
extremal aplicado a equagado anti-estdavel da onda com
condigao de Dirichlet (Secao 4.1, Observacao 1).

Neste contexto, considera-se um mapa estatico como em
(8) e com Hessiana H = —0, 2, otimizador ©* =6* =2 e
valor 6timo y* =5. O comprimento do dominio para a EDP
da onda e o coeficiente de amortecimento sdo definidos
como D=1 e ¢=5, respectivamente. Os parametros para
a busca extremal proposta sao os seguintes: w=10, a=0, 2,
c=10, c=0,5,e k=0,4.

Os resultados da simulagao para o sistema em malha
fechada sdo mostrados na Figura 5(a) and Figura 5(b).
Observa-se que as varidveis © e 6§ convergem para vizi-
nhancga dos valores étimos ©* e 6, respectivamente.

Figura 6(a) e Figura 6(b) apresentam as varidveis rele-
vantes para a busca extremal. Observando estas figuras,
nota-se claramente a evolu¢ao do sinal de saida y(t) e
da Hessiana estimada H(t) finalmente atingindo o valor
extremo y* = 5, e o valor correto da Hessiana dado por
H = —2, mesmo na presenga da EDP da onda.

6. CONCLUSOES

Este artigo apresentou uma andélise detalhada para aplica-
¢ao da busca extremal para compensacao de dinamicas de
atuagao para cascatas de EDPs envolvendo a equagao da
onda.

Inicialmente considerou-se apenas a dinamica de atuagao
da onda, sem a presenca de outras EDPs, como entrada
do mapa estético a ser otimizado, e a partir da estimagao
da Hessiana e do gradiente, do teorema da média, e de



uma transformacao apropriada do tipo backstepping, foi
possivel obter a lei de controle em malha fechada para
o esquema de busca extremal proposto. Posteriormente
expandiu-se sua aplicagao, considerando cascatas de EDPs
na dinamica de atuacao, neste caso, uma EDP anti-
estdvel da onda como uma interconexao de duas EDPs
de transporte (atraso), e também uma EDP anti-estdvel
da onda com entrada atrasada. A partir das ferramentas
previamente mencionadas, derivou-se as leis de controle em
malha fechada e os sinais de perturbagao que resolvem o
problema de geracao de trajetérias. Simulagoes numeéricas
realizadas para um dos casos estudados mostraram que
tanto o sinal de saida do mapa estatico, quanto a Hessiana
estimada atingiram os valores esperados.
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