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Abstract: This paper exposes the hardware implementation of a real time dynamic resampling
method, which contains a step for frequency estimation, an algorithm for obtaining waveform
interpolation using Lagrange method applied to Farrow structure, and an algorithm to perform
the Discrete Fourier Transform (DFT). The first parameter estimated by the algorithm from
consecutive samples is the frequency, the result of which is used by the subsequent algorithm,
which deals with the interpolation of the signal. Finally, the Sliding Window Discrete Fourier
Transform (SWDFT) is applied to the interpolated signal with coherently cycle sample number
adjustment. It also displays the results obtained in the implementation of the algorithm in a
microcontroller, in which the algorithm was subjected to a permeated signal with harmonic
composition and frequency variation.

Resumo: Este artigo expõe a implementação em hardware de um método de reamostragem
dinâmica em tempo real, o qual contém uma etapa para estimação de frequência, um algoritmo
para obtenção da forma de onda via interpolação de Lagrange aplicada à estrutura Farrow, e um
algoritmo para realizar a Transformada Discreta de Fourier – (DFT). O primeiro parâmetro
estimado pelo algoritmo a partir da obtenção de amostras consecutivas é a frequência, cujo
resultado é utilizado para alimentar o algoritmo subsequente, que se trata da interpolação do
sinal. Por fim, a transformada discreta de Fourier de janela deslizante (SWDFT) é aplicada ao
sinal interpolado com ajuste do número de amostras por ciclo de forma coerente. Além disso,
o artigo exibe os resultados obtidos na implementação do método em um microcontrolador, no
qual o algoritmo foi submetido a um sinal permeado com composição harmônica e variação de
frequência.

Keywords: Farrow Structure; Discrete Fourier Transforms; Lagrange Interpolation; Zero
Crossing ; Phase Locked Loop .
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1. INTRODUÇÃO

A crescente inserção de cargas do campo de geração distri-
búıda (usinas eólicas e solares, por exemplo), e a constante
busca das concessionárias por um sistema relativamente
estável em relação a distúrbios eletromagnéticos, que seja
financeiramente atrativo, motivam a pesquisa e aperfeiço-
amento de dispositivos capazes de monitorar a Qualidade
de Energia Elétrica (QEE) de um sistema. Nas redes
elétricas com baixa qualidade de energia, submetidas a
distúrbios recorrentes, admite-se que dispositivos elétricos

? Agradecemos a Universidade Federal de Juiz de Fora pelo suporte
com todo equipamento necessário para desenvolvimento do projeto.

e/ou eletrônicos estejam sujeitos a um maior desgaste
ou até mesmo à perda dos mesmos. Logo, é necessário
que, para uma avaliação remota da qualidade de energia,
exista um dispositivo capaz de realizar a análise local da
QEE (Naderi et al., 2018). Portanto, um dispositivo capaz
realizar análise da QEE localmente pode vir a se tornar
imprescind́ıvel para empresas de energia.

Dentre os principais distúrbios de QEE, pode-se desta-
car as distorções causadas pela presença de componentes
harmônicos e inter-harmônicos, e a determinação deste
conteúdo harmônico do sinal possui diferenciadas formas
de implementação. Um método comumente utilizado é a
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Transformada Discreta de Fourier (DFT – Discrete Fourier
Transform) (Alfieri et al., 2019).

Quando o sinal está sujeito a pertubações em frequên-
cia, alguns problemas podem surgir na análise, fazendo
com que sejam calculados componentes que, na reali-
dade, não fazem parte da composição do sinal original.
Este fenômeno é denominado espalhamento espectral, e
ocorre quando o sinal é amostrado de forma asśıncrona,
ou quando existem componentes harmônicos e/ou inter-
harmônicos fora da resolução da DFT (Monteiro, 2014).

Diferentes métodos e algoritmos surgem com o objetivo de
mitigar o fenômeno do espalhamento espectral, para que a
análise harmônica do sinal seja fidedigna ao sinal avaliado.
Uma interessante alternativa para solucionar o problema
consiste em ajustar os instantes de amostragem para que
a quantidade de amostras analisadas em um ciclo do sinal
tenha sincronia com a frequência de amostragem (Lima
et al., 2010).

O processo consiste em três etapas: a primeira utiliza
um algoritmo para estimar a frequência do componente
fundamental do sinal; a segunda realiza a interpolação do
sinal e busca ajustar a quantidade de amostras por ciclo
e; por último, realiza-se a DFT de janela deslizante sobre
o sinal interpolado (Lima et al., 2010). A vantagem de
se aplicar a DFT sobre o sinal interpolado, ao invés de
aplicar diretamente sobre o sinal amostrado, está no fato
do algoritmo de interpolação buscar alterar os instantes
de amostragem caso a frequência sofra variações, fazendo
com que exista uma correção na quantidade de amostras
interpoladas a cada ciclo, similar ao método proposto em
(Serov et al., 2019). Assim, o problema do espalhamento
espectral sobre a DFT possui atenuação significativa. Este
método foi testado em hardware em (Vieira, 2017) de
forma off–line, ou seja, a análise é realizada a partir de
um conjunto de amostras previamente obtidas.

Este artigo busca implementar o método apresentado em
(Vieira, 2017) para que o sistema opere em tempo real, com
algoritmos simples e de baixo consumo de processamento.
Para tal, inicialmente realiza-se a busca por um algoritmo
que obtenha melhor desempenho e menor esforço compu-
tacional. Para estimar a frequência fundamental do sinal
amostrado, o método de cruzamento por zero (ZC - Zero
Crossing) pode ser comparado ao método de PLL (Phase-
Locked Loop) (Kapisch et al., 2018), sendo o primeiro cons-
titúıdo somente por operações lineares simples, enquanto
o segundo é composto por equações não-lineares inter-
dependentes entre si. Um estudo de desempenho destes
algoritmos em tempo real esclarece diversas questões de
desempenho e complexidade em (Phan et al., 2014).

Também é proposta uma comparação entre a SWDFT
(Sliding Window Discrete Fourier Transform) aplicada
ao sinal original e aplicada ao sinal interpolado. Ambas
as comparações podem ser realizadas por meio de um
software que possua recursos necessários para simulação

dos processos, no caso, o Matlab®, escolhido por ser capaz
de simular um sinal com diferentes distúrbios, aplicá-lo ao
algoritmo e determinar os resultados para comparação.

O presente artigo está organizado da seguinte forma: a Se-
ção 2 aborda os algoritmos utilizados e suas caracteŕısticas;
a Seção 3 expõe os resultados simulados a fim de justificar

a composição final do algoritmo; a Seção 4 exibe os resul-
tados obtidos em laboratório a partir da implementação e
execução do algoritmo em microcontrolador para aquisição
e processamento de sinais reais, e; a Seção 5 apresenta as
conclusões e considerações finais.

2. DESCRIÇÃO DOS ALGORITMOS UTILIZADOS

2.1 Descrição Geral do Método

A Figura 1 exibe o diagrama simplificado do algoritmo.
Nele é posśıvel visualizar as diferente etapas pelas quais o
sinal pode ser processado em relação ao fluxo de execução.
O sinal pode ser enviado diretamente para a DFT para
análise harmônica ou passar antes pelos blocos de estima-
ção de frequência (ZC ou PLL) e interpolação. A seguir,
será descrita cada etapa do método.

Entrada

ZC

PLL

Interpolação DFT Sáıda

Forma Direta

Figura 1. Diagrama generalizado do método.

2.2 Cruzamento por Zero (ZC)

O algoritmo de detecção de passagem ou cruzamento por
zero possui diversas aplicações, podendo ser empregado
para demodulação em telecomunicações, análise e edição
de imagens, e também para estimar a frequência de um
sinal amostrado. Como demanda baixo esforço computaci-
onal, é ideal para aplicações embarcadas de baixo custo
(Singh and Parida, 2019). Contabilizando o número de
amostras em um ciclo completo do sinal, e conhecendo
o peŕıodo de amostragem em que as amostras estão sendo
coletadas, a cada dois cruzamentos consecutivos, é posśıvel
determinar a frequência do sinal. A Figura 2 exemplifica o
processo.
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Figura 2. Exemplo da detecção de passagem por zero.



No instante em que ocorre a inversão de polaridade entre
duas amostras consecutivas, uma passagem por zero é
detectada. Para refinar a estimação do peŕıodo, realiza-
se uma interpolação linear entre as amostras em que o
cruzamento ocorre, com o objetivo de calcular o exato
instante de tempo em que o sinal cruza o zero. Uma forma
de realizar a estimativa de frequência pelo algoritmo de
cruzamento por zero é dada pela execução das seguintes
etapas:

1) Enquanto houver amostras: Verifica-se se a amostra
anterior possui polaridade oposta à amostra atual;

2) Se ocorrer a mudança de polaridade: Calcula-se a
correção do peŕıodo entre dois cruzamentos por meio
de uma interpolação linear, dada por (1):

Nb =
x[n]

x[n]− x[n− 1]
, (1)

na qual x[n] corresponde à amostra atual, x[n − 1]
à amostra anterior e Nb corresponde ao coeficiente
angular da interpolação.

3) Calcula-se a frequência do sinal (fcz), por meio de (2):

fcz =


1

(N+Nb1−Nb2)·Ts ,

ou
Fs

(N+Nb1−Nb2) ,
(2)

em que, N corresponde à quantidade de amostras
entre dois cruzamentos consecutivos, Nb1 e Nb2 são
os coeficientes calculados por (1). Os termos Ts e Fs
correspondem ao peŕıodo e frequência de amostragem
respectivamente.

2.3 PLL

A implementação do algoritmo de PLL com filtro de média
móvel (MAF - Moving Average Filter) baseia-se no método
proposto por (Ziarani and Konrad, 2004), que possui o
seguinte conjunto de equações:

A[n+ 1] = A[n] + µ1 · Ts · e[n] · sen(φ[n])
ω[n+ 1] = ω[n] + µ2 · Ts · e[n] ·A[n] · cos (φ[n])
φ[n+ 1] = φ[n] + Ts · (ω[n] + µ3 · e[n] · cos (φ[n]))

(3)

Em que, e[n] corresponde à diferença entre o sinal de
entrada e o sinal estimado pelo PLL no instante n, A é
a amplitude, ω refere-se à frequência angular, φ é a fase e
µ(1,2,3) são as constantes de convergência do sistema. As
equações mostradas em (3) são calculadas iterativamente.
Sendo x[n] uma amostra do sinal de tensão ou corrente, o
erro entre a amostra e a estimação y[n] pode ser calculado
conforme (4):

e[n] = x[n]− y[n],

e[n] = x[n]−A[n]sen(φ[n])
(4)

As equações operam como um sistema de controle em ma-
lha fechada, no qual o sinal de erro realimenta a entrada a
cada nova estimação dos parâmetros pelo algoritmo, e após
um número finito de iterações, y[n] se aproxima de x[n],
consequentemente o erro e[n] tende a zero. Caso o sinal seja
permeado com significativa composição harmônica, o de-
sempenho do algoritmo é prejudicado e passa a apresentar
oscilações, como mostrado em Karimi-Ghartemani and Zi-
arani (2003), neste contexto a estimação do PLL pode ser
suavizada com um filtro MAF, aplicado sobre a resposta
da frequência fundamental estimada (Karimi-Ghartemani

and Iravani, 2004), que suaviza e melhora a estimativa a
cada amostra por meio de um buffer (vetor preenchido com
valores estimados no instante atual e instantes passados).

A cada nova amostra coletada, aplica-se sobre a frequência
estimada pelo PLL, o cálculo da frequência suavizada pelo
filtro MAF, que é dado por (5):

f̂1[n] = f̂1[n− 1] +
1

2πJ
(ω[n]− ω[n− J ]), (5)

em que, f̂1[n] corresponde à frequência aproximada pelo

filtro MAF, f̂1[n − 1] é a frequência aproximada imedi-
atamente anterior, J é o tamanho do buffer, ω[n] é a
frequência atual estimada por um dos algoritmos (ZC ou
PLL) e ω[n − J ] corresponde à frequência mais antiga
estimada que foi armazenada no buffer.

O fluxo de execução do algoritmo é semelhante ao do cru-
zamento por zero, sofrendo alteração somente nas equações
executadas.

2.4 Interpolador de Lagrange

O método de interpolação a partir de amostras discretas
pode ser efetuado por meio de filtros FIR (Finite Impulse
Response) (Milic, 2009), que possibilitam que o algoritmo
funcione mesmo em um cenário que ocorra atrasos fracio-
nários entre as amostras, situação na qual espera-se que
ocorra em caso de variação na frequência ou por falha
do conversor analógico digital (ADC - Analog to Digital
Converter).

A determinação do polinômio interpolador como filtro FIR
pode ser dada admitindo um avanço no processamento
de cada amostra, tendo pressuposto que uma amostra
futura pudesse ser conhecida, onde na realidade, está se
calculando os termos do polinômio interpolador. Tendo
como premissa a ordem p do polinômio interpolador,
escolhe-se um intervalo com p+1 pontos (Monteiro, 2014).

Considerando um polinômio interpolador de 3ª ordem, a
quantidade de pontos necessários são 4 para o cálculo dos
coeficientes, como mostrado na Figura 3. Exemplificando
o processo de interpolação, a cada nova amostra coletada,
a amostra atual “n”, as amostras passadas “n−1” e “n−2”,
e a amostra futura “n+1” são obtidas através da operação
entre o parâmetro de atraso fracionário α e os coeficientes
do polinômio interpolador (Monteiro, 2014). Para obter os
termos da interpolação, a cada amostra coletada efetua-
se o produto interno entre os coeficientes do filtro e um
buffer de 4 posições, no qual as amostras são armazenadas
de forma sequencial. Então, o buffer é atualizado a cada
nova amostra adquirida, e as 3 anteriores são deslocadas ou
descartadas, caso a amostra se encontre na última posição.

Os coeficientes do filtro podem ser determinados previa-
mente de forma matricial. Estabelecendo inicialmente a
matriz de Vandermonde com base no intervalo escolhido,
a matriz inversa corresponde à matriz de coeficientes da
estrutura farrow (Valimaki, 1995). Com estes valores, o
filtro pode ser obtido por:

c = U−1z, (6)

em que, c corresponde ao vetor de coeficientes, U à matriz
de Vandermonde com base no intervalo proposto, e z
representa o vetor de atrasos discretos.
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Figura 3. Intervalo para um polinômio interpolador de 3ª
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A matriz U e sua inversa para o interpolador de Lagrange
de 3ª ordem são definidas por (7) e (8), respectivamente.

U =

−20 −21 −22 −23

−10 −11 −12 −13

00 01 02 03

10 11 12 13

 (7)

U−1 =


0 0 1 0
1
6 −1 1

2
1
3

0 1
2 −1 1

2
− 1

6
1
2 −

1
2

1
6

 (8)

Então, os polinômios da estrutura farrow, determinados
por (6), são dados pelo seguinte sistema de equações:

C3(z) = 0z−2 + 0z−1 + 1 + 0z
C2(z) = 1

6z
−2 − z−1 + 1

2 + 1
3z

C1(z) = 0z−2 + 1
2z
−1 − 1 + 1

2z
C0(z) = − 1

6z
−2 + 1

2z
−1 − 1

2 + 1
6z

(9)

Cada termo da interpolação será então obtido pelo produto
interno entre os coeficientes do sistema de equações (9)
e o buffer de armazenamento das amostras, conforme a
equação (10):

yk[n] = Ck[n] · buffer[n] (10)

O fluxo de execução do algoritmo exerce a aproximação
dos instantes de amostragem para que, caso ocorra algum
desvio na frequência nominal do sinal amostrado, uma ope-
ração recursiva consiga ajustar estes instantes (Monteiro,
2014). Caso a frequência sofra alteração para um valor infe-
rior ao da frequência nominal, o algoritmo busca aumentar
a quantidade de iterações para que, em um ciclo, tenha-se a
quantidade de amostras correspondentes à quantidade que
haveria com a frequência nominal. No cenário oposto, ou
seja, em que a frequência sofra variação para valores acima
da frequência nominal, o algoritmo busca reduzir a taxa
de amostras na interpolação, com o mesmo propósito de
manter a quantidade de amostras por ciclo. Para realizar
esta correção, um parâmetro de atraso fracionário α é
utilizado para determinar se o algoritmo deve realizar
mais ou menos iterações. Realizando este ajuste, o erro
propagado pela interpolação à Transformada Discreta de
Fourier é consideravelmente reduzido em relação à DFT
aplicada diretamente ao sinal amostrado. O procedimento
do algoritmo consiste nas seguintes etapas:

(1) Cálculo dos parâmetros de entrada:

λ = peŕıodo de amostragem estimado
peŕıodo de amostragem real ; α = 0; ndft = 0

(2) Enquanto 0 < α <= 1:
• Calcule os termos da interpolação pela equação

(10);
• Se α = 0: Atribua o último termo calculado pela

equação (10) ao resultado da interpolação;
ndft = ndft + 1

• Caso contrário, α > 1: Calcule a interpolação de
acordo com a equação (11):

ylag[n] =
N∑
n=0

yk[n] · αN−n (11)

ndft = ndft + 1 (12)
em que, ylag corresponde ao resultado da inter-
polação, yk é o n-ésimo resultado de (10), N é
a ordem do polinômio interpolador, e ndft atua
como uma variável de contagem para iteração no
algoritmo referente à DFT, que será esclarecido
na subseção 2.5 a seguir.

(3) Atualização do parâmetro de atraso fracionário: α =
α+ λ

Fim.

2.5 Transformada Discreta de Fourier de Janela Deslizante

A análise dos componentes harmônicos pelo método de
janela deslizante consiste em determinar as propriedades
da composição espectral do sinal de entrada a cada nova
amostra adquirida (Mitra, 2005). Considerando x[n] como
sendo a amostra no instante n do sinal elétrico de frequên-
cia f0 amostrado com frequência fs e peŕıodo Ts = 1/fs,
para representar a composição do sinal, tem-se (13):

x[n] = A0 +

K∑
k=1

Aksen(2πkf0Ts + δk), (13)

em que, A0 é o componente CC do sinal, Ak e δk repre-
sentam, respectivamente, as amplitudes e fases dos com-
ponentes harmônicos compreendidos entre o fundamental
(k = 1) até o componente de maior ordem (k = K). Assu-
mindo que o teorema de Nyquist relacionado à frequência
de amostragem esteja sendo satisfeito, uma janela desli-
zante de tamanho J compreendendo um ciclo do sinal de
entrada pode ser aplicada (Mitra, 2005).

A equação que define o cálculo dos componentes harmôni-
cos XSTFT pela STFT (Short Time Fourier Transform) é
dada de acordo com (14):

XSTFT [k, n] =
J−1∑
m=0

x[n−m] · w[m] · e
2jπk
J ,

0 ≤ k ≤ J − 1
(14)

em que, k é a ordem do k-ésimo componente harmônico
calculado, em uma janela de J frequências igualmente
espaçadas por ωk = 2jπk

J . O termo w[m] corresponde à
função da janela, o qual possui diferentes propostas por
diversos autores, como Barlett, Hann, Hamming, dentre
outros. Contudo, uma forma eficiente visando simplificar
o algoritmo em termos de operações aritméticas pode ser
realizada utilizando a DFT recursiva de janela deslizante
com passo de uma amostra (Carvalho, 2008). A equação
(15) define o cálculo dos componentes harmônicos de forma
discreta:

Xk[n] = C{(Xk[n− 1] + (x[n]− x[n− J ]))e
j2πk
J }, (15)



em que, Xk[n] corresponde a k-ésima harmônica estimada
no instante n, Xk[n − 1] é a mesma harmônica estimada
no instante imediatamente anterior, x[n] corresponde à
amostra atual do sinal de entrada ou ao resultado da
interpolação atual, x[n − J ] corresponde à última amos-
tra/interpolação armazenada no buffer da janela de tama-
nho J , que deve ser um divisor inteiro de Fs, e o termo
C corresponde ao coeficiente de correção da amplitude,
definido por:

C =

{
1/J, se k = 0, N/2
2/J, caso contrário

(16)

Aplicando a fórmula de Euler, pode-se expandir (15) com
intuito de substituir o componente complexo por um par
de componentes reais, conforme (17):

Xk[n] = C{(Xk[n− 1] + (x[n]− x[n− J])}{cos
(

2πk
J

)
− jsen

(
2πk
J

)
}

(17)

Logo,

Re(Xk[n]) = C{(Xk[n− 1] + (x[n]− x[n− J])} cos
(

2πk
J

)
Im(Xk[n]) = −C{(Xk[n− 1] + (x[n]− x[n− J])}sen

(
2πk
J

) (18)

Assim, a amplitude e a fase de cada harmônico podem ser
obtidas por (19) (a) e (b):{

(a) : |Xk[n]| = 2
J

√
Re(Xk[n])2 + Im(Xk[n])2

(b) : ∠Xk[n] = arctan Im(Xk[n])
Re(Xk[n])

(19)

O algoritmo implementado neste trabalho funciona basi-
camente pelas seguintes etapas:

(1) A cada amostra coletada ou interpolada: Para cada
harmônico calcule os componentes da DFT através de
(18);

(2) Calcule a amplitude do componente através de (19)
(a);

(3) Atualize o buffer da DFT;
Fim.

É importante ressaltar que as etapas descritas acima
podem ser aplicadas tanto ao sinal amostrado quanto
interpolado, alterando somente a entrada.

3. RESULTADOS DE SIMULAÇÕES

Esta seção apresenta os resultados simulados pelo software
Matlab®. A primeira análise compara os algoritmos de
rastreamento da frequência fundamental, ou seja, o cruza-
mento por zero e o PLL. Ambos foram submetidos a um si-
nal com distorção harmônica amostrado em forma de vetor
pelo software, com variação em rampa na frequência, onde
a frequência fundamental decai de 60 Hz para 56, 5 Hz. A
composição harmônica do sinal se baseia nos parâmetros
normalizados pela (ANEEL, 2018) Módulo 8 – Qualidade
de Energia Elétrica, na classe de tensão abaixo de 1 kV,
sendo apresentada na Tabela 1.

A norma também estabelece que para curtos peŕıodos de
tempo o sinal não ultrapasse uma variação de 3.5 Hz acima
ou abaixo da frequência nominal de 60 Hz. Pela Figura 4
pode-se notar o desempenho de ambos os algoritmos de
rastreamento da frequência fundamental:

Tabela 1. Limites das distorções harmônicas
totais (em % do componente fundamental).

Ordem Tensão nominal (%) Ordem Tensão nominal (%)

1a 100% 9a 6,5%

2a 2,5% 10a 2,5%

3a 6,5% 11a 7,5%

4a 2,5% 12a 2,5%

5a 7,5% 13a 7,5%

6a 6,5% 14a 2,5%

7a 7,5% 15a 6,5%

8a 2,5%
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Figura 4. Rastreamento da frequência fundamental.

É importante destacar que o PLL possui uma sensibilidade
maior à distorção harmônica e por isso apresenta as
ondulações viśıveis na Figura 4, que já se encontram
suavizadas pelo filtro MAF. Por outro lado, o ZC não
passa por filtragem prévia. O ZC atualiza a estimativa
de frequência a cada mudança de polaridade do sinal em
um mesmo sentido (apenas de negativa para positiva ou
apenas de positiva para negativa), o que corresponde a
cada novo ciclo. O ZC retém o valor estimado da frequência
no ciclo anterior até o instante em que o sinal completar
o ciclo atual. Por isso se percebe uma estimativa na forma
de“escada”durante o peŕıodo de variação da frequência do
sinal. Entretanto, durante os peŕıodos em que a frequência
do sinal não sofre variação, o ZC é menos senśıvel aos
harmônicos que o PLL, como pode se perceber após a
frequência do sinal alcançar e se manter constante em 56, 5
Hz.

A segunda análise propõe um teste com variação em degrau
na frequência, aplicada em um sinal com a distorção
harmônica apresentada na Tabela 1. O sinal é composto
por N = 2000 amostras, com frequência fundamental
nominal de 60 Hz decaindo para 56, 5 Hz a partir da
amostra N/2. Foram realizados testes com frequências de
amostragem de 7680 Hz, 3840 Hz e 1920 Hz. Os coeficientes
para a interpolação de Lagrange foram calculados para 1ª,
2ª e 3ª ordens. O estimador de frequência utilizado foi o
de cruzamento por zero, ou ZC.

Esta etapa busca avaliar o desempenho dos algoritmos por
meio da comparação entre a DFT aplicada ao sinal amos-
trado e aplicada ao sinal interpolado, a fim de averiguar se
o ajuste dos instantes de reamostragem reduzem os efeitos



do espalhamento espectral na DFT. Foram calculados os
seguintes parâmetros: Erro Médio Relativo (e(%)) pela
equação (20), para avaliar a exatidão do algoritmo; e Des-
vio Padrão (σ) pela equação (21), para avaliar a precisão
do algoritmo.

e(%) =

N∑
i=1

|x[i]− y[i]|

N∑
i=1

|x[i]|
· 100%, (20)

na qual x[i] representa o valor de referência da amplitude
do componente, y[i] é o valor da amplitude do componente
estimada pela DFT, e N é o número de amostras no
intervalo avaliado.

σ =

√√√√√ N∑
i=1

(y[i]− x)

N
, (21)

em que y(i) é o valor da amplitude do componente esti-
mada pela DFT e x é o valor médio da amplitude exata
do componente.

Na Figura 5 tem-se a amplitude instantânea do com-
ponente fundamental obtida pela DFT aplicada direta-
mente às amostras (preto) e aplicada ao sinal interpolado
(vermelho). A seção destacada em verde foi selecionada
para realizar os cálculos de erro e desvio padrão. Nesta
região, percebe-se que o erro da DFT aplicada às amos-
tras interpoladas cai drasticamente em relação ao erro da
DFT aplicada diretamente sobre as amostras originais do
sinal. Para uma comparação detalhada, tem-se dispostos
na Tabela 2 os resultados do Erro Médio Relativo e Des-
vio Padrão para as diferentes frequências de amostragem
e ordens de polinômio interpolador. É posśıvel notar as
reduções do erro médio relativo percentual e do desvio
padrão à medida que se aumenta a ordem do polinômio
interpolador utilizado ou a frequência de amostragem. O
erro médio relativo para o método direto (e(%) Direta) e
o correspondente desvio padrão (σ Direta) independem da
ordem do polinômio, já que neste caso a DFT é aplicada
diretamente ao sinal amostrado. Percebe-se que no caso
direto a alteração da frequência de amostragem interferiu
pouco nessas estat́ısticas.

4. RESULTADOS DA IMPLEMENTAÇÃO EM
TEMPO REAL

Com base nos resultados simulados, o algoritmo proposto
para ser implementado em hardware foi: Algoritmo de
cruzamento por zero ZC, devido a sua menor sensibili-
dade ao conteúdo harmônico do sinal amostrado, quando
comparado ao PLL no quesito estimação de frequência fun-
damental durante a etapa de simulações descrita na seção
3.O interpolador de Lagrange com estrutura Farrow de 3ª
ordem, selecionado pelos resultados satisfatórios nos quesi-
tos de precisão e exatidão. A DFT recursiva de janela des-
lizante aplicada ao sinal interpolado, devido à melhor per-
formance em rastreio da frequência fundamental quando
comparado ao método direto. O hardware utilizado para a
implementação foi o microcontrolador TM4C1294 da Te-
xas Instruments® (Instruments, 2007 – 2014), que possui
processador ARM® Cortex® de 120 MHz e 32 bits com
ponto flutuante e conversor A/D interno de 12 bits.
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Figura 5. Comparação entre a DFT aplicada ao sinal
amostrado e aplicada ao sinal interpolado.

Ao contrário da implementação offline, o sistema em
tempo real, foi testado com diversas frequências de amos-
tragem distintas, visto que o requisito de tempo na imple-
mentação embarcada é um fator crucial para este tipo de
aplicação. O sistema como um todo funciona da seguinte
maneira: O sinal com distúrbios é gerado no Matlab ®

e exportado no formato de 16 bits para um arquivo de
texto, utilizando a função fix dispońıvel na plataforma. Em
seguida, com aux́ılio de um dispositivo de mı́dia portátil, o
arquivo é carregado em um gerador de sinal que converte
o vetor de entrada em um sinal analógico nas condições
desejadas de frequência de amostragem, amplitude e offset.
O sinal gerado é aplicado a um dos terminais do hardware
utilizado, e os resultados são obtidos. É importante desta-
car que, como o vetor gerado no Matlab ® foi limitado em
2000 amostras, o sinal analógico é gerado recursivamente
pelo aparelho, fazendo com que o sinal fique variando con-
tinuamente. Pode ser observado na Figura 6 o arranjo ex-
perimental. No software Code Composer Studio ®–(CCS)
é realizada a exportação dos resultados para serem gerados
os gráficos pelo Matlab ®.

Figura 6. Foto do projeto montado no Laboratório de Pro-
cessamento de Sinais e Telecomunicações da UFJF.



Tabela 2. Análise de desempenho da DFT aplicada diretamente sobre o sinal amostrado e ao
sinal interpolado.

Frequência Ordem do Polinômio e(%) Interpolado e(%) Direta σ Interpolado σ Direta

7680 Hz
1a Ordem 2, 0621 · 10−2

1, 5551
1, 7024 · 10−4

1, 5603 · 10−22a Ordem 4, 6940 · 10−3 4, 4476 · 10−5

3a Ordem 2, 1100 · 10−3 2, 1173 · 10−5

3840 Hz
1a Ordem 9, 1525 · 10−2

1, 5516
1, 3779 · 10−4

1, 5533 · 10−22a Ordem 1, 1852 · 10−2 1, 1817 · 10−4

3a Ordem 9, 2570 · 10−3 8, 4653 · 10−5

1920 Hz
1a Ordem 2, 4800 · 10−1

1, 5624
1, 5800 · 10−4

1, 5734 · 10−22a Ordem 1, 1765 · 10−2 1, 1723 · 10−4

3a Ordem 1, 5894 · 10−2 1, 5730 · 10−4

A partir da comparação dos resultados coletados em labo-
ratório, a composição do sinal escolhida para concretizar
a discussão foi a seguinte: Um sinal com distúrbio na
frequência fundamental de 60 Hz decaindo para 56, 5 Hz
na forma de rampa, distorção harmônica total de 10 %
e uma variação em amplitude de 0, 1 p.u. Os resultados
gerados no laboratório para o algoritmo ZC podem ser
vistos na Figura 7. A partir da amostra 600 aproxima-
damente, a frequência fundamental inicia a variação em
rampa que perdura até atingir a frequência instantânea de
56, 5 Hz. Enquanto ocorre a variação da frequência, a cada
ciclo do sinal amostrado o valor estimado de frequência é
atualizado pelo algoritmo ZC pois ocorre uma passagem
por zero. Enquanto não ocorre a próxima passagem por
zero, esse valor não é atualizado e a sáıda recebe o mesmo
valor de frequência da última iteração.
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Figura 7. Rastreamento da frequência fundamental cole-
tada via implementação em microcontrolador.

A Figura 8 mostra o resultado para interpolação, uti-
lizando a estrutura Farrow com polinômio interpolador
de 3ª ordem. Nela, é posśıvel observar o momento no
qual ocorre o distúrbio em amplitude, após a amostra
N ∼= 1600.

O resultado obtido para rastreamento de amplitude via
DFT recursiva de janela deslizante aplicada ao sinal inter-
polado está disposto na Figura 9, na qual o componente
fundamental do sinal foi analisado. Ao investigar o inter-
valo em que a frequência nominal foi alterada na Figura 7,
nota-se que a DFT apresenta oscilações. O que ocorre neste
intervalo se deve ao fato do sinal alterar sua frequência em
forma de rampa e o algoritmo de cruzamento por zero
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Figura 8. Interpolação coletada via implementação em
microcontrolador.

apresentar um atraso para determinar a frequência do
sinal. Durante este intervalo, o algoritmo de interpolação
determina os coeficientes do polinômio interpolador tendo
como base a frequência estipulada no algoritmo precedente
(ZC). No intervalo em que a frequência não está sendo
atualizada pelo algoritmo ZC, ou seja, um ciclo, a DFT
recursiva por sua vez capta componentes espectrais que
não fazem parte do sinal que está sendo amostrado. Isso
acontece pois ela atua sobre uma janela que, durante este
intervalo não contém, continuamente, múltiplos inteiros de
ciclos da frequência fundamental e de seus harmônicos.
Portanto, constitui uma reamostragem asśıncrona, susce-
t́ıvel ao espalhamento espectral, apresentando essas oscila-
ções viśıveis no intervalo compreendido entre as amostras
650 a 1700, aproximadamente.

5. CONCLUSÕES E CONSIDERAÇÕES FINAIS

Considerando as análises e resultados obtidos no presente
trabalho, cujo objetivo inicial seria implementação em
tempo real do trabalho (Vieira, 2017), a implementação
obteve sucesso parcial no quesito de abrangência de todo
conteúdo proposto, uma vez que o algoritmo da DFT de
janela deslizante ficou limitado à análise do componente
fundamental.

O algoritmo de cruzamento por zero provocou indireta-
mente um erro no resultado da DFT, devido ao atraso
na atualização do valor real da frequência fundamental
que, por sua vez, interfere diretamente na interpolação do
sinal propagando assim a interferência na estimativa da
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quantidade de amostras por ciclo, durante a ocorrência
do distúrbio na frequência. A interpolação em si gerou
resultados satisfatórios e não apresentou grande diferença
entre os polinômios de 2ª e 3ª ordens, sendo que a maior
contribuição para o erro ficou para o polinômio de 1ª
ordem e para diferentes frequências de amostragem.

Em relação ao requisito de tempo despendido, pode-se
inferir que o algoritmo cumpriu seu requisito parcialmente,
uma vez que foi posśıvel obter as aproximações na interpo-
lação e rastreamento na frequência. É importante avaliar a
rigorosidade de precisão e exatidão de cada etapa em detri-
mento da frequência de amostragem utilizada, respeitando
as caracteŕısticas de processamento do microcontrolador.
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tragem dinâmica coerente baseado em interpolação no
domı́nio do tempo para análise harmônica sob condi-
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