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Abstract: This article deals with the problem of robust control of uncertain nonlinear systems
by the Active Disturbance Rejection Control (ADRC) method. The choice of the method is
due to its well-known property of robustness against parametric uncertainties and unmodeled
dynamics of the system. Although some variants of this control method have already been
reported, the approach of this article focuses on the linear version of it known by the term
LADRC ( it linear ADRC). However, a common characteristic to all variants of this method is
the use of an extended observer to estimate the states and non-measurable signals of the plant,
for feeding a parameterized state feedback control law. The ADRC paradigm change proposed in
the present work consists of modifying the structure of the extended observer for designing the
control law signal using only a single observer estimate. Despite the proposed modification, it is
demonstrated that the resulting stability and convergence properties are equivalent to those of
the traditional ADRC paradigm. The performance of the controller is illustrated by numerical
simulation.

Resumo: Este artigo trata do problema de controle robusto de sistemas não lineares incertos
pelo método de Controle com Rejeição Ativa de Distúrbios (ADRC). A escolha do método se dá
por conta de sua conhecida propriedade de robustez contra incertezas paramétricas e dinâmicas
não modeladas do sistema. Embora já tenham sido reportadas algumas variantes deste método de
controle, a abordagem deste artigo se concentra na versão linear do mesmo conhecida pelo termo
LADRC (linear ADRC). Contudo, uma caracteŕıstica comum a todas as variantes deste método
é a utilização de um observador estendido para estimar os estados e os sinais não mensuráveis
da planta, para alimentar uma lei de controle por realimentação de estados parametrizada. A
mudança de paradigma ADRC proposta no presente trabalho consiste em modificar a estrutura
do observador estendido para projetar o sinal da lei de controle utilizando apenas uma única
estimativa do observador. Apesar da modificação proposta, demonstra-se que as propriedades
de estabilidade e convergência resultantes são equivalentes às do paradigma ADRC tradicional.
O desempenho do controlador é ilustrado por simulação numérica.
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extended estimator.
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1. INTRODUÇÃO

O controle de sistemas com parâmetros incertos tem sido
objeto de estudos e pesquisas cont́ınuas na comunidade
cient́ıfica (Qu, 2003; Yildiz et al., 2007; Fu and Xie, 2010;
Meng and Moore, 2016; Meng et al., 2019). Uma das prin-
cipais motivações para esta investigação cont́ınua reside na
capacidade de alguns esquemas de controle serem capazes
de compensar as variações paramétricas da planta. Esta
variação pode ocorrer por vários motivos: envelhecimento
de componentes, mudança de caracteŕısticas estruturais

?

durante sua operação, variação de massa/carga, falta de
conhecimento exato dos valores, por imperfeições na mo-
delagem, dentre outras. Neste contexto, várias estratégias
de controle robusto têm sido reportadas na literatura para
solucionar o problema, com garantidas propriedades de
estabilidade e convergência em malha fechada (Wu et al.,
2018; Xia et al., 2018; Patelski and Dutkiewicz, 2020).
O método de Controle com Rejeição Ativa de Distúrbios
(do inglês, Active Disturbance Rejection Control-ADRC)
está entre estas várias estratégias propostas, e será ex-
plorada neste artigo sob um paradigma diferenciado da
teoria convencional (Madoński et al., 2015; Zuo et al., 2018;
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Meng et al., 2019). Com respeito ao método ADRC, trata-
se de uma técnica que utiliza um observador estendido
(Extended State Observer - ESO) combinado com uma lei
de controle por realimentação de estados parametrizada na
forma padrão. A função do observador é estimar os estados
da planta e também os sinais não mensuráveis da mesma.

A mudança de paradigma ADRC proposta no presente
trabalho consiste em modificar a estrutura do ESO para
projetar o sinal da lei de controle utilizando apenas uma
única estimativa do observador. Esta caracteŕıstica par-
ticular do método proposto contrasta com a abordagem
ADRC tradicional, na qual a lei de controle é formada
via uma parametrização linear nos estados estimados pelo
ESO (Sun et al., 2016b,a; Wu et al., 2018; Xia et al.,
2018; Patelski and Dutkiewicz, 2020). Para facilitar o
entendimento do método proposto e suas caracteŕısticas,
este trabalho discute a aplicação do mesmo em plantas de
segunda ordem.

O texto deste artigo segue organizado da seguinte forma:
A Seção 2 aborda a formulação do problema de controle e
uma breve apresentação do método LADRC. A proposta
do novo paradigma segue descrita com detalhes na Seção
3. As propriedades estruturais do esquema de controle
proposto são tratadas na Seção 4, seguida da análise da
estabilidade em malha fechada da Seção 5. Na Seção 6,
é discutida a propriedade de robustez do método com
relação à incerteza no ganho de controle da planta. Os
resultados de simulação são apresentados na Seção 7,
seguido das conclusões do trabalho apresentadas na Seção
8.

2. FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere a classe de plantas não-lineares de segunda
ordem com parâmetros dinâmicos incertos descritos por

ÿ + a1ẏ + a0y + d(t) = bu(t). (1)

onde a1 e a0 são parâmetros incertos, d(t) é um distúrbio
que engloba as não linearidades do sistema e as perturba-
ções de entrada e, b é uma constante com sinal conhecido,
denominada coeficiente de controle. Observe que a planta
em (1) também pode ser escrita na forma

ÿ = bu(t) + f , (2)

f = −a1ẏ − a0y − d(t) . (3)

Se o erro de sáıda for definido por e = y−yr, sendo yr um
sinal de referência limitado e suave, então, de acordo com
(2), sua equação dinâmica pode assumir o formato

ë+ λ1ė+ λ0e = g(t) + bu , (4)

sendo a função g(t) denominada de distúrbio generalizado

g(t) = (λ0−a0)e+(λ1−a1)ė− ÿr−a1ẏr−a0yr−d(t) . (5)

e λ1, λ0 são constantes de projeto escolhidas tal que a parte
homogênea de (4) seja estável. A lei de controle u que
resolve o problema de controle formulado anteriormente
para (4), poderia ser dada por

u = −
(

1

b

)
g . (6)

No entanto, como o distúrbio generalizado g(t) não é
conhecido, (6) não pode ser implementada diretamente.
Para resolver esta dificuldade, em (Gao et al., 2001) é

proposta a versão linear do método ADRC, conhecida por
LADRC (Linear Active Disturbance Rejection Control),
que utiliza um Estimador de Ordem Estendida (ESO) para
estimar g(t), como apresentado na seção a seguir.

2.1 O método LADRC padrão

Definindo o vetor de estados estendido por X = [e, ė, g]T

e considerando o parâmetro b conhecido, sabe-se que a
representação de (4) na forma canônica controlável é dada
por

Ẋ =

A︷ ︸︸ ︷[
0 1 0
−λ0 −λ1 1

0 0 0

]
X +

B︷︸︸︷[
0
b
0

]
u+

Λ︷︸︸︷[
0
0
1

]
ġ . (7)

Projetando um estimador de estados estendido (ESO) para
(7), obtém-se

˙̂
X = (A− LC)X̂ +Bu+ Ly , (8)

na qual L ∈ IR3 é o vetor de ganhos de estimador,
C = [1, 0, 0] e X̂ = [ê, ˙̂e, ĝ]T é o vetor de estados estimados
do observador. Cabe lembrar que L é calculado para que
a matriz A− LC tenha autovalores no Semiplano Lateral
Esquerdo (SLE). Se o vetor de erro de estado for definido

por X̃ = X − X̂, então sua dinâmica é descrita por

˙̃X = (A− LC)X̃ + Λġ . (9)

Note que, se a derivada do distúrbio generalizado ġ for
limitada, o erro de estimação também o será. Além disso,
X̃ → 0 se ġ → 0. Portanto, em (Gao et al., 2001) mostra-se
que a lei de controle

u = −
(

1

b

)
ĝ , (10)

garante que e(t) → 0 se ġ → 0. Além disso, se ġ for
limitado então e(t) será limitado também.

Embora a abordagem tradicional do método LADRC apre-
sente boa robustez às incertezas paramétricas, dinâmi-
cas não modeladas e distúrbios externos, este apresenta
pouca robustez às incertezas no coeficiente de controle
b da planta. Esta é uma questão importante em vários
sistemas dinâmicos já que, nestes, o ganho de controle
é dependente dos parâmetros f́ısicos, como a massa e
o momento de inércia, por exemplo. Esse problema é
abordado em (Zachi et al., 2019), onde é proposta uma
variação do método chamada de ADRC modificado. Este
último método consiste em implementar uma alteração na
configuração entrada/sáıda da planta de forma a obter
uma nova configuração na qual o coeficiente de controle
b original passe a ficar inserido no distúrbio generalizado.
Com esta estratégia, este parâmetro passa a ser estimado
pelo ESO. Vale ressaltar que uma caracteŕıstica comum
do LADRC e do ADRC modificado é a utilização de alto
ganho no estimador para se obter um pequeno erro de
estimação. Na próxima seção será apresentada uma nova
configuração para o ESO como forma de se manter a boa
robustez à variação do coeficiente de controle b, mas que
também permita a utilização de ganhos de menores valores
no estimador.



3. ESTRATÉGIA PROPOSTA

Considere a dinâmica do erro de sáıda da planta repre-
sentada por (4) e (5). Por motivos que ficarão mais claros
adiante, introduz-se a seguinte mudança de variável

u =

(
β

b

)
v , (11)

sendo β uma constante positiva e v a nova variável de
controle. Desta forma, (4) assume a forma

ë+ λ1ė+ λ0e = g + βv . (12)

Para escrever uma representação de estados para (12), a
proposta nova consiste em

(i) considerar v como a variável de estado estendida;
(ii) considerar g como o sinal de entrada.

Mesmo adotando-se tal abordagem, o projeto do estimador
estendido (ESO) vai seguir o procedimento tradicional. A
diferença é que a lei de controle v para a planta será gerada
diretamente por uma única variável de estado do ESO,
no lugar da realimentação de estados tradicionalmente
empregada. Para efeito de ilustração, a Fig. 1 mostra
os diagramas das implementações ADRC tradicional e
proposta.
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Figura 1. Diagramas ilustrativos das implementações
ADRC - Abordagem tradicional e abordagem pro-
posta neste trabalho.

Na atual abordagem, o novo vetor de estados estendido é
definido por

Z = [z1, z2, z3]T = [e, ė, v]T . (13)

Com esta nova formulação, a representação estendida de
(12) na forma controlável é descrita por

[
ż1

ż2

ż3

]
=

Am︷ ︸︸ ︷[
0 1 0
−λ0 −λ1 β

0 0 0

][
z1

z2

z3

]
+

Λ︷︸︸︷[
0
1
0

]
g(t) +

Λ︷︸︸︷[
0
0
1

]
v̇ (14)

e =

C1︷ ︸︸ ︷
[ 1 0 0 ]Z (15)

Propõe-se então o ESO na seguinte configuração



˙̂
Z = AmẐ + Λv̇ + L (e− ê)︸ ︷︷ ︸

ẽ

ê = C1Ẑ

(16)

onde Ẑ = [ẑ1, ẑ2, ẑ3]T e ê são as estimativas de Z e e
respectivamente. Note que (16) pode também ser descrito,
em sua forma expandida, como

˙̂z1 = ẑ2 + L1ẽ ,

˙̂z2 = −λ0ẑ1 − λ1ẑ2 + βẑ3 + L2ẽ ,

˙̂z3 = v̇ + L3ẽ ,

ê = ẑ1 . (17)

Adotando-se a nova estrutura (17) para o ESO, a dinâmica
do erro de estimação passa a ser

˙̃Z = AZ + Λg + Λv̇ −AẐ − Λv̇ − Lẽ , (18)

onde Z̃ = Z − Ẑ. Na forma compacta, (18) resulta em



˙̃Z = (A− LC1)︸ ︷︷ ︸
Am

Z̃ + Λg ,

ẽ = C1Z̃ .

(19)

Observe que (19) é bastante semelhante à (9). A diferença

é a presença de g no lugar de ḟ . Outro fato que merece
destaque, é que o sinal de v̇ precisará ser definido em (17).

4. ANÁLISE

Esta seção descreve as caracteŕısticas estruturais do sis-
tema planta-ESO-controlador obtidas, como resultado da
adoção do novo paradigma de controle LADRC.

4.1 Desenvolvimentos

Na Eq.(19), calculando as funções de transferências M1(s),
de g para z̃1, e M3(s), de g para z̃3, tem-se

z̃1 = M1(s) g , z̃3 = M3(s) g , (20)

Mj(s) = Cj(sI −Am)−1Ω , (j = 1, 3) , (21)

sendo C1 = [1 0 0] e C3 = [0 0 1]. Portanto, efetuando-se
os cálculos,

M1(s) =
s

s3 + (λ1 + L1)s2 + (λ1L1 + L2 + λ0)s+ βL3
.

(22)

M3(s) =
−L3

s3 + (λ1 + L1)s2 + (λ1L1 + L2 + λ0)s+ βL3
.

(23)
Pode-se observar, pelos polinômios dos denominadores de
M1(s) e M3(s), que os ganhos L1, L2 e L3 do observador
podem ser escolhidos de acordo com o polinômio estável
(w0 > 0)

(s+ w0)3 = s3 + 3w0s
2 + 3w2

0s+ w3
0 , (24)



sendo

3w0 = λ1 + L1 , (25)

3w2
0 = λ1L1 + L2 + λ0 , (26)

w3
0 = βL3 . (27)

Além disso, lembrando que z̃3 = v− v̂, pode-se manipular
(20) para obter

v̂ = v − M3(s)g . (28)

Derivando (28) em relação ao tempo,

˙̂v = v̇ − M3(s)ġ . (29)

Lembrando que ẽ = z̃1, ẑ3 = v̂ e ˙̂z3 = v̇ + L3ẽ (vide (17)),
sabe-se que o termo M3(s)ġ pode ser substitúıdo, ou seja

˙̂v = v̇ − M3(s)ġ︸ ︷︷ ︸
−L3z̃1

= v̇ + L3z̃1 . (30)

Na próxima seção será abordada a escolha da lei de
controle v̇ em (30).

4.2 Projeto da lei de controle

Note, a partir de (23), (24), (25), (26) e (27), que

M3(s) = − L3

(s+ ω0)3
. (31)

Portanto, pode-se observar que, para valores de frequência
w no ińıcio da banda passante do ESO (ou seja, w << w0),
a função M3(s) pode ser aproximada por

M3(s) ≈ −L3

ω3
0

= − 1

β
. (32)

De acordo com a Eq. (32), dentro da banda passante do
ESO, o módulo da magnitude de M3(s) está próximo do
valor de −80 dB, o que equivale a um ganho linear de
módulo igual a 0, 0001. Observe que este último valor é
exatamente igual ao valor inverso do parâmetro β. Isto
significa que, dentro da banda passante do ESO, pode-se
assumir a aproximação (em módulo e fase) dada pela Eq.
(32). Assim, revisitando (28), tem-se

v − v̂ ≈ −
(

1

β

)
g . (33)

Observe, na equação da planta em (12), que a expressão
em (33), sem o termo v̂, corresponde à lei de controle ideal
que promove a convergência do erro de sáıda para zero.
Logo, é preciso garantir que v̂ tenda para zero a fim de se
obter a lei de controle desejada. Revisitando (30), conclui-
se que isto pode ser alcançado definindo a seguinte lei de
formação para v̇

v̇ = −Kv̂ − L3z̃1 , K > 0 , (34)

sendo K ∈ IR uma constante de ajuste. Substituindo (34)
em (30), tem-se

˙̂v = −Kv̂ , (35)

o que garante a convergência exponencial de v̂ para zero,
a limitação de ˙̂v ∀t e

v ≈ − 1

β
. (36)

Note, a partir de (29), que a convergência exponencial de v̇
para −L3z̃1 = M3(s)ġ também fica garantida pela análise
de (35), cujo o tempo de convergência pode ser ajustado

pelo parâmetro K. Finalmente, basta integrar (34) para
obter a lei de controle desejada

v = −K
∫
v̂ +M3(s)g . (37)

Na Fig.2, tem-se o diagrama geral da implementação do
ESO e do sinal de controle.
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Figura 2. Diagrama geral do novo ESO proposto.

Note, a partir de (37), que, como v̂ → 0 e ˙̂v é limitado ∀t,
o sinal de controle v também será limitado se o distúrbio
generalizado g(t) também for, uma vez que M3(s) é BIBO
estável. O sinal de controle original u pode então ser
computado utilizando (11), ou seja

u = −β
b

∫
(Kv̂ + L3z̃1) dt . (38)

Portanto, da análise realizada anteriormente pode-se con-
cluir que

(1) o sistema em malha fechada é estável:
(a) se K > 0 ,
(b) se as constantes λ1, λ0 > 0 forem escolhidas para

satisfazer o polinômio estável

(s+ γ)2 = s2 + λ1s+ λ0 , (39)

(c) se ω0 > 0 for escolhido grande o suficiente.
(2) a implementação da lei de controle u depende do

conhecimento do ganho de controle b.

Na próxima seção será apresentada uma análise matemá-
tica visando obter as condições de estabilidade em malha
fechada sem considerar a hipótese inicial de g(t) limitado.
Posteriormente, será feita uma análise de robustez com
relação à incerteza no coeficiente de controle b da planta.

5. ANÁLISE EM MALHA FECHADA

A partir de (34), sabe-se que

v̇ = −Kv̂ − L3(e− ê). (40)

Portanto,

v̇ = −[0, 0,K]Ẑ + L3C1Ẑ − L3C1Z,



v̇ = −[−L3, 0,K]Ẑ − L3C1Z.

Como Z̃ = Z − Ẑ, então é posśıvel escrever

v̇ = [L3, 0,−K](Z − Z̃)− L3C1Z,

v̇ = −
K︷ ︸︸ ︷

[0, 0,K]Z −
K1︷ ︸︸ ︷

[L3, 0,−K] Z̃. (41)

Substituindo (41) em (14), conclui-se que a equação de
estados do sistema em malha fechada é descrita por[
Ż
˙̃Z

]
=

[
Am −GK −GK1

0 Am − LC1

] [
Z

Z̃

]
+

[
Λ
Λ

]
g(t). (42)

Calculando a função de transferência V (s) de g(t) para
e(t), obtém-se

V (s) =
N(s)

D(s)
, (43)

onde

N(s) = (s+K)
[
s3 + (L1 + λ1)s2 + (λ0 + L1λ1 + L2)s

]
,

D(s) = det
[
sI −

(
Am −GK

)]
det [sI − (Am − LCz)] .

Calculando D(s), obtém-se

D(s) = (s+K)(s2 + λ1s+ λ0)
[
s3 + (L1 + λ1)s2

+(λ0 + L1λ1 + L2)s+ L3β] .

Note que N(s) e D(s) têm o termo (s+K) em comum, logo
o parâmetro de controleK, embora garanta que v̂ → 0, não
influencia o desempenho do erro de rastreamento e(t), pois
é um modo não observável do sistema em malha fechada.
Portanto, conclui-se que

e(t) =

[
s3 + 3ω0s

2 + 3ω2
0s

(s+ γ)2(s+ ω0)3

]
g(t), (44)

onde γ > 0 define os polos da equação de erro de
rastreamento (12), ou seja,

(s+ γ)2 = s2 + λ1s+ λ0. (45)

Definindo

d1(t) = ÿr + a1ẏr + a0yr + d(t) (46)

conclui-se, a partir de (5), que

g(t) = [ζ(s)]e(t)− d1(t), (47)

onde ζ(s) = (λ1 − a1)s+ (λ0 − a0). Substituindo (47) em
(44), conclui-se que

e(t) =

V (s)︷ ︸︸ ︷[ −(s3 + 3ω0s
2 + 3ω2

0s)

(s+ γ)2(s+ ω0)3 − (s3 + 3ω0s2 + 3ω2
0s)ζ(s)

]
d1(t).

Escolhendo γ tal que λ1 >> a1 e λ0 >> a0, conclui-se que
ζ(s) ≈ λ1s+ λ0. Portanto,

V (s) =
−(s+ ω0)3 + ω3

0

(s+ γ)2(s+ ω0)3 − (s3 + 3ω0s2 + 3ω2
0s)(λ1s+ λ0)

e, usando (45), pode-se concluir, após um desenvolvimento
algébrico, que

e(t) =

[ −(s+ ω0)3 + ω3
0

s2(s+ ω0)3 + ω3
0(λ1s+ λ0)

]
d1(t). (48)

Definindo ζ(s) = s2 + a1s+ a0, pode-se concluir, a partir
de (46), que

y(t) =

[ −(s+ ω0)3ζ(s) + ω3
0ζ(s)

s2(s+ ω0)3 + ω3
0(λ1s+ λ0)

+ 1

]
yr(t)

−
[ −(s+ ω0)3 + ω3

0

s2(s+ ω0)3 + ω3
0(λ1s+ λ0)

]

︸ ︷︷ ︸
G2(s)

d(t) .
(49)

A estabilidade do polinômio R(s) = s2(s + ω0)3 +
ω3

0(λ1s + λ0), nos denominadores de (49), pode ser estu-
dada montando-se a matriz de Hurwitz associada a este e
observando os sinais de seus menores principais ĺıderes:

∆1 = 3w0 ; ∆2 = 8w3
0 ; ∆3 = 8w6

0 + 3λ0w
4
0 − 9w5

0λ1 ,

∆4 = 8w9
0λ1 + 6λ1λ0w

7
0 − 9w8

0λ
2
1 − 24λ0w

8
0 − λ2

0w
6
0 ,

∆5 = 8w12
0 λ1λ0 +6w10

0 λ1λ
2
0−9w11

0 λ2
1λ0−24w11

0 λ2
0−w9

0λ
3
0 .

Para o problema de regulação (yr constante), se ω0 > 0
for escolhido suficientemente grande, tem-se as seguintes
propriedades:

• ∆k > 0 , k = 1, · · · , 5 ⇒ R(s) estável. Logo,
os polos das funções de transferência em (49) serão
estáveis;
• y(t) → yr(t) + df (t), sendo df (t) = G2(s)d(t) o

filtrado de d(t).

Portanto, assumindo o conhecimento de um limitante
superior Γ1 > 0 para os coeficientes da planta

Γ1 > max(|a0|, |a1|) ,
então o parâmetro de projeto γ (45) pode ser escolhido
grande o suficiente para satisfazer

λ1 >> Γ1 , λ0 >> Γ1 . (50)

Além disso, a frequência dos polos do estimador ω0 pode
ser escolhido muito maior do que a maior frequência
do distúrbio d(t). Note que, neste caso, ω0 >> s e o
numerador de G2(s) praticamente se anula. Com essas
escolhas, conclui-se que

(1) df (t) ≈ 0 se d(t) for limitado;
(2) y(t)→ yr(t);
(3) se ω0 >> γ, γ será o polo dominante do sistema em

malha fechada e determinará o seu desempenho.

As propriedades das análises feitas até aqui seguem reuni-
das no Teorema 1 a seguir.

Teorema 1. Considere o sistema de controle composto
pela planta da Eq. (1), pelo observador da Eq.(16) e pela
lei de controle da Eq. (38). Assumindo as hipóteses de que:

(i) yr é uma referência constante;
(ii) existe um limitante superior conhecido Γ1 real e posi-

tivo, para os parâmetros constantes da planta (1);
(iii) os polos do observador são escolhidos tal que o limite

de sua banda passante, i.e. w0, seja suficientemente
maior que todas as frequências do sinal d1(t) descrito
por (46) e;

(iv) as constantes λ0, λ1 da Eq. (39) são escolhidas para
satisfazer a condição

λ0, λ1 >> Γ1 ,

então as seguintes propriedades são válidas para o sistema
em malha fechada:

(1) todos os sinais são uniformemente limitados ∀t;
(2) limt→∞[y(t)− yr(t)]→ 0;



(3) se ω0 >> γ, γ será o polo dominante e determinará
o desempenho.

Observação 2. O método ADRC proposto neste trabalho
também pode ser aplicado em problemas de rastreamento,
isto é, nos quais a referência yr é um sinal variante no
tempo. Nestes, embora a propriedade de estabilidade se
mantenha semelhante à propriedade (1) do Teorema 1, a
propriedade (2) de convergência do erro de sáıda (y − yr)
é ligeiramente diferente, e passa a ser dada em termos de
uma região residual em torno da origem cuja amplitude
máxima é da ordem O(1/wk

0 ), sendo k > 1 (Zheng et al.,
2012; Zachi et al., 2019).

6. ANÁLISE DE ROBUSTEZ À INCERTEZA NO
GANHO DE CONTROLE

A partir de (11), pode-se concluir que, para qualquer valor
de β escolhido, tem-se β = cb, onde c é uma constante
positiva. Considere então δb o erro no valor de b devido à
incerteza no mesmo. Neste caso, o estimador (16) pode ser
descrito por




˙̂z1
˙̂z2
˙̂z3


 =

[
0 1 0
−λ0 −λ1 β1

0 0 0

][
ẑ1

ẑ2

ẑ3

]
+

G︷︸︸︷[
0
0
1

]
v̇. (51)

onde β1 = cb1 e b1 = b+ δb. Então, definindo

δAm =

[
0 0 0
0 0 δβ
0 0 0

]
,

onde δβ = cδb, tem-se
˙̂
Z = (Am − LC1 + δAm)Ẑ + Λv̇ + Le. (52)

onde Am é descrito em (14). Definindo a equação caracte-
ŕıstica desejada do estimador como

αe(s) = det(sI − (Am − LC1 + δAm)),

αe(s) = s3+(L1+λ1)s2+(L2+λ0+L1λ1)s+L3β1 = (s+ω0)3,
(53)

sabe-se que 



L1 = 3ω0 − λ1,

L2 = 3ω2
0 − L1λ1 − λ0

L3 = ω3
0/β1

(54)

A partir de (52), conclui-se que a equação do erro de
estimação (subtraindo (52) de (14) ) é

˙̃Z = (Am − LC1 + δAm)Z̃ − δAmZ + Λg

ou, sabendo-se que δAmZ = [0, δβ, 0]T v,

˙̃Z = (Am − LC1 + δAm)Z̃ −

Λ1︷ ︸︸ ︷[
0
δβ
0

]
v + Λg (55)

Conclui-se então, usando (55) e relembrando C3 = [0, 0, 1],
que

Z̃3 = v − v̂ = C3 [sI − (Am − LC1 + δAm)]
−1

Λg+

C3 [sI − (Am − LC1 + δAm)]
−1

Λ1v .
(56)

Portanto, calculando (56), tem-se

v − v̂ = M3(s)g −M3(s)δβv , (57)

onde

M3(s) = − L3

s3 + (L1 + λ1)s2 + (L2 + λ0 + L1λ1)s+ L3β1
.

Portanto,

v =

M3︷ ︸︸ ︷
M3

1 +M3δβ
g +

M2︷ ︸︸ ︷
1

1 +M3δβ
v̂.

Conclui-se então, usando (53), que

M3(s) =
−L3

(s+ ω0)3 − L3δβ
e

M2(s) = 1 +
L3δβ

(s+ ω0)3 − L3δβ
.

Do desenvolvimento acima, pode-se concluir que, na con-
dição ideal δb = 0, tem-se β1 = β e, a partir de (54),
pode-se concluir que basta escolher ω0 >> s para se ter
v = (−1/β)g, o que corresponde à lei de controle de
rastreamento que garante e(t) → 0 (ver (36)). Voltando
à equação do estimador, o erro de estimação (subtraindo
(51) de (14) ) pode ser descrito por

˙̃Z = (Am − LCz)Z̃ − δAmẐ + Λg. (58)

Relembrando que Ẑ = Z − Z̃, então
˙̃Z = (Am − LCz)Z̃ − δAm(Z − Z̃) + Λg,
˙̃Z = (Am − LCz + δAm)Z̃ − δAmZ + Λg.

Substituindo novamente a lei de controle (41) em (14),
conclui-se que o sistema em malha fechada é agora descrito
por[
Ż
˙̃Z

]
=

[
Am −GK −GK1

−δAm Am − LCz + δAm

] [
Z

Z̃

]
+

[
G
G

]
g(t).

(59)
Pode-se então calcular a função de transferência de g(t)
para e(t) obtendo-se, usando novamente (53),

e(t) =

V (s)︷ ︸︸ ︷[
(s+ ω0)3 − L3β1

(s2 + λ1s+ λ0)[(s+ ω0)3 − L3δβ]

]
g(t). (60)

Dado que g(t) é descrito por (47), então

e(t) = −
[

V (s)

1− V (s)ζ(s)

]
d1(t).

Portanto, sabendo-se que s2 + ζ(s) = (s+ γ)2,

e(t) = −
[

(s+ ω0)3 − L3β1

s2(s+ ω0)3 − (s+ γ)2L3δβ + L3β1ζ

]
d1(t),

e(t) =
−
[
(s+ ω0)3 − ω3

0

]
d1(t)

s2(s+ ω0)3 + ω3
0(λ1s+ λ0)− (s2 + λ1s+ λ0)L3cδb

.

(61)

Assim, o sistema em malha fechada será estável se e
somente se

α(s) = s2(s+ ω0)3 + ω3
0(λ1s+ λ0)− (s2 + λ1s+ λ0)L3cδb

tiver todas as ráızes no SLE. Definindo

L1(s) = s2(s+ ω0)3 + ω3
0(λ1s+ λ0)

e
L2(s) = (s+ ω0)3 − L3β1 ,

conclui-se que (61) pode ser representada pela Figura 3.
Note que L1(s) corresponde ao denominador de (48), a



−L3(s+ γ)3cδb

L2(s)
1

L1(s)

∑
+−

e(t)d1(t)

Figura 3. Representação em malha fechada

função de transferência do erro de rastreamento em malha
fechada quando b é conhecido. Além disso, as ráızes de
L1(s) dependerão exclusivamente das constantes de pro-
jeto λ0, λ1 e ω0, sendo conhecidas e podendo ser escolhidas
pelo projetista, com a restrição de se ter λ1 >> a1 e
λ0 >> a0. Portanto, conhecendo-se o limitante superior de
|δb|, pode-se, utilizando c como o ganho do lugar das ráızes,
fazer uma análise de robustez, determinado os valores de
c que garantem a estabilidade em malha fechada dentro
da faixa de variação de |δb|. Em outras palavras, poderá
ser determinada a faixa de valores de β1 que garantem a
estabilidade. Finalmente, uma vez que a estrutura da Fig.
3 é estável e dado que d1(t) é descrito por (46), todas as
conclusões do Teorema 1 permanecem válidas.

7. RESULTADOS DE SIMULAÇÃO

O objetivo desta seção é comparar os desempenhos de três
estratégias de controle: LADRC padrão (Zhao and Huang,
2012), ADRC modificado (Zachi et al., 2019) e o novo
paradigma ADRC, proposto neste trabalho. Inspirando-
se em (Zhao and Huang, 2012), são implementadas duas
simulações, utilizando dois sistemas dinâmicos descritos
por

Simulação 1︷ ︸︸ ︷
H1(s) =

500

s2 + 3s− 4
,

Simulação 2︷ ︸︸ ︷
H2(s) =

200

s2 − 3s− 4
. (62)

Para verificar a robustez das três estratégias de controle
às variações nos parâmetros dinâmicos, incluindo o ganho
de controle b, são utilizados, para ambas as simulações,
os mesmos valores de sintonia dos parâmetros dos contro-
ladores, mostrados na Tabela 1, onde os parâmetros do
LADRC padrão foram os propostos em (Zhao and Huang,
2012) e do ADRC modificado em (Zachi et al., 2019).
Note que, na Simulação 1, δb = 0 e, na Simulação 2,
δb = 300 e o sinal de um dos parâmetros do polinômio do
denominador foi trocado. Foi considerado, também para

Tabela 1. Sintonia dos controladores.

ADRC padrão ADRC modificado Novo ADRC

L1 200 492 492

L2 8000 77763 77763

L3 30000 4913000 4913

λ1 300 18 18

λ0 5 81 81

c não se aplica não se aplica 2

K0 não se aplica 0.1 não se aplica

b1 500 não se aplica 500

ambas as simulações, o distúrbio de entrada e a trajetória
de referência descritos, respectivamente, por

d(t) = 0.1sign(sin(t))ud(t) yr = (1− e−t)ud(t) ,

onde sign(.) é a função sinal e ud(t) o degrau unitário.

Os resultados da Simulação 1 são mostrados na Figura 4.
Observe que o ADRC modificado e o novo ADRC apresen-
taram melhor robustez ao distúrbio quando comparados
com o ADRC padrão. Note também que o novo ADRC
possui o menor esforço de controle entre as três estratégias.

A Figura 5 mostra os resultados da segunda simulação.
Note que o ADRC padrão instabilizou o sistema, mos-
trando uma menor robustez à variação no ganho de con-
trole, enquanto o ADRC modificado e o novo ADRC não
presentaram mudanças significativas no desempenho. Note
também que, novamente, o novo ADRC apresentou meno-
res amplitudes no sinal de controle.
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Figura 4. Simulação 1: Sem erro no ganho de controle.

8. CONCLUSÃO

O problema de controle de sistemas com parâmetros in-
certos foi tratado neste artigo sob a ótica do controle com
rejeição ativa de distúrbios (ADRC). Como uma estrutura
diferente da proposta na abordagem tradicional, foi pro-
posto um novo paradigma no qual a variável de controle
passa a figurar com um estado do observador estendido.
Uma caracteŕıstica marcante desta proposta é a realização
da lei de controle utilizando apenas uma única estimativa
do observador. A influência da incerteza no ganho b da
planta também foi analisada neste artigo.
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