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Abstract: Fixed-order controllers, such as Proportional+Integral4Derivative (PID) controllers,
are widely used in industry and the ., norm can be used to assess controller robustness
and performance criteria. In this work, a tuning strategy for fixed order controllers using an
upper bound on norm H., and stability margin guarantee is proposed. The tuning strategy
uses a representation of the product of polynomials in the matrix form solved via linear
matrix inequalities (LMI) without iterative search or the need to use linear geometric methods.
Numerical examples are presented to validate the proposed tuning method.

Resumo: Controladores de ordem fixa, como os controladores Proporcio-
nal+Integral+Derivativo (PID), sdo amplamente utilizados na industria e a norma Heo
pode ser utilizada para avaliar critérios de robustez e desempenho do controlador. Neste
trabalho é proposta uma estratégia de ajuste para controladores de ordem fixa usando um
limite superior na norma H., e garantia da margem de estabilidade. A estratégia de sintonia
utiliza uma representacao do produto de polindomios na forma matricial e obtém os ganhos do
controlador através de desigualdades matriciais lineares, sem busca iterativa ou necessidade de
utilizar métodos geométricos. Exemplos numéricos sao apresentados para validar o método de
sintonia proposto.

Keywords: PID controller; Toeplitz matrix; Sensitivity function; Phase Margin; Gain Margin.
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1. INTRODUCAO

Os controladores de ordem fixa sao amplamente utili-
zados na industria, sendo o mais popular o controlador
PID devido a sua simplicidade e desempenho Yu et al.
(2020); Tonescu et al. (2020). A parte critica para projetar
um controlador PID é realizar o ajuste dos ganhos para
manter a estabilidade enquanto atende aos requisitos de
desempenho Shankar P. Bhattacharyya and Keel (2009);
Datta et al. (2013); Verma and Padhy (2018). Em Ho
et al. (1999), os autores desenvolveram um método para
determinar o conjunto estabilizante para controladores
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PID utilizando o conceito de assinatura de Hurwitz. Poste-
riormente, este método foi usado em Diaz-Rodriguez and
Bhattacharyya (2016) em conjunto com uma abordagem
geométrica para obter garantias de margem de fase. Em ge-
ral, as normas H., € Hg sao usadas para avaliar a robustez
do controlador e os critérios de desempenho em niveis de
atenuacao de perturbagoes para varias classes de pertur-
bagoes deterministicas e estocasticas Balandin and Kogan
(2019); Diaz-Rodriguez et al. (2019). Em consonéncia com
os trabalhos apresentados em Ho et al. (1999) e Diaz-
Rodriguez and Bhattacharyya (2016), em Han et al. (2018)
os autores desenvolveram uma abordagem geométrica para
limitar a norma H, e consequentemente fornecer garan-
tias de estabilidade relativa.

Desigualdades matriciais lineares (LMIs, da sigla em in-
glés) sdo tteis no projeto de controle, visto que é possivel
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incluir restricoes na Ho, e Ho diretamente na formulagao
do problema Boyd et al. (1994). Neste cendrio, em Chen
et al. (2020) os autores utilizam uma abordagem LMI para
projetar um controlador PID repetitivo e em Saeki (2006)
o projeto do controlador PID baseado em norma H., é
resolvido com LMIs iterativas. Em Musch and Steiner
(1997), os ganhos do PID foram obtidos como a solugao
de um problema de otimizagao nao convexa, onde a fungao
objetivo é a norma Hse.

Em Bevrani and Hiyama (2007), um algoritmo LMI ite-
rativo foi proposto para resolver um problema de controle
multi-objetivo no qual o projeto PID é formulado como
uma realimentacao estatica da saida e os ganhos sao dados
pela resolugao de um problema de otimizagao formulado
em termos de uma ponderagdo de desempenho Hs/H .
Em Shimizu (2016) o autor se concentrou em uma rea-
limentacao dinamica para sistemas de multiplas entradas
e saidas (MIMO) sem usar métodos iterativos. O projeto
PID com a norma mista Hs /H o, também foi abordado em
Gongalves et al. (2008) resolvendo-se um problema de oti-
mizacao ndo convexa. Em Magossi et al. (2017) os autores
descrevem a sintonia de controladores PID com critério de
norma H., como um problema de realimentagao estatica
de saida de sistemas lineares representados em espago de
estado. O projeto de controle é obtido via LMI e com o
auxilio de uma otimizagao nao-convexa com autovalores
para garantia de estabilidade.

Este trabalho propoe uma extensdo de (Magossi et al.,
2017) de forma que se considera um controlador de ordem
fixa, o qual engloba o controlador PID, com limitagao da
norma H., € garantias de margens de estabilidade. As
condigoes de existéncia dos ganhos do controlador PID
sao descritas com LMIs. O método proposto nao necessita
de busca iterativa ou de métodos geométricos. Seguindo
esta introdugdo, na Secdo 2 relembra-se a definicao de
Ho € a representacao matricial do produto de polinémios.
Na Secao 3 sao apresentados os resultados principais, em
forma de teoremas, os quais garantem limitacdo da Heo,
margem de fase e margem de ganho para um controlador
de ordem fixa. Por fim, na Secao 4 apresentam-se as
consideragoes finais e os intuitos para trabalhos futuros.

A notacdo utilizada ao longo do trabalho é padrédo, e
denota o elemento transposto de uma matriz simétrica e
P > 0 indica que P é uma matriz simétrica real e positiva
definida.

2. PRELIMINARES

Nesta secao, sao exibidos o Bounded-Real Lemma e um
resultado apresentado em Magossi et al. (2017) que sdo
bases para o principal resultado deste trabalho.

Lema 1. (Magossi et al. (2017)). Considere o produto en-
tre dois polindmios em s tais que

fi+f2

f1 f2
Zak8k25ksk = Z Yis" (1)
k=0 k=0 k=0

com f1, fo € N, ag, Br e vx € R. Considerando apenas
os coeficientes dos polinémios, a igualdade (1) pode ser
reescrita na forma matricial Vv = v, da seguinte maneira

Qo
a1 Qo
Qg (1 O
Qg
V = N
arf, : oo
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O Qf -1
L af
[ Bo 0
B gl
B2 Y2
v = . , V= .
6f271 ny1+f271
L 5f2 Yfi+f2

V e RUitht)x(fatl) 4 ¢ RU24HDX1 ¢ ) ¢ RU1H+)XT

Deste ponto em diante a matriz Toeplitz V' podera ser
denotada abreviadamente por V. = T ([ag - -y ]). A
seguir um exemplo numérico ilustra o uso do Lema 1.
Exemplo 1. Considere o polindomio

(95% +25 4+ 1)(=25 +7) = —185% + 595> + 125+ 7. (2)
Aplicando o Lema 1 é possivel reescrever os coeficientes
do polinémio (2) através da seguinte multiplicacdo de
matrizes

10 7
21| 7 12
92 {—2} = 59" (3)
09 _18

O resultado a seguir é o conhecido Bounded-Real Lemma
(BRL)

Lema 2. (Gahinet and Apkarian (1994)). Considere uma
fungdo de transferéncia T'(s) (ndo necessariamente mi-
nima) de realizagio T(s) = C(sI — A)"'B + D. As se-
guintes declaragoes sao equivalentes
(1) A é Hurwitz e || T(s)]loo < p
(2) Existe uma solugao simétrica positiva definida P para
ATp+pPA PB O
. —pI DT
° o —pl

< 0.

A préxima secao apresenta o resultado para projetar um
controlador de ordem fixa com garantia na norma H...

3. RESULTADOS PRINCIPAIS

Considere uma malha de controle com realimentacao uni-
taria e entrada de distirbio como exibido na Figura 1, em
que 7(t) é a entrada de referéncia, u(t) a entrada da planta,
w(t) o distirbio, e(t) o erro entre a entrada de referéncia e
saida, y(t) a saida da planta e P(s) é a planta generalizada
do sistema, cuja estrutura é exibida na Figura 2.

A funcao de transferéncia que relaciona a saida y com a
entrada de disturbio w é dada por
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Figura 1. Sistema em malha fechada sob agao de distirbio.
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em que N, (s),Ny(s) e D(s) sdo coprimos e C(s) nao
possui zeros na origem.

Defina h, = dp, — nc + 1, hy, = dp — 1 e reescreva

R hw
Ny(s) = ngsk, Ny(s) = Z ays. (8)
k=0 k=0

Se P, (s) é estritamente prépria e D(s) é um polindémio
moénico, entéo a realizacdo candnica controlavel de Sy, (s)
possui a forma

ZL’(t) = Acll'(t) + Bclw(t)

9
y(t) = Cop(t) ©
em que
010 - 0 0
o01--- 0 ol I
A = = |:457’{| - (JK)T
000 1 1
T [ 71\T
)

o= (B0 b)) 1]

Note que C(s) engloba as estruturas de controladores PID
para

K =[ki kp ka]" . (10)

O teorema a seguir fornece uma solucao para sintonizar
os ganhos do controlador ¢, Vk € {0,--- ,n.} de forma a
limitar a norma He de Sy,.

3.1 Projeto com limitagao da norma Heo

Teorema 1. Considere J =T ([go - - gn,]) ndo singular,
Ny < dp, Ne < dp—ny+1epelR. Se existe Y e S = ST
de dimensao apropriada (11), entdo o sistema (9) com o
ganho PID, K = —J1571Y T § assintoticamente estével
e um limitante superior em ||Sy ()]s ¢ garantido.

[[Syw(s)lloc = p>101{}5f>0 {p: R <0} (11)
em que
STT 4+ 1S+ vy +YTo? @ scf
R= ° —pl 0
° e —pl

Demonstragao. A partir da hipétese, n. < d, — n, + 1,
entdo de (4) segue que
1 Ny - s
w = Pw = 12
Sywl(s) 17cp, Dsin, N 1Y
em que D-s+ N, - N, é um polindmio ménico. Agora, para
(9), a partir do BRL, [|Syw ()]s < p se R1 <0, em que
T —-9vKT"JHTP+ PT - vKTJT) PY CF
R1= ° —pI 0
° o —pl

com P € R Ht)x(dpt1) p_ pT

Pré e pés multiplicando R por diag (P,I,I), a partir de
(11) o BRL ¢ satisfeito com S = P71 Y = —(JK)T P~ 1.
Entao, caso J seja nao-singular
K=-J1's vl (13)
O Teorema 1 propde condigoes baseadas em LMIs para a
estabilizacao de Sy, (s) quando a matriz J é ndo singular.
No entanto, existem casos onde a matriz é singular ou nao
quadrada e, portanto, nao é possivel obter o ganho estabili-
zante com a férmula K = —J~1S71Y7. Nesse caso, pode-
se usar as solucoes Y e § = ST do Teorema 1 para obter
uma solucao aproximada para a minimizagao da norma
Hoo da funcao de transferéncia (4). O préximo teorema
propoe condigoes baseadas em LMIs para a solugao desse
problema.
Teorema 2. Sejam Y, S e p solugoes do Teorema 1, e
J=T(g0 - Gn,]), uma matriz de dimenséo apropriada.
Se existir uma matriz K satisfazendo (14) e (15), entao o
sistema (9) € estabilizavel com [|Sy.w(s)|lec < p.

I S '%vT+JK

Iénzlgé N 5 <0, (14)
X Sst'v dF
. —pl 0 [ <0 (15)
° ) —pl



com X = ([ —U(JK)T)TS~ 1 + S~ YT — w(JK)T).

Demonstracao. Supondo que J nao satisfaz a hipdtese
do Teorema 1 pode se encontrar uma solugao aproximada
para o sistema linear JK = —S~'Y T resolvendo o seguinte
problema de minimizacao

mind : ||S_1YT + JKH% < 0.
5>0

Reescrevendo [|[S™'Y7T + JK||3 na forma matricial segue
que
S YT+ TR (STWYT 4+ JK) -6 <0
entdo, aplicando o complemento de Schur chega-se em
-1 SWT4+JK
° =l
A solucao K obtida em (16) é uma solugao aproximada do
sistema linear e a desigualdade (15) garante a estabilidade
do sistema (9) com ||Syw(5)]loc < p-

< 0. (16)

Observagao 1. E possivel considerar p como um para-
metro de projeto fixo e resolver os Teoremas 1 e 2.

O Teorema 1 é vélido para P,(s) estritamente prdpria.
Quando P, (s) é prépria a realizagdo canoénica controldvel
de Syw(s) possui a forma

x(t) = Aclx(t) + Bclw(t) (17)
y(t) = Oclx(t) + Dclw(t)

em que
Ccl =F — chl - JKDcla D = An,y s

0
F=T(lao -+ an,-1]) H
e Ay, B, g, J e K j& definidas em (9).

O teorema a seguir é uma solugao para sintonizar os ganhos
do controlador de forma a limitar a norma H de Sy, para
P, (s) prépria.

Teorema 3. Considere n,, = dp, n, = 0, n, < d, +
led =T(go - gn,]), uma matriz ndo singular. Se
existirem matrizes Y e S = S7 de dimensdes apropriadas
satisfazendo (18), entdo o sistema (17) com o ganho
PID, K = —J~1S71YT ¢ assintoticamente estavel e um
limitante superior em ||Sy.,(s)|lo é garantido.

[ Sy (8)lloo = p>i(){léf>0 {p: R <0} (18)
sendo
SIT +TS+ oYy +YTwT o o
R= vt —pI e

FTST —DLg"S" + DLy DL —pI

Demonstragao. Segue diretamente da prova do Teo-
rema 1.
Observagao 2. No caso em que C(s) é um PID com filtro
~ k ki 4 kqs?
C(s) = MpS i Nas”
s(s+7)
para um valor fixo de 7, escreva
D(s) = (s +7)D(s),
Ny(8) = (s + 7)Ny(s),
k ki + kqs?
C(s) = “pS i & Fas”

S

e, como D(s) é monico, proceda como anteriormente.

A seguir sao apresentados exemplos numéricos para mos-
trar a eficiéncia dos métodos propostos.

Exemplo 2. Considere o sistema da Figura 1 com

10
Pw = T > Pu =
(8) =15 Tule) =% ,
Go)  Fust hps t (19)
o= s(s+2)

O objetivo é determinar os ganhos k4, k,, e k; de forma que
| Syw(s)]loo seja minima.
Como trata-se de um PID com filtro, a partir da Observa-
Gao 2 reescreve-se
D(s) = (s +2)(s+5) = s + 75+ 10,

Nw(s) =5+ 23
e entao a fungdo de transferéncia (4), considerando (19), é
dada por

s+2 10
Py(s) = — % ps)=—n
)= zrr. 0 9= a0
kgs?+k,s+k;
O(s) = =22

Note que ny =1, ny, =0, ne = 2 e dp = 2. Assim,
as condicoes n, < dp e n. < d, —ny + 1 do Teorema 1
sao satisfeitas. As matrizes Toeplitz do sistema, obtidas a
partir do Lema 1, sao apresentadas a seguir.

10 0 20
q=l7 10] [?],Ccl: 12] [ﬂ
01

0 7
10 0 O k;
J=1010 0|, K=k
0 0 10 kq
Utilizando o Teorema 1 com
01 0 0
'=(0 0 1 eV =10 (20)
0 —10 -7 1
sao obtidas as matrizes
24253.0 —2558.9 5117.6
S =|—-2558.9 5117.8 —10235.0
5117.6 —10235.0 20471.0

Y =[23140.0 —46281.0 —24785.0]

com p = 8.3653 x 1075 e como J é nao singular, pode ser
obtida a solucao 6tima

K=—-J'57y" =

0
31974.7
15987.3

A partir de K, obtém-se a resposta frequencial de
s+2
Syw(s) =
w8 = 7509 % 1075 + 3108 x 107
como mostrado na Figura 3. Note que a limitagao da
norma ¢é atendida.

Exemplo 3. Considere o sistema da Figura 1 com

2
Pw R
(s) s2+55+6
s—1
Py(s)= —0—~ 21
(5) s2+55+6 (21)
o(s) = itk

S
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Figura 3. Resposta em frequéncia de Sy,, mostrando que
1Sy ($)lloe < p-

Neste exemplo, o objetivo é determinar os ganhos k, e k;
de forma que ||Syw(s)[|so < 0.95.

Note que n,, = 0,n, = 1,n. = 1 e d, = 2, satisfazendo
as condicoes n,, < dp € ne < dp — Ny + 1 do Teorema 1.
Utilizando o Lema 1, as matrizes de Toeplitz do sistema

Sao
60 20
q=l56] HIEE 021 Hi
05 00

10
J—[ 1—1],1{—[,’?’].
0 1 g

Utilizando o Teorema 1 com a Observacao 1, p = 0.95,
0 1 0 0

F:[O 0 1] e U= O] (24)
0—-6 -5 1

sao obtidas as matrizes
[0.7405 0.7441 0.1486]
Sl =

(22)

(23)

0.7441 6.42 1.103
0.1486 1.103 0.7463

Y =[—1.2075 —1.6486 5.7846] .
Como J nao é quadrada, o Teorema 2 é utilizado, obtendo

5 = 8.8635
—0.75853
K= [ ~3.0105 } :

Assim, a resposta frequencial de
2s
Syw(s) =
vol8) = 5198052 1 8.2525 1 0.7585

é obtida e apresentada na Figura 4. Verifica-se que a
limitacao da norma é satisfeita.

3.2 Projeto com garantia de margens de estabilidade

Considere o sistema com realimentagao unitaria da Fi-
gura 1 sem distirbio. A funcdo de transferéncia do erro
e(t) em relagdo a referéncia r(t) é definida como sendo

A 1

&(s)

T 14 C(s)Pu(s)’

1 T T T IIT T T T TTTm T T T TTTT T T T 11T T T T 1117

I
o0
T
|

<
o
T
|

— |Syw(jw)l

Magnitude
o
~
[

0 Lol T
10-2 107! 100 10t 102

w [rad/s]

Figura 4. Resposta em frequéncia de S, mostrando que
1Sy (5)lloe < p-

Em Han et al. (2018) é demonstrado como é possivel obter
garantia de margem de fase e ganho para o sistema sem
distirbio mostrado na Figura 1 a partir da limitacao da
fungao de transferéncia do erro. Para fécil referéncia o
resultado é apresentado a seguir.

Teorema 4. (Han et al. (2018)). Considere o sistema re-
alimentado mostrado na Figura 1. Se

1€(s)]lo < P (25)
entdo a margem de fase, denotada por ¢, sera
1
> 2sin! | — 26
o> 25 () (26)
e a margem de ganho, denotada por g,,, é dada por
P P
m | ara >1
g ¢L+1 p_J para p
(27)

Im € L}_’il,oo>, para p <1

A robustez e o desempenho na regulacio podem ser
especificados impondo um limitante para a funcao de
transferéncia do erro no dominio da frequéncia. Se a fungao
de transferéncia do erro permanece dentro dos limites
impostos, os objetivos de controle sao atingidos. Esses
modelos podem ser usados para andlise e/ou projeto.
Neste ultimo, considera-se uma funcao de transferéncia de
ponderagao O(s) que limite £(s).

A partir do Teorema 3 e do Teorema 4 é possivel obter o
resultado a seguir para garantir margens de fase e ganho
no projeto do controlador.
Teorema 5. Seja N,(s) um polindémio com coeficientes
reais de ordem d,, e defina

A No(s)
~ D(s)
uma fungao de transferéncia de ponderagao da funcao de

transferéncia do erro sem zeros no eixo imaginério. Assim,
definindo

O(s)

(28)

S(s) = O(s)E(s)
resolva o Teorema 3 com

Syu(s) = S(s).



Se as LMIs do Teorema 3 sao factiveis, entdo C(s) garante
que o sistema representado pela Figura 1 possui no minimo

¢ =2sin? <2lﬁ) (29)
e
Im ¢ [ ) ; P ], para p>1
p+1'p—1
~ (30)
grrLE[ﬁ_'Til,()o)7 para p <1
em que
__r =

Demonstragao. A prova deste teorema é direta. A partir
do Teorema 3, caso as LMIs sejam factiveis e definindo

Syw(s) £ 5(s), obtém-se
fs] <o

isso é,
10(s)€(s)ll o < p
que ¢é satisfeita se somente se

EGw)| < =t

— Yw >0
|O(jw)]

portanto,

€@ < H&)HM A =5

0 que implica que

1
¢>2m11<~> (32)
2p
€
Gm ¢ [ﬁil’ﬁfl]’ para p>1
(33)

gm€[~i1,oo), para p <1
p

O proximo exemplo ilustra o projeto com garantias de
margens de estabilidade.

Exemplo 4. Considere o sistema da Figura 1 sem dis-
turbio com

s2+4s+3

6 = a s vo 39
s—1

R = a5 e (35)
]i) s+ ]i)z

Cls) = 220, (36)

e determine os ganhos k, e k; de forma que [|S(s)||s < 1.
A partir do Teorema 5, caso o problema tenha solucao
tem-se que
P
O(s) [l
ou seja, ¢ > 28.95° e gy, ¢ [—3.5218, 6.0206] dB. De fato,
usando o Teorema 3, obtém-se

[0.559 0.665 0.263
st =

0.665 3.74 2.45
0.263 245 3.5

Y =[-1.46 1.48 —1.64]

e como J nao é quadrada, usa-se o Teorema 2 para encon-

trar uma solucao aproximada para o ganho estabilizante,
obtendo § = 2.1264 e

—0.093

K= [ 1.43 ]'

A partir de K, obtém-se
£(s) 53 + 552 +6s
S) =
$3 4 6.43552 4+ 4.472s + 0.09295

e a resposta frequencial de £(s) é mostrado na Figura 5
evidenciando que ||E(s)||,, < p. Na Figura 6 mostra-se a
garantia das margens de estabilidade com ¢ = 74.5° >
28.95° e g, = 11.8 ¢ [—3.5218, 6.0206] dB.

— |S(jw)| == [E(jw)] [AGw)I |
p=1 p=2

2.5 M

Magnitude

10-t 109 10* 102
w [rad/s]

1072

1073

Figura 5. Resposta em frequéncia mostrando o atendi-
mento de HS(S) < p.
o0

4. CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentado a sintonia de controladores
de ordem fixa com limitacao da norma H., e garantias de
margem de estabilidade utilizando LMIs sem busca itera-
tiva ou métodos geométricos. A utilizacdo da realizacdo
canodnica controldvel em conjunto com a representacao do
produto de polinémios de forma matricial pela matriz de
Toeplitz permite que o problema seja formulado similar ao
problema classico de realimentacao da saida permitindo
resolucao via LMI com troca de varidveis. Os resultados
mostraram a eficiéncia do método de sintonia proposto e
trabalhos futuros incluem estender o método para uma
classe mais geral de controladores de ordem fixa, além de
considerar a norma H, para critério de desempenho.
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Figura 6. Diagrama de Bode de P,(s)C(s) mostrando
margens de estabilidade sendo atendidas de forma que
¢ = T4.5° > 28.95° ¢ g = 11.8 € [~3.5218, 00| dB.

REFERENCIAS

Balandin, D.V. and Kogan, M.M. (2019). Multi-objective
generalized Ho control. Automatica, 99, 317-322.

Bevrani, H. and Hiyama, T. (2007). Multiobjective
PI/PID control design using an iterative linear matrix
inequalities algorithm. International Journal of Control,
Automation, and Systems, 5(2), 117-127.

Boyd, S., El Ghaoui, L., Feron, E., and Balakrishnan,
V. (1994). Linear Matriz Inequalities in System and
Control Theory, volume 15 of Studies in Applied Mathe-
matics. STAM, Philadelphia, PA.

Chen, Z., Zha, H., Peng, K., Yang, J., and Yan, J. (2020).
A design method of optimal PID-based repetitive con-
trol systems. IEEE Access, 8, 139625-139633.

Datta, A., Ho, M.T., and Bhattacharyya, S.P. (2013).
Structure and synthesis of PID controllers. Springer
Science & Business Media.

Diaz-Rodriguez, I.D. and Bhattacharyya, S.P. (2016). PI
controller design in the achievable gain-phase margin
plane. In IEEE 55th Conference on Decision and
Control, 4919-4924. IEEE, Las Vegas.

Diaz-Rodriguez, 1.D., Han, S., and Bhattacharyya, S.P.
(2019). Analytical Design of PID Controllers. Springer.

Gahinet, P. and Apkarian, P. (1994). A linear matrix ine-

quality approach to H control. International Journal
of Robust and Nonlinear Control, 4(4), 421-448.

Gongalves, E., Palhares, R., and Takahashi, R. (2008). A
novel approach for Hs/Hoo robust PID synthesis for
uncertain systems. Journal of Process Control, 18, 19—
26.

Han, S., Keel, L.H., and Bhattacharyya, S.P. (2018).
PID controller design with an Ho, criterion. In 3rd
IFAC Conference on Advances in Proportional-Integral-
Derivative Control PID, 400-405. IFAC, Belgium.

Ho, M.T., Datta, A., and Bhattacharyya, S. (1999). Ge-
neralizations of the Hermite-Biehler Theorem. Linear
Algebra and Its Applications, 302, 135-153.

Tonescu, C.M., Dulf, E.H., Ghita, M., and Muresan, C.I.
(2020). Robust controller design: Recent emerging
concepts for control of mechatronic systems. Journal
of the Franklin Institute.

Magossi, R.F.Q., Bezerra, R.A., Leme, P.V., and Oliveira,
V.A. (2017). PID controller design based on Heo
performance. In 2017 Simpdsio Brasileiro de Automagao
Inteligente - SBAIL SBA, Porto Alegre.

Musch, H.E. and Steiner, M. (1997). Tuning advanced PID
controllers via direct Hy, norm mimimization. In 1997
European Control Conference (ECC), 646-651. ECC,
Brussels, Belgium.

Saeki, M. (2006). Fixed structure PID controller design
for standard H., control problem. Automatica, 42(1),
93-100.

Shankar P. Bhattacharyya, A.D. and Keel, L.H. (2009).
Linear Control Theory: Structure, Robustness, and Op-
timization. Automation and Control Engineering. CRC
Press, Boca Raton, 1 edition.

Shimizu, K. (2016). Dynamic output feedback control
and dynamic PID control for linear MIMO systems via
LMI. In 2016 IEEE Conference on Control Applications
(CCA), 978-983. IEEE, Buenos Aires, Argentina.

Verma, B. and Padhy, P.K. (2018). Optimal PID control-
ler design with adjustable maximum sensitivity. IET
Control Theory Applications, 12(8), 1156-1165.

Yu, H., Guan, Z., Chen, T., and Yamamoto, T. (2020).
Design of data-driven PID controllers with adaptive
updating rules. Automatica, 121, 109185.





