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Abstract: This work deal with time-optimal trajectory planning strategy for a serial manip-
ulator with linear hydraulic actuators. An conception of trajectories, allows an increase in the
performance of robotic manipulators based on a determined specification, with this work being
used or the aspect of reducing trajectory time, an approach that allows reduce the manipulator’s
work cycle and increase his productivity. The method used is based in convex optimization and
on the premise of application in tasks with predefined paths applied in the workspace, which
are the main ones mapped in the actuator space for the application of the planning algorithm.
Generated trajectories have their third continuous time derivative, requirement necessary due
to the characteristics of the controllers the use in inverse dynamics techniques, typically used
in manipulators with hydraulic actuators. As the elaborated trajectories must be feasible with
manipulator’s particulars, avoid regions that exceed the physical limits. The results obtained
from different geometric path and constraints values of kinematic and dynamic quantities are
also compared, in order to analyze the influences of these limits in the trajectories.

Resumo: Este trabalho aborda uma estratégia de planejamento de trajetorias de tempo étimo
para um manipulador serial com atuadores hidraulicos lineares. A elaboragdo de trajetérias,
permite acréscimo no desempenho de manipuladores robdticos a partir de um determinado
critério, sendo utilizado neste trabalho o aspecto da reducao do tempo de trajetoria, enfoque
que permite que o ciclo de trabalho do manipulador seja reduzido e, desta forma, aumente
sua produtividade. O método utilizado baseia-se em otimizacdo convexa e na premissa da
aplicacao em tarefas com caminhos previamente definidos no espago de trabalho, os quais sao
mapeados no espago de atuador para permitir a aplicacdo do algoritmo de planejamento. As
trajetérias obtidas possuem sua terceira derivada temporal continua, requisito necessario devido
as caracteristicas dos controladores baseados em técnicas de dindmica inversa, tipicamente
utilizados em manipuladores com atuadores hidraulicos. As trajetérias elaboradas devem ser
adequadas as caracteristicas do manipulador enfocado, evitando regides em que ultrapassem
os seus limites fisicos. Sao comparados os resultados obtidos a partir de diferentes caminhos
geométricos e diferentes valores limites das grandezas cinematica e dinamicas, de modo a analisar
a influéncias de restrigoes nas trajetorias obtidas.
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1. INTRODUCAO

Manipuladores robéticos sao maquinas programaveis com
alto nivel de automagao e versatilidade. Estes podem subs-
tituir pessoas em locais perigosos ou insalubres, sendo
aplicados em tarefas de soldagem, transferéncia de mate-
riais, pinturas e montagens, dentre outras (Groover, 2011;
Siciliano et al., 2008). A utilizacdo de robds em tarefas
com caminhos predefinidos é algo recorrente em aplicagoes
industriais, situacao em que o tempo de trajetoria esta
diretamente ligado ao ciclo de trabalho e, portanto, relaci-
onado com a produtividade e ganhos econdmicos, aspectos
sempre relevantes nas atividades industriais. Nem sempre
a utilizacao de atuadores de alta poténcia se justifica como
forma de redugao de ciclo de trabalho, visto que seu volume

e inércia também aumentam, além de resultar em incre-
mento de custos e consumo de energia. Desta forma, desde
a década de 1980, os estudos relacionados a otimizagao de
trajetorias em relagdo ao tempo vém crescendo, visto que
possibilita que o mesmo dispositivo realize a mesma tarefa
com menor tempo de duragao (Bobrow et al., 1985; Muller
et al., 2012).

A fim de obter solugbes com maior aplicabilidade pratica,
visto que os métodos de Bobrow et al. (1985), e Shin and
McKay (1985), apresentam problemas tanto para imple-
mentagao de leis de controle quanto relacionadas as carac-
teristicas fisicas dos manipuladores robéticos. Pfeiffer and
Johanni (1986), propoem a utilizagdo de controle Gtimo,
programacao dinamica e adicionam critérios relacionados
ao quadrado da velocidade e do torque para encontrar tra-
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jetorias 6timas em relagao ao tempo que apresentem maior
suavidade. Shiller (1996), também utiliza parametrizacao
do caminho para otimizagao de trajetérias em relacao ao
tempo através de shooting methods e principios de controle
6timo. Ainda acrescenta a fungdo objetivo uma parcela
relacionada ao consumo energético, aumentando assim,
o tempo de percurso, mas com trajetérias mais suaves,
diminuindo as variacoes bruscas de torque.

A partir da proposta desenvolvida por Verscheure et al.
(2009), métodos que envolvem parametrizacao de cami-
nhos e otimizacao convexa tém sido aplicados pelas carac-
teristicas desse tipo de problema em relagao a garantia de
solugao otima global e a existéncia de métodos consolida-
dos de solucao. Seguindo a mesma linha de otimizacgao con-
vexa e parametrizagao do caminho, Reynoso-Mora et al.
(2016), utilizam splines normalizadas de grau dois para
garantir continuidade de velocidade e aceleragao em tra-
jetérias de tempo étimo. Utilizam varidveis de relaxacao
na fungao objetivo para reduzir o jerk, mas sem limita-lo
a valores especificos. Apresentam ainda a utilizagdo de um
modelo dindmico com forgas de atrito (Coulomb e viscoso)
junto ao problema de otimizagao. Outros autores também
seguem essa linha de pesquisa, como, Zhang et al. (2013) e
Kong et al. (2013) que utilizam aproximagdes do jerk para
imposicao de restricoes no planejamento de trajetdrias.
Palleschi et al. (2019) também utilizam os mesmos con-
ceitos e, juntamente relaxagao de McCorminck, propoem
a imposigao restrigoes puramente cineméticas.

A aplicabilidade das trajetérias desejadas depende tanto
da técnica de controle aplicada quanto da compatibilidade
dessas com as caracteristicas cinemdtica e dinamicas do
manipulador. E necessario, por exemplo, que o torque
disponivel nos atuadores seja suficiente seguir determinada
trajetoria, evitando dessa forma a ocorréncia da saturacao
dos mesmos, ou que, para seguimento da referéncia nao
sejam necessarias variacoes bruscas de aceleragao de modo
a dinamica do atuador seja suficientemente rapida para
fornecer os torque e forgas adequadamente.

Assim, enfocando manipuladores hidrdulicos seriais, este
trabalho proproe o planejamento de trajetorias que au-
mentem a produtividade através da redugao do ciclo de
trabalho em tarefas com caminho predeterminado. Para
isso, considera-se os requisitos fisicos do manipulador rela-
cionados as suas limitacoes cinematicas e dinamicas, bem
como, trajetérias compativeis com os controladores tipica-
mente utilizados nesses sistemas, que requisitam que essas
trajetorias tenham terceira derivada temporal continua. A
abordagem utilizada se diferencia das demais apresentadas
pela utilizacao de otimizagao convexa junto a parametri-
zacao do caminho a partir de um modelo dinamico que
considera efeitos dissipativos para obtencao de trajetérias
de jerk continuo considerando restri¢coes cinemaéticas e
dinamicas.

Este trabalho é baseado no robé serial de 2 GDL utilizado
por Valdiero (2005) e estd organizado em seis segdes: a
Segao 2 apresenta o modelo matematico dos manipuladores
hidraulicos, tanto da estrutura mecanica quanto dos atu-
adores presentes. Na Se¢do 3 sao apresentados os métodos
de obtencao dos valores limites de velocidade, aceleragao,
jerk e forca que o manipulador pode alcancar. Na Secgao 4
é apresentada a formulacdo do problema de otimizacao,

assim como, a adequagao para a aplicacao de solugao
que permita implementacao computacional e a obtencao
do ponto 6timo global. Na Segdo 5 sdo apresentados os
resultados para diferentes caminhos geométricos, assim
como, para diferentes limitacoes cinematicas e dinamicas.
Por ultimo, na Secao 6 sdo apresentadas as conclusoes.

2. MODELAGEM MATEMATICA

Robos hidraulicos apresentam uma dinamica complexa
devido ao acomplamento de duas dinamicas nao lineares,
uma associada a estrutura mecanica do brago e outra aos
atuadores hidrdulicos. Visto que, o torque presente nos
elos varia tanto conforme a forga aplicada pelos atuadores
quanto pela posi¢ao de junta dos elos (ou das hastes), ao
mesmo que tempo o torque produzido tende a alterar essas
mesmas posicoes e provocar mudangas de velocidades,
fatores que influtem também na dinamica dos atuadores.

O método de Euler-Lagrange é baseado nas energias poten-
ciais e cinéticas do manipulador, onde o modelo dinamico
resultante é dado pela variagdo de energia do sistema
mecanico em relagao as variaveis de atuador e da forga
dos cilindros hidraulicos. Desta forma, o modelo dindmico
de um manipulador obtido a partir do método de Euler-
Lagrange pode ser expresso através da Equagao (1) (Sici-
liano et al., 2008).

H(y)y + C(y,9)y + G(y) + Fv(y) + Fe(y) = Fua (1)

onde y € R™ é o vetor de coordenadas generalizadas de
atuador; H(y) € R"™™ é uma matriz simétrica quadrada
que representa a inércia do sistema; C(y, ) € R™*" repre-
senta os efeitos centrifugos e de coriolis; G(y) € R™ é um
vetor que representa as forgas gravitacionais; Fy € R" é
o vetor de forgas oriundas dos atuadores; Fy (y) € R é
o vetor de forcas de atrito que considera termos de atrito
de Newton; F.(y) € R™ é o vetor de forcas de atrito que

considera termos de atrito de Coulomb.

O atuadores hidraulicos sdo controlados através da apli-
cagdo de sinal elétrico (u) em uma bobina que, ao ser
energizada, provoca deslocamento x, no carretel da val-
vula através de forcas eletromagnéticas. Nao circulando
corrente elétrica pela bobina, o carretel permanence cen-
tralizado na valvula, bloqueando os orificios de controle e
desta forma impedindo a passagem de fluido. Ao energizar
a bobina, o fluxo magnético oriundo da corrente deslocara
o carretel de controle, assim, por exemplo, quando este
é movido, os orificios de controle da vélvula sao abertos,
ocorrendo, desta forma, a conexao entre a fonte de pressao
(ps) e a camara A, proporcionando aumento de sua pressao
interna e o surgimento de vazao do fluido hidraulico @, no
sentido valvula-cilindro. Visto que a pressao na camara A
serd maior que na camara B, conectada ao reservatorio
também através da valvula, ocorre no émbolo a acao de
uma forga hidraulica diferencial que tende a deslocar a
haste do cilindro. Desta forma, ha o retorno de éleo para o
reservatorio do fluido presente na camara B, vazao @y, no
sentido cilindro-reservatério. A diferenca de pressao entre
as camaras sob as faces do émbolo, faz surgir uma forga
hidraulica que altera a posigao y do mesmo. Dentre as
principais nao linearidaes presentes, destacam-se a relagao



entre vazao e pressao nos poérticos, a saturagao devido ao
deslocamento méaximo do carretel, o atrito no carretel e no
pistao e a zona morta da vélvula (Valdiero, 2005; Cunha,
2001).

A dindmica do carretel da vélvula é obtida através da
aplicacao da 2? lei de Newton e pode ser reescrita através
da Equacao (2).

K
Kv;%b wiu (2)

. 2 .
Ty + WyTy + 2vaq)xv =

onde w, é a frequéncia natural da valvula; (, é o fator de
amortecimento; Ry, é a resisténcia elétrica da bobina; K, é
a constante eldstica da mola de realimentacao; Ky é uma
constante que relaciona a corrente do solendide com a forga
aplicada no carretel; &, e &, sao velocidade e aceleragao,
respectivamente, do carretel da valvula.

Como descrito de forma qualitativa, as vazoes das camaras
do cilindro sao fenémenos importantes a serem modelados,
sendo estas dependentes do deslocamento x,,, visto que este
altera a area do orificio entre o carretel e o portico. Além
da area do orificio, a diferenga de pressao entre a camara
do cilindro e o interior da vélula também influenciam a
vazao. Para tal dedugao, utiliza-se a Equagao de Bernoulli
para obter as vazoes Q, e @y, expressas pelas equagoes (3)
e (4), respectivamente (Cunha, 2001).

Qa(xv,pa) = ksaxvgl (pm sign(xv)) (3)

Qb(xinpb) = _ksbx’qu(pba SZgn(xU)) (4>

onde @, e Qp correspondem as vazoes das camaras e p, € Py
correspondem as respectivas pressoes. A correspondéncia
das varidveis com as camaras feita através do subscrito
das mesmas; kg, € kg sao coeficientes de vazao que va-
riam em funcao do deslocamento x, e das caracteristicas
geométricas da vélvula. Por simplificacao, Valdiero (2005)
considera esses termos constantes. As fungoes g; e g2 sdo
definidas através das equagoes (5) e (6), respectivamente.

gl(paa Sign(xv)) = \/K = { m7 Ty, >0 (5)

VPa — Pr, T, <0

92(pv, sign(z,)) = \/I - { VDb — Pry T >0 (©)

VDPs — Pb, Lo <0

onde ps é a pressao de suprimento; p,. é a pressao de
reservatorio; Ap corresponde & queda de pressao no orificio
da valula.

A analise da variagao das pressoes nas camaras do cilindro
pode ser obtida a partir da aplicagao do principio de conti-
nuidade. Segundo Valdiero (2005), as variagdes de pressao
nas camaras do cilindro sdo expressas pelas equagoes (7) e
(8), respectivamente.

4Pa = fa(y)(Qa(xvvpa) - Aa?)) (7)

dt

dp .

— = Fo)(@v(xo, ) — Ayp) (8)
onde A, e Ay sdo as dreas dos émbolos das camara do
cilindro; f, (y) e fo(y) s@o fungdes expressas pelas equagoes
(9) e (10):

5 3
1oW) = 50 = Voo + Ay ©)
fly) = =2 g (10)

T V(y)  Vio + Awy

onde 3 é o médulo de elasticidade do fluido; V,(y) e V4 (y)
sdo os volumes das camaras A e B, respectivamente, e Vg
e Vo sdo os respectivos volumes iniciais das camaras A e
B acrescidos volumes das tubulagoes.

Fy é a forca hidrdulica produziada pelos atuadores e é
dada pela Equacéo (11).

Fr = Agpa — Appy (11)

3. RESTRICOES CINEMATICAS E DINAMICAS

Levando em conta as caracteristicas de um manipulador
serial de 2 GDL com atuadores hidraulicos lineares e os
parametros fisicos obtidos por Valdiero (2005), as retrigoes
relacionadas a velocidade e & forga sao facilmente identifi-
cadas. A primeira restricao é especificada pelo fabricante
do atuador (£0.5 m/s). J4, a restricdo de for¢a pode ser
obtida a partir da condicao em que uma das camaras do
atuador se encontra na pressdo de suprimento (ps) e a
outra na pressao atmosférica do reservatério (p,.) (0 bar
manométrico). Desta forma, utilizando a Equagao (11), os

vetores de forma maxima (fg) e minima (fgr) sdo dados,

respectivamente, pelas equagoes (12) e (13).

o |:Aa1 Psup — Abl 0:| (12)

fH - Aa2 Psup — Ab2 0
Aal 0— Abl Psup
= 1
f7H |:Aa2 0— Apo Psup ( 3)

Para determinar o limite de aceleracao do manipulador,
é aplicado o conceito de massa equivalente. A massa
equivalente de um elo refere-se & massa concentrada do
elo em um tnico ponto, com vista de fornecer um valor
de momento de inércia, conforme o teorema de Steiner,
semelhante a relagao existente entre a estrutura do elo com
seu eixo de rotagao. Devido ao movimento rotacional de
junta do robd em estudo, a posi¢ao do émbolo do atuador
acaba alterando a massa equivalente acoplada a haste,
visto que, também altera o momento de inércia em relacao
a mesma.

Dessa forma, para cdlculo de aceleracdo méxima(Acc) e
minima(Ace) sdo utilizadas todas posigoes possiveis de y,
variando tanto y; quanto ys, posicao dos atuadores 1 e
2, respectivamente, do seu curso minimo até o seu curso
méximo, conforme a Equacdo (14). Repete-se o mesmo
processo para velocidade, conforme Equagao (15), fazendo
com que neste caso ¢y assuma todos os valores possiveis.



Evidentemente, a varredura numérica é feita a partir de in-
crementos discretos das varidveis independentes. Feitas es-
sas consideragoes, isola-se § da Equagao (1), substituindo
Y PO Y; 5 € Y POI Ym,n, resultando nas equagdes (16)
e (17) que determinam, respectivamente, as aceleragoes
maximas e minimas.

Y1i . :
i = ;i=1,..,N; j=1.,N; (14
Y sJ |:y2]:| ? J ( )

Umm = Blm} cm=1,.,M; n=1,..,M; (15
2n

Acc = max(H(yi,j)_l[fiH - C(yi,jv :’Jm,n)vmaw

“Cwig) - Fo(n,) — Fy(Gmn)) (16)

Ace = min(H (yi ) ' [far — C(Wi g, Yrmon)Imom

17
Gig) - Feltiy) ~ FoGmn)) D
onde N é o ntimero de pontos nos quais deseja-se discreti-
zar o curso dos atuadores; onde M é o niimero de pontos
que se deseja discretizar a velocidade; sendo y11 € yin
os valores minimos e maximos de posicao do atuador 1 e
Y1i — Y1(i+1) um valor constante; sendo y21 e ya2y 0s valores
minimos e mdximos de posigao do atuador 2 e y2; —y1(241)
um valor constante; sendo 11 € 917, 08 valores minimos
e maximos de velocidade do atuador 1 e §1m — §1(m+1)
um valor constante; sendo 721 € y257 0s valores minimos e
maximos de velocidade do atuador 1 e 91, — Y1(n41) UM
valor constante.

Considerando a complexa dinamica do rob6 de enfoque
deste trabalho, utiliza-se dois critérios alternativos para
obter os limites de jerk, sendo utilizados os valores mais
conservadores obtidos por intermédio desses dois métodos
(o menor valor entre os dois valor méximos e maior valor
entre os limites minimos de jerk).

No primeiro critério para estabelecer as limitagoes de jerk,
em funcao das mesmas razoes ligadas as variagoes da massa
equivalente em relagao a posicao da haste do atuador e
variagdo de velocidade, utiliza-se as equagoes (7) e (8)
em conjunto com a derivada temporal da Equacao 11
para obter a variagao da forga do atuador e, desta forma,
estimar os limites de jerk méximos e minimos, jerk, e
jerka7 respectivamente, através da Equagao (18), onde sdo
usados valores entre maxima e minima velocidade (¥, n)
e valores de maxima e minima tensao de controle das
vélvulas (u).

dpa :
o — fa(01.0) (Qu(tmaz: Poup) = Aaiienr)
dp, g
= = o019 (@b (maz: Prup) — Aviinr)
’ _ dpak dpyi
jerk, = mazx (Hkk(yz,g) H(Aak dt Abi dt )>

dpa d
jerk, = min <Hk’k(yi,j)_1(f4akpk - Abkpbk)>

Na Equacao 18, &k = 1,2; umqes € a tensao maxima da
valvula; i, é a tensao minima da valvula.

O segundo critério utilizado para limitagao de jerk envolve
a dindmica da védlvula, expressa na Equagio (2), a qual
pode ser interpretada como um filtro passa-baixas de
segunda ordem com frequéncia de corte igual & frequéncia
natural da vélvula (w,). Portanto, considerando um sinal
de controle harmoénico e desprezando efeitos ressonantes
amplificadores dos atuadores e da estrutura do braco,
pode-se estimar que a frequéncia que causarda maiores
jerk sera igual ou menor a frequéncia natural da valvula.
Dessa forma, pode-se estimar as restricoes de jerk a
partir das restrigoes da aceleragao, visto que, para sinais
estacionarios e harmonicos, é ficil a obtencao da primeira
derivada temporal. Os limites de jerk méximos e minimos,
Jerkg e jerk 5 respectivamente, podem ser expressos por

meio da Equacao (19).

jerk; = w, Acc
T = Yn (19)
]erkzﬁ = w, Acc

Desta forma, a partir dos parametros fisicos utilizados
por Valdiero (2005) e dos procedimentos apresentados,
as restrigoes impostas no planejamento de trajetérias sao
obtidas. Estes resultados estao apresentados a seguir, na
Tabela 1.

Tabela 1. Limites cinematicos e dinamicos do
manipuladdor com atuadores lineares.

Atuador 1 Atuador 2
Velocidade Méaxima 0,5m/s 0,5m/s
Velocidade Minima —0,5m/s —0,5m/s
Aceleragdo Méxima 11,55 m/s? 57,87 m/s?
Aceleracao Minima —10,21 m/s? —32,38 m/s?

6,31 10° m/s>
—1,19 10% m/s>

2,40 105m/s3
—4,69 105 m/s>

Jerk Méximo Critério 1
Jerk Minimo Critério 1

Jerk Méximo Critério 2 788,12 m/s® 36361 m/s3

Jerk Minimo Critério 2 —696,38 m/s3 —2208 m/s3
Forca Maxima 1473 N 1473 N
Forga Minima —762 N —762 N

Ressalta-se que, a partir do resultados dos critérios 1 e 2
para limite de jerk, sao utilizados os valores mais conserva-
dores. Neste caso, os limites apresentados na Tabela 1 sao
os obtidos a partir do segundo critério, através da Equacao
19.

4. PLANEJAMENTO DE TRAJETORIA

Baseado na metodologia de otimizagao convexa de traje-
torias em relagao ao tempo desenvolvida Verscheure et al.
(2009), e nos trabalhos de Reynoso-Mora et al. (2016) e
Kong et al. (2013) que o seguiram, sdo propostas mo-
dificagoes nessas metodologias de modo que se obtenha
trajetérias de tempo Stimo com restrigoes cinematicas e
dinamicas e jerk continuos.

4.1 Parametriza¢ao do Caminho

Dado um caminho geométrico mapeado no espago de
atuador y(t) € R™, é possivel parametrizd-lo através de
uma funcao escalar normalizada e mondtona s, ou seja,
s(t) € [0,1] e $(t) > 0V 0 < t < tf, propriedades que



garantem uma transformacao injectiva entre s e t, ou seja,
s possui uma unica correspondéncia em ¢ e vice-versa. As-
sim, pressupondo que y possui terceira derivada continua
em relacao a s, pode-se obter velocidade, aceleragao e jerk
no espago de atuador em funcgao de s através da regra da
cadeia, conforme mostra a Equagdo (20).

Y =y(s)'s
§=y(s)5+y(s)"s? (20)
y _ y(S)IS + 3y(s)//ss + y(S)///$3
) ds . d’s ... d3s 0
onde § = 55 = G ¥ = G O = %5
() ()
( )//: 523 ;( )///: PR

A partir da Equagao (20), utilizando o modelo dindmico
em funcao das varidveis de atuador, expresso por meio da
Equacao (1), obtém-se a Equacao (21), a qual fornece o
modelo dinamico em fungao de s.

H(y(s))ly"(5)5% + y'5] + C(y(s),y'(s)8)y’ (s) 5+

. . . (21)
G(y(s)) + Fesign(y's) + Fv y'$ = fu

Como $ > 0, entdo Fe.sign(y’s) = Fesign(y'), a partir da
algebra linear é possivel mostrar que C(y(s),y’(s)s)y’(s)$
C(y(s),y'(s))y’(s)$%, conforme Verscheure et al. (2009).

As expressdes §, §, % e fr(s) sdo funcoes de s e devem
ser otimizadas de modo a reduzir o tempo de percurso do
caminho geométrico y(s).

Utilizando as seguintes defini¢oes a(s) = &, b(s) = §2,
c(s) == §, escreve-se (22) a partir de (21). Desta forma,
b(s) > 0, b(s) = b/(s)s = 285, V/(s) = 2 a(s) e c(s) =

b(s).

X(s)a(s) + Y(s)b(s) + Z(s)c(s) + W(s) = fa  (22)
(

onde X(s) = H(y(s))y' ; Y(s) = H(y(s))y"(s) +
C(y(s),y'(s)y"; Z(s) = Fv y'; W(s) = Fesign(y') +
G(y(s)) -

De modo que, devido ao caminho ser predefinido, y(s),
y'(s), y"'(s) e y"'(s) ja sdo conhecidos e, portanto, podem
ser calculados X(s), Y(s), Z(s) e W(s). Como o método de
parametrizagao aplicado é genérico, pode-se substituir um
modelo dindmico multi-estado, como, por exemplo, de um
robd de 6 GDL, por um sistema com apenas dois estados

(s, $).
4.2 Problema de Otimizac¢do

A partir da propriedade de s ser monétona, na Equagao
(23) escreve-se o tempo de trajetéria (¢f) em fungao de s.
1
——ds

= /otf = / (i) o= / )

Para que o tempo de trajetéria seja reduzido, c(s) deve
ser assumir valores elevados, e, para evitar singularidades,

(23)

¢(s) # 0. Visando a obtencdo de trajetérias que tenham
velocidade nula nos seus instantes inicial e final, o que
implica em ¢(0) = ¢(1) = 0, o tempo total de trajetéria é
reescrito, onde é considerado que ¢(s) # 0V 0 < s < 1.
Desta forma, os limites de integragao inferior e superior
sao substituidos por 04 e 1_, respectivamente.

A partir das necessidades do uso de limites para veloci-
dade, aceleracao, jerk e forca para planejamento de tra-
jetérias factiveis e da utilizacdo de uma funcao objetivo
que vise a diminuir o tempo de percurso do manipulador,
utiliza-se as equagoes (20), (22) e (23) para formular o
problema de trajetérias de tempo étimo em relagao ao
tempo através da Equacao (24) (Kong et al., 2013).

min ( /Oj ()d)

() e () representam os

onde f(s) =5 /5 b"(s) = 2 f(s); () e ()

respectivos limites maximos e minimos de uma grandeza.

O problema descrito por meio da Equagao (24) apresenta
0s equacionamentos necessarios para a obtencao de tra-
jetorias de tempo 6timo. O problema apresenta fungao
objetivo convexa, restrigoes lineares e pode ser escrito a
partir de funcoes afim de s. No entanto, nao é possivel a
aplicacao de métodos de otimizagao convexa visto que o
problema nao é convexo devido a presenca de equaciona-
mentos nao lineares que comprometem a convexidade nos
termos (x),(xx) e (x*x%) da Equagdo (24). Objetivando que
o equacionamento aumente o espaco de solugdes possiveis,
mas possua convexidade, é possivel reescrever o termo
(#xx) como c(s)? < b(s) < ¢(s)?. Desse modo, a igualdade
tem equivaléncia a duas inequagoes, visto que para esse
caso a Unica soluagao possivel é b(s) = c(s)?. A primeira
inequaldade ( c¢(s)? < b(s) ) é convexa e a segunda
(b(s) < ¢(s)?) é concava. Dessa forma, é desprezada a
parcela concava da igualdade para que o equacionamento

seja convexo. Resultando na restrigao hiperbdlica relaxada
c(s)? < b(s).

Com o intuito de linearizar as restrigoes e tornar convexo
o problema de otimizagao, utiliza-se a igualdade d(s) :=
1/¢(s), onde d(s) é uma nova varidvel de otimizagio. De
forma andloga a realizada com o termo c(s) = /b(s),
também é feita a equivaléncia da igualdade a partir da
transformacao desta em duas inequalidades d(s) < 1/c(s)
e d(s) < 1/c(s), cuja intersecgdo, apresenta correspon-
déncia a respectiva igualdade. Do mesmo modo, é despre-
zado o termo concavo.



A partir da insergdo da varidvel d(s) e das relaxagoes
apresentadas, o problema de otimizac¢ao (24) pode ser re-
escrito. Isto resulta em um problema continuo com fungao
objetivo e restri¢oes lineares, escrito a partir das variaveis
de caminho (s, $ e §) com limitagoes de torque, velocidade,
aceleracao e jerk. No entanto, para sua aplicagao numé-
rica, deve-se modificid-lo adequadamente para implemen-
tagdo computacional. Dessa forma, sendo b(s),c(s) > 0,
reescreve-se as restrigoes hiperbdlicas c(s)? < b(s) e 1 <
c(s)d(s) como restrigdes conicas de segunda ordem. Isto
permite sua aplicagao em ferramentas para Second-order
Cone Program (SOCP), conforme Boyd and Vandenberghe
(2004), viabilizando a utilizagao de pacotes especificos para
essa classe de problemas, como, por exemplo, através do
software MATLAB.

4.8 Discretizagao Numérica

Outra etapa importante no processo de solucao é a dis-
creticao do problema para implementacao computacional.
Dessa forma, divide-se um caminho geométrico perten-
cente ao plano de trabalho do robdé em N pontos e, a
partir da cinematica inversa, é determinado o mapea-
mento desses no espacgo de atuador. Assim, sdo obtidos
os pontos y', ..., y" e feita sua parametrizacio através de
st =0,52,...,sV"1 sV = 1. A partir destes, sdo realizadas
as derivadas discretas de y em relagao a s utilizando
diferencas finitas. Dessa forma, sao introduzidas no pro-
blema um ndmero finito de as varidveis de otimizacao
discretizadas, o, b*, c*, d*, f* e fHk, onde k =1,...., N,
ak = a(sk)a bk = b<5k)7 = C(Sk)a dF = d(Sk)’ fk = f(sk)
e fHk = fu(s*). Para os casos extremos, pontos inicial e
final, ¢t = ¢(04), N =c(1_), d* =d(0,), d¥ =d(1_).

De acordo com a Equagdo (20), para que a trajetéria
planejada tenha terceira derivada temporal (¥) continua é
necessario que y(s)’, y(s)”, y(s)"”, $, § e '§ também sejam
continuos. Desta forma, a continuidade da derivadas de
y(s) em relagao s (y(s)’, y(s)” e y(s)"”") é um requisito
para aplicacao do método presente.

Com o objetivo de garantir a continuidade necesséaria das
derivadas temporais de s, utiliza-se b(s) (5?) descrito a
partir de splines normalizadas de terceira ordem com
coeficientes oy, para os segmentos intermédiarios de
trajetoria, compreendidos entre o segundo e penulimo
ponto (k = 2,..., N — 2), de acordo com a Equacao (25),
implicando em p = 3, garantindo que a suas duas primeiras
derivadas em relagao a s sejam continuas. Isto garante que
$, § e 5 sdo também continuos visto que s(t) >0, >0e
as relacoes b(s) = §2, b(s)" = 2a(s) = 25, b(s)" = 2f(s) =
2’5 /4. Sendo possivel, deste modo, também obter-se a(s)
e f(s) nesses trechos a partir das derivadas do polindémio
que forma cada trecho das splines.

p m
S — Sk
b = m 5 )
(s) mgzoo% < Aoy > S €[Sk, Sk+1] (25)

onde Asy = Spy1 — Sk-

De modo similiar ao realizado com os segmentos inter-
medidrios de trajetéria, utiliza-se a Equacao (25) para
descrever b(s) ($2) como splines de quinta ordem, impli-
cando em p = 5, para o primeiro e o uUltimo segmento

de trajetéria, compreendendo os trechos entre o primeiro
e segundo ponto (1 e 2) e entre o pendltimo e ultimo
ponto (N —1 e N), respectivamente. Essa escolha é feita a
partir da inclusao das restrigoes impostas nesses segmentos
devido a necessidade de que velocidade, aceleracao e jerk
sejam nulas no primeiro e iltimo pontos de trajetoria.

E necessirio que os segmentos formados pela Equagao
(25), assim como suas duas primeiras derivadas, formem
curvas continuas, sendo necessirio que os pontos interme-
didrios apresentem mesmo valor tanto em aproximagao a
esquerda quanto a direita, b(sg+) = b(sk—), e que a mesma
relagdo seja valida para suas duas primeiras derivadas,
a(sp+) = a(sk—) e f(sp+) = f(sk—) (Biagiotti and Mel-
chiorri, 2008).

A partir da Equagao (25), é possivel formar um sistema
linear de equagbes e encontrar os coeficientes (o ,) que
descrevem a spline. Como forma de simplificar a repre-
sentagao do problema de otimizagao, utiliza-se a Equagao
(26), que representa as fungoes splines descritas pela Equa-
cao (25).

[bk+l okt fk+1] — S(Sk) (26)
A partir das relaxagoes e consideracoes feitas para a
discretizacao e de que o manipulador possui uma trajetéria
que as velocidades, aceleracoes e jerk iniciais e finais iguais
a zero, define-se que a! = o = 0, b! = NV = 0
e f!' = fN = 0. Assim como os demais termos de
restricao do problema de otimizagao, a integracao presente
na func¢ao objetivo da Equacao (24) também é discretizada,
sendo realizada sua aproximacao através do método de
integragdo de quadratura numérica. Assim, a partir da
Equagao (24) e da transformacdo das restrigdes conicas
e hiperbdlicas, é obtida uma solucao para o problema
discretizado passivel de implementacao computacional,
conforme descrito pela Equagao (27).

N
min (Z dkAsk>
k=1
entao :
[bk+1 gkl fk:+1]T = 5(s")
Frr < X(sF)ab + V(M + Z(s)e + W(sh) < Far
(y(s*))*b* < (9)?
§ < y(sh)a" +y(s")v <§
Y < y(s) T+ By () ek y(sh) 0 < d'F

2Ck k
< b +1
k =
’ b" —1 2
2 k k
<
gk , c+d
b =24k
bk”_2fk:
&P >0

VE=2.,N-1
a'=a" =00 =b" =0, f' =" =0
(27)



Ap6s a formulacao e discretizagao do problema de otimi-
zagao de trajetérias, conforme a estratégia apresentada na
Secao 4, é possivel escrever o problema em um formato
padrao, como, por exemplo, no formato SOCP (Second-
order Cone Program), que permite obter a solu¢do por
meio da utilizagdo de programas dedicados para este fim
(solvers). Assim, no presente caso, utiliza-se, juntamente
com o software M ATLAB, a ferramenta CVX (Grant and
Boyd (2008, 2014)), que possui autoria comum com a pu-
blica¢do Boyd and Vandenberghe (2004), a qual funciona
como interface para utilizacao do solver SDPTS3.

5. RESULTADOS

Nesta Secao, serao apresentados os resultados numeéricos
obtidos a partir do problema de otimizacao de trajetorias
formulado na Secao 4. As andlises foram realizadas a partir
dos parametros do manipulador de 2 GDL com atuadores
lineares, presentes em Valdiero (2005). Sao utilizados trés
diferentes caminhos predefinidos no espaco cartesiano para
avaliagao do problema, sendo estes mapeados no espaco
de atuador para aplicacdo do método. Além disso, como
forma de avaliar a influéncia no tempo de trajetéria, sao
testadas situagoes com diferentes valores limites de restri-
coes cinematicas e dinamicas. Os trés caminhos geométri-
cos: 0 Caminho Geométrico 1 é formado por uma elipse;
o Caminho Geométrico 2, é composto por uma espiral; o
Caminho 3 , composto por um segmento de reta.

A partir dos valores nominais dos limites cinematicos
e dindmicos presentes na Tabela 1, obtidos através dos
métodos apresentados na Secao 3, é aplicada a metologia
apresentada na Se¢ao 4 para os trés caminhos geométricos
predefinidios (elipse, espiral e reta), formando o chamado
Teste A.

Para o teste B, com o intuito de analisar as mudangas no
tempo de trajetéria causadas pelas alteragoes nos limites
de operagao do manipulador, propoe-se inicialmente uma
mudanca em alguns aspectos operacionais do robo, alte-
rando a pressao de suprimento, que, de forma direta, nao
é uma das restricoes utilizadas no ploblema de planeja-
mento. Alterando p, de 30 bar para 60 bar.

Como forma de andlise a influéncia do limite de veloci-
dade comportamento do tempo de trajetéria, realiza-se o
Teste C com o aumento da restricao de velocidada em
50% (£0,75m/s) e, apesar da inluéncia desta em outras
restricoes, os demais limites presentes na Tabela 1 sao
mantidos.

Os atuadores hidraulicos atuadores possuem a capacidade
de prover variacoes elevadas de torque e, consequente-
mente, também de jerk, de acordo com os valores apresen-
tados na Tabela 1. Buscando o planejamento trajetorias
com valores reduzidos de jerk e, por consequéncia, mais
suaves, o valor de restricao dessa grandeza é reduzido. Nos
testes D e E, visando ilustrar este comportamento, mostra-
se os resultados com uma reducao de, respectivamente,
10% e 30% do seu valor original.

Baseado nos resultados prévios, com intuito de obter
trajetorias mais suaves e rapidas, realiza-se o Teste F, onde
ocorre aumento de 50% da velocidade limite e reducao de
70% do valor do limite de jerk (quando comparado com a
Tabela 1).

O compilado do resultados dos todos os testes em todos os
caminhos estao disponiveis na Tabela 2.

Tabela 2. Compilado dos tempos de trajetoria
para cada teste e caminho geométrico.

Teste Caminho Caminho Caminho
Geométrico 1  Geométrico 2 Geométrico 3
Teste A 1,295 s 1,481 s 0,4247 s
Teste B 1,259 s 1,427 s 0,4068 s
Teste C 0,9827 s 1,183 s 0,3179 s
Teste D 1,489 s 1,755 s 0,5249 s
Teste E 1,344 s 1,556 s 0,4608 s
Teste F 1,036 s 1,260 s 0,3197 s

Como exemplo, demonstra-se a continuidade das curvas de
jerk obtidas através da aplicacao da metologia proposta no
Teste A aplicada ao Caminho Geométrico 1, resultando na
Figura 1.
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Figura 1. Caminho Geométrico 1 - Jerk dos atuadores.

A partir dos tempos de trajetéria dos testes aplicados
aos trés caminhos geométricos utilizados, compilados na
Tabela 2, notou-se que, as alteracgoes relacionadas a pressao
de suprimento nao apresentam resultado significativo na
reducao do tempo de trajetoria. Assim, o principal gar-
galo para diminuicao do tempo de percurso dos caminhos
geométricos esta vinculado ao limite de velocidade dos atu-
adores. A reducao do limite de jerk acrescenta suavidade as
trajetorias obtidas mas, tomando como critério a redugao
do tempo, obtém-se um aumento significativo, a partir da
utilizagao de 10 % do valor nominal de jerk e um pequeno
aumento para valores de 30 %. Por tltimo, foi realizado o
teste para valores de restricao aumentados para velocidade
e reduzidos para jerk, demonstrando, dessa forma, tempos
mais rapidos e suaves quando comparados com os obtidos
a partir dos valores nominais de restri¢ao.

6. CONCLUSAO

O presente trabalho aborda uma andlise sobre a aplicacdo
de um método convexo de otimizagao em relacdo ao
tempo para trajetorias de um robo serial de 2GDL com
atuadores hidraulicos lineares. Baseado nos resultados de
simulacao apresentados ns Secao 5, é possivel afirmar que
o objetivo principal foi atingido, sendo possivel realizar
o planejamento de trajetorias adequadas as caracteristicas
fisicas e aos controladores usualmente utilizados para esses
dispositivos, jerk continuo conforme a Figura 1.

Testes com diferentes limites de restricao foram realizados
visando a determinar como seus valores afetam o tempo



de trajetéria. Por exemplo, o incremento da pressao de su-
primentos, resultou no aumento dos valores das restrigoes
de aceleracgao, forca hidraulica e jerk, mas representou uma
reducao pequena nos tempos de trajetoria. Por outro lado,
um aumento na velocidade limite dos atuadores represen-
tou uma reducao significativa na duracao de trajetéria, o
que ¢é explicado por dois fatores, o primeiro consiste no
conceito que é necessario a utilizagao de velocidades mais
altas para redugao do tempo de percurso. O segundo fator
estd vinculado com a saturacao das curvas de velocidade
obtidas a partir do valores iniciais de restricao. Desta
forma, para o manipulador utilizado, as limitagoes para
alcancar tempos menores de trajetéria estd relacionadas
mais diretamente aos limiares méximo e minimos de ve-
locidade. Outro aspecto analisado foi o de reducao dos
limites de jerk, o que aumentou o tempo de duragao de
trajetéria, fornecendo, porém, trajetorias mais suaves.

Ressalta-se ainda que a utilizagao dos métodos de definigao
dos valores cineméticos e dindmicos limites, juntamente
com o métodos de otimizacao de trajetoria, pode servir
como base para o desenvolvimento de manipuladores,
caso um dos aspectos de interesse seja a construgao de
manipuladores com ciclo de trabalho reduzidos.
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