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Abstract: The positive invariance property of polyhedral sets is used to design static and
dynamic output feedback control laws for systems subject to state and control constraints, thus
guaranteeing the local asymptotic stability to the origin of the trajectories starting from a pre-
specified set of interest. The proposal considers a bilinear optimization problem in which the
objective function weighs the speed of the convergency of the trajectories to the origin and the
control effort. Some numerical examples allow us to show the proposal’s efficacity and potentials.

Resumo: Utiliza-se a propriedade de invariancia positiva de conjuntos poliédricos para projetar
leis de controle por realimentacao de saidas, estatica e dinamica, garantindo que as restrigoes de
estado e controle sejam respeitadas para toda trajetéria do sistema que parte de um conjunto
dado de condi¢oes iniciais. A proposta considera um problema de otimizacao bilinear cuja funcao
objetivo pondera a velocidade de convergéncia das trajetérias para a origem e o esforco de
controle. Exemplos numéricos mostram a eficdcia e o potencial da proposta.
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1. INTRODUCAO

Nas ultimas trés décadas, o conceito de invariancia positiva
de conjuntos poliedrais tem sido utilizado por diversos
autores, brasileiros e estrangeiros, para tratar problemas
de andlise e sintese de controle de sistemas dinamicos na
presenca de limites sobre os estados ou das varidveis de
controle do sistema. Em geral, a invariancia positiva de um
conjunto convexo garante o confinamento das trajetérias
do sistema no seu interior. Isto permite determinar regioces
de estabilidade local, nas quais garante-se o respeito das
restrigoes, inclusive na presenca de perturbagoes e ruidos
limitados em amplitude. Além disso, sob a hipdtese de
contratividade do conjunto ao longo das trajetérias do
sistema, pode-se garantir a estabilidade assintética local do
sistema controlado; veja, por exemplo, Castelan and Hen-
net (1993); Hennet (1995); Blanchini (1999); Tarbouriech
et al. (2011); Blanchini and Miani (2015); Dérea (2009);
Dantas et al. (2018) e referéncias ali contidas.

Muito embora os conjuntos poliédricos tenham a forma
mais adaptada aos limites em amplitude encontrados na
préatica, as relacoes algébricas que descrevem a invariancia
positiva de conjuntos poliedrais sao, por natureza, bili-
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neares em termos das varidaveis matriciais, que permitem
determinar um conjunto invariante que seja desconhecido
a priori (Blanchini and Miani, 2015). Por um outro lado,
a utilizacao de conjuntos de natureza elipsoidal associ-
ados a fungoes de Lyapunov quadraticas ou compostas
popularizou-se devido a aplicacao de métodos baseados na
utilizacao de LMIs, que podem ser resolvidas por métodos
de Programagao Convexa (Tarbouriech et al., 2011).

Entretanto, é importante salientar que as bilinearidades
presentes nas condicoes algébricas que descrevem a invari-
ancia positiva de conjuntos poliédricos podem ser tratadas
de forma numericamente eficiente por alguns otimizadores
nao-lineares locais, incluindo o solver nao-linear KNITRO
(Byrd et al., 2006). Uma caracteristica importante desta
formulagao é que os ganhos de realimentacao aparecem de
forma explicita no equacionamento bilinear, o que permite
considerar leis de controle do tipo realimentacao de saidas,
estdtica e dindmica, como demonstrado em Brido et al.
(2018); Briao (2019); Dérea et al. (2020). Dessa forma, a
abordagem baseada em Programagao Linear (PL), utili-
zada em Santos et al. (1997); Milani and Dérea (1996);
Milani et al. (1996), entre outras referéncias, para a obter
a invariancia do conjunto poliédrico determinado pelas res-
trigoes sobre os estados, pode ser adaptada para garantir
a invariancia de um poliedro contido no conjunto de restri-
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coes de estado. Além do projeto de controladores do tipo
realimentacao de saida, esta abordagem tem flexibilidade
para tratar diferentes objetivos referentes ao desempenho
local do sistema sob restrigoes, como os explorados no
presente trabalho, bem como de considerar restrigoes es-
truturais na lei de controle.

Dentro do contexto anterior, o objetivo neste artigo é
apresentar de forma unificada uma nova abordagem ba-
seada em programacao bilinear para a sintese de leis de
controle por realimentacao de saidas, estatica e dindmica,
para sistemas lineares invariantes no tempo continuo ou
discreto. Mais especificamente, considera-se que o sistema
estd sujeito as restricoes sobre os estados e as varidveis
de controle, nao necessariamente simétricas em relagao
a origem, e deseja-se sintetizar uma lei de controle e
um conjunto poliédrico positivamente invariante tais que,
dado um conjunto de estados iniciais admissiveis de inte-
resse para o projeto, todas as trajetorias iniciadas neste
conjunto de interesse convirjam assintoticamente para a
origem respeitando as restrigoes sobre estados e controle.
O problema de otimizacao proposto tem como restrigoes
as condicoes algébricas necessarias e suficientes que des-
crevem a invariancia do conjunto a ser determinado, as-
sim como as relagoes de inclus@ao de conjuntos necessarias
para o tipo de solucdo considerada. Além disso, a fungao
objetivo em questdo, inspirada em Milani et al. (1996);
Brido et al. (2018), permite ponderar a velocidade de
convergéncia das trajetdérias para a origem e o esforgo de
controle.

Este artigo é organizado como segue. Na préxima secao,
o problema geral de controle por realimentacao de saidas
é apresentado. Na Secdo 3, considera-se o problema espe-
cifico de Realimentagdo Estética de Saidas, ou SOF (do
inglés Static Output Feedback), apresenta-se os resultados
tedricos relevantes para a sua solugao e coloca-se o pro-
blema de otimizagao bilinear correspondente. Da mesma
forma, na secao seguinte, considera-se o problema de con-
trole por Realimentacdo Dindmica de Saidas, ou DOF (do
inglés Dynamic Output Feedback). Para tanto, utiliza-se
uma formulagao classica no espaco de estados aumentado
a qual permite adaptar o problema de otimizagao bilinear
anterior para o projeto de controladores de tipo DOF
de ordem geral. A Segdo 5 é dedicada a apresentagdo e
discussao de dois exemplos ilustrativos. Finalmente, sao
apresentadas as conclusoes.

2. APRESENTACAO DO PROBLEMA

Considere um sistema Linear e Invariante no Tempo (LIT)
em malha aberta, dado por:

plz(t)] = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

em que t € Ry se o sistema é em tempo continuo e t € N
no caso de tempo discreto, com:

dx(t)
plz(t)] = { a o SetE Ry 2)
x(t+1), seteN,

(1a)
(1b)

z(t) € R™ o vetor de estado, u(t) € R™ a entrada de
controle e y(t) € RP a saida mensurada. Além disso,

A e R B e R"™™ e C € RPX™ e os pares (A, B)
e (C, A) sao controldveis e observdveis, respectivamente.

O sistema possui as seguintes restri¢coes sobre as varidveis
de estado e controle, as quais sao limitadas a evoluir no
interior de conjuntos poliédricos na forma:

X = {x(t): Gz(t) < 1;,}, com G € Rlsxm,
U = {u(t): Zu(t) < 1.}, com Z € R=*m,
onde 1, =[11...1]7 € Rk,

(3a)
(3b)

Adicionalmente, considera-se um conjunto de condi¢Oes
iniciais admissiveis de interesse para o sistema em malha-
fechada, dado por:

D = {(0) : Dz(0) <1;,}, com D € Rlex" (4)

Este conjunto é de escolha do projetista e deve ser com-
pativel com as restrigbes impostas sobre os estados, ou
seja, D C X. Nesse cendrio, serd considerado o problema
de controle do sistema (1) sujeito as restrigdes (3a), (3b) e
(4), utilizando leis de controle por realimentagao de saidas,
estatica e dinamica, definidas como segue:

e Realimentagdo estdtica de saidas (SOF)
u(t) = Ky(t), K e€R™*P, (5)
e Realimentacao dindmica de saidas (DOF):
pelz(t)] = Acwe(t) + Bey(t) (6a)
u(t) = chc(t) + Dcy(t)v (6b)
em que 0 < n, é a ordem do controlador dinamico

e z.(t) € R™ é o vetor de estado associado, com
A, € R B, € R**P ¢ O, € R™*".

O problema especifico a cada uma das leis de controle e
os resultados correspondentes serao apresentados nas duas
secoes seguintes.

3. REALIMENTACAO ESTATICA DE SAIDAS

Aplicando-se a lei de controle SOF (5) ao sistema (1),
obtém-se o sistema em malha-fechada

plz(t)] = (A+ BKC)x(t), (7)

cujas trajetérias que iniciam em (4) devem evoluir no
interior de (3a) e convergir assintoticamente para a origem
sob a aplicagao de entradas de controle restritas a (3b).

Trata-se, entao, de um problema de estabilizacao local do
sistema (7), que pode ser tratado utilizando-se o conceito
de invarincia positiva de conjuntos convexos (veja, por

exemplo, Hennet (1995); Blanchini and Miani (2015)).

Definicao 1. Um conjunto convexo L € R™ € um conjunto
positivamente invariante do sistema (7) se toda trajetéria
que inicia em L permanece em L para todo t > 0. Além
disso, se contém a origem em Sseu interior, o conjunto
positivamente invariante L € contrativo se 0L também é
positivamente invariante para todo valor de 6 € RT no
intervalo (0, 1). Entdo, se L € compacto (limitado e fe-
chado) e contém a origem no seu interior, a contratividade
garante a estabilidade assintdtica local para a origem de
todas as trajetdrias do sistema (7) que iniciam em L.

Neste trabalho, sao considerados conjuntos poliédricos
compactos com a origem no seu interior, representados
como:

L={x(t): La(t) < 1.}, (8)



em que L € R™"™ r >mn e posto(L) = n.

Mais especificamente, considera-se o problema de controle
SOF sob restri¢oes que segue.

Problema 1. Dado um sistema (1) sujeito das restrigoes
(3a) e (3b), e considerando-se um conjunto de condigdes
iniciais (4), encontrar uma lei de controle (5) e determinar
um conjunto poliédrico positivamente invariante L em (8),
contrativo ao longo das trajetdrias do sistema (7) e que
satisfaca D C L C X, tais que as entradas de controle
correspondentes sejam admissiveis, u(t) € U.

3.1 Condigoes algébricas para invariancia e inclusoes

Com vistas a resolugdo deste problema, além da invarian-
cia positiva e contratividade do poliedro £ e das inclusoes
D C Lel CX,serd também imposta a inclusdo £ C Uy,
que garante a admissibilidade da lei de controle e, além
disso, evita a saturagio (ver, por exemplo, Tarbouriech
et al. (2011)), em que:

Uy = {x(t) : ZKC(t) < 1,,) (9)
é obtido a partir de (3b) e (5).

A seguir, apresenta-se de forma unificada (tempo continuo
e discreto) as condigbes algébricas necessérias e suficientes
para a invaridncia positiva e contratividade de um con-
junto poliédrico (veja, por exemplo, Castelan and Hennet
(1993); Hennet (1995); Blanchini and Miani (2015)).

Teorema 1. Um poliedro L, (8), é um conjunto positiva-

mente invariante do sistema (7), com fator de contrativi-
dade v, € R se, e somente se, AH € R"™*" | tal que:

HL = L(A+ BKC) (10a)
H]-r S ’yt]-r (10b)

em que:
i) set € Ry, entio v = —€ € (—00,0) e H é uma

matriz de tipo Metzler (também dita Essencialmente
Nao-negativa), ou seja,
hig > 0, Vi # js (1)
it) set € N, entdo v, = A € [0,1) e H é uma matriz
Nao-negativa, ou seja,
hij >0, Yiej. (12)
O

Observagdo 1. A igualdade (10a) pode ser interpretada
como uma transformacao de similaridade generalizada que
relaciona os conjuntos espectrais de (A+BKC) e H, dados
por (A + BKC) = {p;,i = 1...n} e o(H) = {§,i =
1,...,7r}. Assim, no caso tratado em que posto(L) =n < r,
tem-se 0(A + BKC) C o(H). Além disso, a condicdo
(10b) implica nas seguintes propriedades da matriz H que
permitem concluir sobre a estabilidade dos autovalores de
(A+ BKC):

i) se t € RT, a matriz de tipo Metzler H é Hurwitz
e os elementos do seu conjunto o(H) sdo tais que
Re(&) < € < —e, em que € ¢ obrigatoriamente um
autovalor real pertencente ao conjunto espectral o(H)
(Castelan and Hennet, 1993). Logo, no caso continuo
no tempo, Re(u;) < —e¢;

it) se t € N, a matriz Nao-negativa H é Schur estével,
e 0 seu conjunto espectral pertence ao circulo [¢;] <
& < A, no interior do circulo unitario, em que £ é

um autovalor real e positivo igual ao raio espectral
da matriz H (Berman and Plemmons, 1994; Hennet,
1995). Portanto, no caso discreto no tempo, |u;| < A.

A seguir, sdo apresentadas as condigoes algébricas neces-
sarias e suficientes para a obtencao das inclusoes entre os
conjuntos poliedrais envolvidos no Problema 1, as quais
podem ser obtidas pela aplicagao de uma extensao do
Lema de Farkas apresentada em Hennet (1995):

o L C X «= 3T € RY*" nido-negativa, tal que:

TL = G, (13a)
T, <1, (13b)

e LCU, = TQ € R:XT ndo-negativa, tal que:
QL = ZKC (14a)
Q1, < 1, ; (14b)

e DC L <= 3V € R™*M ndo-negativa, tal que:
VD =1L, (15a)
V1, <1, (15b)

Além disso, é importante salientar que a matriz L € R"™*"™,
com r > n, tem posto coluna completo se, e somente se,
admite uma pseudo-inversa (a esquerda) U € R™ " de
modo que:

UL=1, (16)
Em consequéncia dos resultados anteriores, a proposicao a
seguir resume as solucoes consideradas para o Problema 1.

Proposigao 1. O Problema 1 tem solu¢do formada por
uma matriz de ganhos SOF e um poliedro L que garante
a admissibilidade de u(t) via a inclusio L C U, se, e
somente se, existem escalares r > n e v, e matrizes K,
L, U, H, T, Q eV, que verificam as condigées (10)-(16).

3.2 Problema de otimizacdo bilinear

A utilizagao da Proposicao 1 na sintese de solugoes para o
Problema 1, carrega alguns produtos entre pares de matri-
zes que sao varidveis de decisao, incluindo a matriz SOF K
e a matriz L que define o conjunto £. Mais especificamente,
os produtos bilineares envolvem as matrizes: i) H e L no
lado esquerdo da equagédo (10a), assim como L e K no seu
lado direito; #) @ e L em (14a); 444) T e L em (15a); e vi) U
e L em (16). Entretanto, estes produtos bilineares podem
ser considerados como restrigoes de projeto do programa
de otimizagao proposto na sequéncia. Assim, técnicas de
otimizagao nao-linear apropriadas podem ser utilizadas
para encontrar solugoes para o Problema 1 (Brido et al.,
2018; Brido, 2019).

Com vistas a formulagao de um problema de otimizagao a
partir da solugao proposta anteriormente, serao considera-
dos dois critérios relativos ao desempenho do sistema em
malha-fechada (7):

a) Velocidade de convergéncia (exponencial) da resposta
do estados, associada ao coeficiente 7y, conforme itens
i) e ii) em (10b) e na Observagao 1;
b) Esfor¢o de controle, associado & restrigio em norma
infinito:
IKCllw < 6, 6 € R, (17)
Logo,

[u(®)][oo = [[KCz(t)]oo < @l (t)][co-



Desse modo, define-se o problema de otimizacao bilinear
seguinte, considerando que r > n, e os limitantes escalares
Yy Ve € ¢ sao escolhidos a priori:

minirrnizar (v, 0) = + ag

sujeito a  (10) — (17)
0<7, <% <, (18)
0<9<4,
fe()) < oo,

comT'=(K, L, U H T, Q,V, v, ¢)el=1,...,L

Pela escolha de «, a fungéo objetivo linear ®(y;, ¢) permite
ponderar a velocidade de convergéncia das trajetérias,
representada pelo coeficiente de contratividade -4, e o
esforco de controle, representado por ¢. Logo, a escolha de
diferentes valores para o parametro a permite ao projetista
testar e comparar diferentes solugoes com desempenhos
temporais distintos. J4 as restricoes adicionais, represen-
tadas por fi(-) < ¢, podem ser impostas as varidveis
de decisao para diferentes fins, incluindo os numéricos
discutidos em (Brido et al., 2018) e (Brido, 2019).

E interessante relembrar que:

i) no caso continuo no tempo, v = —¢, com € € [e, €,
em que € > 0 é um valor suficientemente pequeno
para garantir a convergéncia das trajetérias para a
origem, e o limitante € < co. Logo, a minimizagao de
do termo ; corresponde a maximizacao da velocidade
de convergéncia representada pela abscissa espectral
—€. ~

i1) no caso discreto no tempo, 7 = A € [A, A], em que
pode-se considerar A = 0, e deve-se escolher A\ < 1.
Neste caso, a minimizagao do termo ~y; corresponde a
minimizagao do coeficiente de contratividade A.

Diferentes técnicas de otimizagdo nao-linear podem ser
consideradas para resolver o problema (18) como, por
exemplo, os descritos em Kennedy and Eberhart (1995);
Conn et al. (2009). Neste trabalho, os resultados foram
gerados pelo solver KNITRO (Byrd et al., 2006), pois
a otimizacao é simultanea e escolhe o algoritmo com a
maxima eficiéncia e robustez para problemas bilineares
como o problema (18). Ainda, nota-se que o KNITRO nao
garante encontrar solucoes étimas globais, no entanto, mi-
nimos locais sao encontrados, com convergéncia garantida.

Ademais, o problema de otimizagao nao-linear (18), cujas
restrigoes sao formuladas por matrizes e vetores, pode ser
reescrito no formato elemento a elemento, sendo mais ade-
quado para a linguagem AMPL empregada pelo KNITRO.
Portanto, essa reformulacao se encaixa bem na abordagem
da otimizagao bilinear e para fins de projeto de controle
(Brido et al., 2018). Por fim, considera-se v € {1,...,7} e
t€{1,...,pa} as restrigdes fo(-) < @, estabelecidas, para
determinar os limites inferior e superior aos elementos de

K, LeU:
k<ksy <k, 1<lj;<le u<u;<u,

onde k, k, I, I, u, u € R. A imposicao desses limites é
uma estratégia importante em programagao matematica
para tratar problemas nao lineares ou nao convexos, para
reduzir o espago de busca de varidveis de decisao que nao
sao originalmente limitadas.

4. REALIMENTACAO DINAMICA DE SAIDAS

O sistema em malha-fechada devido a realimentacdao do
sistema (1) com a lei de controle DOF (6), pode ser refor-
mulado como um sistema aumentado de ordem n, = n+n.
realimentado por uma lei de controle de tipo SOF aumen-
tada, sendo esta formada pelas matrizes do controlador
dinamico. De forma cléssica, considera-se variaveis ficticias
de controle e saida, tais que u(t) = p[z.(t)] e §(t) = z.(¢),
respectivamente, e define-se os vetores aumentados seguin-
tes:

x(0)

z4(t) = [mc(tt))} ER™, ,(0) = { 0 } € R",

m ER™, y,(t) = {ggm € RPe,

em que mg = m + n. € p, = p + n.. Dessa forma, tem-se
o sistema aumentado a controlar:

Pa[za(t)] = Aza(t) + Bua(t) (19a)
Ya(t) = Cxq(t), (19b)
o= 4] 2= 1] - [5]
e a lei de controle SOF aumentada:
ua(t) =Ky, (t), com K= [gz iz] . (20)

Obtém-se, entao, o sistema aumentado em malha-fechada,
representado na forma:

Palz(t)] = (A + BKC)zq(t) (21)
Além disso, visando adaptar a abordagem de projeto apre-
sentada na secao anterior ao projeto DOF sob restrigoes,
considera-se o conjunto X, C R™ formado a partir das
restrigoes originais sobre os estados do sistema, além de
adaptar-se a restricao sobre o vetor de controle e o con-
junto de condigoOes iniciais a representacao aumentada,
como segue:

A@—@A@whdwghd,mmg—{ﬁg,(n)
Uy = {ua(t) : Zua(t) < 1., }, com Z::{g g—,(zm
Da:{xaw):DwAO)<1M},amlD::{gg . (24)

nas quais G € Rlaxne 7 ¢ Rlexne ¢ D e RliXme s3o
matrizes auxiliares escolhidas pelo projetista, e g = l4+13,
lz =141z elp = lg+1;. Em particular, G ¢ utilizada para
impor limites & varidvel de estado do controlador, Z pode
ser escolhida como uma matriz nula, e D pode ter valores
suficientemente grandes de tal forma que as condi¢Oes
iniciais dos estados do controlador sejam consideradas
praticamente nulas, ou seja, z.(0) — 0.

Ainda, para redefinir o problema de controle sob restri¢oes
associado ao caso DOF e obter solucoes apropriadas para



esse problema, considera-se um conjunto poliédrico £, €
R™e tal que:

Lo ={z4(t) : Lza(t) < 1.},
em que L € R"™*"a r >n, e posto(IL) = n,.

(25)

Pode-se, entao, definir o problema a seguir, adaptado a
partir do Problema 1, que visa o célculo de um controlador
DOF em (6) que garanta o respeito das restrigoes (3a) e
(3b) a partir das condigOes iniciais admissiveis de interesse
em (4).

Problema 2. Dado um sistema (19) sujeito as restrigoes
(22) e (23), e considerando-se um conjunto de condigdes
iniciais (24), encontrar uma lei de controle SOF aumen-
tada (20) e determinar wm conjunto positivamente inva-
riante Lo, (25), contrativo ao longo das trajetdrias do
sistema (21) e que satisfaca D, C L, C X,, tais que as
entradas de controle correspondentes sejam admissiveis, ou
seja, u(t) € Uy.

Neste caso DOF, o conjunto que garante a admissibilidade
da agéo de controle, U, € R™= é definido a partir de (19a),
(19b) e (20) como:

UY ={x,(t): [1,,0)ZKC < 1,,} (26)
4.1 Condicdes algébricas e problema de otimizacao bilinear

Em funcao da reformulacao anterior, a Proposicao 1 pode
ser utilizada para solucionar o Problema 2 ao utilizar-se as
seguintes substituigoes:

A+~ A B+ B C+C,G+G,Z<+ 7,
D+DK+KL+LeU-+TU.

Proposicao 2. O Problema 2 tem solugao formada por
um controlador DOF em (6) e um poliedro L, € R™ que
garante a admissibilidade de u(t) via a inclusao L, C UY
se, e somente se, existem escalares v > ngy, v, matrizes K,
L tais que as condigoes (27)-(31) seguintes sdo verificadas:

e Invaridncia positiva e contratividade de £, < I H €
R"™*" nao-negativa ou essencialmente ndo-negativa :

HL = L(A 4+ BKC) (27a)
H1, < %1,, (27Db)

o L, C X, & 3T e R*" njo-negativa:
TL = G, (28a)
T1, < 1, (28b)

e LoeU; & 3Q€ R!2X" nio-negativa:
QL = ZKC (29a)
Q1, < 1;,; (29b)

e D, C L, < 3V e R"™¥P njo-negativa:
VD = L, (30a)
V1, <1, (30Db)

e Posto(L) =7 > n, & I U € R?X":

UL =1,, (31)

|

De forma similar ao caso SOF, sera definido agora o
problema de otimizacao bilinear referente ao sistema au-
mentado (21). Note que além do esfor¢o de controle, para

efeito de obtencao de resultados numéricos melhor condi-
cionados, também se leva em conta o vetor de estado do
controlador através da expressao:

IKClloo < &, ¢ € Ry (32)

Logo, o problema de otimizacao bilinear a seguir, conside-
rando que r > ng,, e os limitantes escalares Y, Ve € ¢ sao
escolhidos a priori:

mini{ﬂniz&r D(v,d) =y +

sujeito a  (27) — (32)
0<7, <% <, (33)
0<¢ <9,
f@() < ©e,

comT=(K, L U H T, Q V, v ¢)el=1,... 7
Como anteriormente, no problema (33) pode-se ponderar
através de a a velocidade de convergéncia das trajetdrias,
associada ao coeficiente de contratividade 7, e o esforco
de controle associado a ¢. Além disso, com as substituigdes
devidas, o programa computacional que implementa o
problema de otimizacao (18) pode ser adaptado e utilizado
para implementar (33).

5. EXEMPLOS NUMERICOS

Nos exemplos numéricos mostrados nesta secao, os se-
guintes limites inferior e superior foram atribuidos aos
elementos de L, U e K: [ = v = —1000, { = u = 1000,
k= —10 e k = 10. Além disso, a partir das desigualdades
que envolvem as matrizes nao-negativas ou essencialmente
nao-negativas H, seus elementos sdo superiores limitados
por h = 1. Ainda, os escalares nao-negativos y; e ¢ s@o
delimitados por A = 0,99999, ¢ = 100 e ¢ = 10. Os
resultados numéricos sao obtidos usando o solver KNITRO
(Byrd et al., 2006).

5.1 Ezxemplo 1: Sistema em tempo discreto

Considere o sistema (1) discreto no tempo, adaptado de
Gupta and Falcone (2019), representado pelas seguintes

matrizes:
11 2
A|:01:|7 B|:1:|7 C:[10]7

cujas restrigoes nao-simétricas sobre os estados, X', e o
controle, U, sdo definidas a partir das matrizes:

T
0,8 0-1 0 1
G:[o 10 —1} ¢ Z—{—L%]'

O conjunto de condigoes iniciais admissiveis de interesse,
D, é definido como um poligono hexagonal, com:

H_[151,5-1,5-15 3 -3 T
=13 -3 3 -3 00

A- Projeto por Realimentacao FEstdtica de Saidas:  Os
resultados obtidos a partir do problema de otimizacao
(18) para diferentes opgoes do parametro de otimizacdo
a espagados de 0,1 no intervalo [0, 1], considerando A =
0,9999 e r = 3n = 6, estao resumidos na Tabela 1. Neste
exemplo, os valores numéricos para o € [0,3, 0,8] foram
iguais aos valores obtidos para o = 0, 2.



[ [ X T ¢ ] K [ oc(A+ BKCQC) ]
0 [ 08571 [ 7,5072 | [-0,5714] | {0,4286 & 0,4949:}
0,1 | 0,8571 | 0,5714 | [-0,5714] | {0,4286 + 0,4949:}
0,2 | 0,8660 | 0,5000 | [-0,5000] | {0,5000 = 0, 50003}
0,4 | 0,8660 | 0,5000 | [-0,5000] | {0,5000 = 0, 50004}
0,9 | 0,9580 | 0,3880 | [-0,3880] | {0,6119 % 0,4873:}
1 | 0,9999 | 0,3450 | [-0,3450] | {0,6550 & 0, 47547}

Tabela 1. Projetos SOF com r = 6

Visando mostrar a eficiéncia da fungao objetivo ®(A, ¢)
escolhida no problema de otimizagao, pode-se observar que
com o aumento do fator de ponderagdo a: i) o valor do
coeficiente de contratividade aumenta, o que implica no
aumento de magnitude dos autovalores de (A + BKC) e,
consequente, diminui¢ao da velocidade de convergéncia das
trajetorias; e 4i) tem-se valores menores do coeficientes ¢
e, portanto, da magnitude do ganho proporcional K.

Na Figura 1, pode-se visualizar e comparar graficamente
as solugoes obtidas para o = 0,1 e @« = 0,9 em termos do
conjunto invariante £ e das trajetérias de estado partindo
de um dos vértices do conjunto D. Nota-se que, em
ambos os casos, as trajetdrias evoluem no interior de L,
mas tendem para a origem diferentemente, refletindo os
coeficientes de contratividade distintos obtidos nos dois
casos. As matrizes L obtidas para a = 0,1 e a = 0,9 sao:

0,7499 —1,1666 0,3682 —1,3333

1,0404 —0,2290 0,2577 0,9372
Lo _ | 0,0079 1,0285|  _ |~1,0000 0,0000
0.1 =1 0,1666 —1,1666| © 00 = | —0,2336 —1,0437
~0,6990 1,2262 —0,4795 1,3333

—1,0000 0,0000 1,0632 —0,4549

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Figura 1. Projeto SOF paraa=0,1e a=0,9

As acoes de controle correspondentes as trajetérias citadas
sao mostradas na Figura 2, na qual se verifica que um me-
nor coeficiente de contratividade foi obtido em detrimento
de uma acao de controle com amplitude mais importante
nas amostras iniciais. A energia correspondente aos dois
sinais de controle, cujo valor é aproximado por ||u(t)||e, =
$25 ju(t)?, é: ||luo,1lle, = 0,3516 e |lugolle, = 0,3197.

B- Projeto por Realimenta¢do Dinamica de Saidas:  Os
projetos de controladores dinamicos por DOF de ordem
reduzida, n. = 1, sao reformulados como um sistema
aumentado de ordem n, = 3. Para tanto, o sistema (21) é
representado pelas seguintes matrizes aumentadas:

0.5

—%
* —O upy
04 g

03 |

02

-0.2

Figura 2. Agdo de controle para a« =0,1e a=0,9

2.0 c_[1oo
» C=loo 1|

10
01
Atribuindo-se G = [I — 1]T, ou seja, |z.(t)] <1e Z =0,
as restrigoes de estado e controle nos espagos aumentados
sao definidas por:
1 0
-1,250

0,80-1 0 0 071"

01 0-10 O] e Z= [
00 0 O

Ainda, para aproximar o conjunto de formato hexagonal,

D € R2, no espaco aumentado, considerou-se D = [d —d],

com d = 10*, obtendo-se:

110
A=010]|, B=
000

G:

1-1

1,5 1,5 -1,5 -1,5 3-3 0 017%
D=3 -3 3 -3 00 0 0
0 0 0 0 0 0 3d-3d

Os resultados obtidos a partir de (33) estao resumidos na
Tabela 2, seguindo os mesmos parametros de otimizagao
«a anteriores, e para r = 3n, = 9. E interessante obser-
var que, comparativamente ao projeto SOF anterior, a
utilizagao do controlador DOF permitiu obter coeficien-
tes de contratividade menores (portanto, autovalores com
magnitudes também menores) quando se pondera menos o
esforco de controle (v = 0;0,1 e 0,2). Por outro lado, para
os valores de @ = 0,9 e 1, foram obtidos valores menores
para o limitante ¢ da agao de controle. Na Figura 3 pode-

o ¢ K = Zg gc o(A +BKC)

0 | 08027 | 9,4471 ::8: Z;g —0")701‘;1: {01 498 (f (?9, ;1371,}
0,1 | 0,8028 | 0,7018 ::8: Zgg :g: ;ii {0, 482;;)(;;163@,}
0,2 | 0,8121 | 0,6454 :0%52620 —06,0(?;)2: {0, 495 (f 10:§ ;152@,}
0,4 | 0,8660 | 0,5000 ;8: ggg :8: 822: {0, 500 (f & jool,}
0,9 | 09999 | 0,3333 :—0% fg‘ 36?8;]6: {0, 666 (i[ gé gm,}

1 | 0,9999 | 0,3333 __o?b 353;3 —06?839_ {0, 66E (i: ooé ;;711,}

Tabela 2. Projetos DOF com r = 9

se visualizar graficamente a solugao obtida para a = 0,2,
cujo conjunto £ € R? ¢é determinado pela matriz:



—~1,0000 1,1245 0,1751 1,1219 ...
0,0000 —0,4057 —1,2455 —0,4223 ...

0,0000 0,0083 0,3277 1,7494 ...
—0,8872 —0,6666 —1,0775 0,6666 —0,26277"
0,8907 11,3333 10,5109 —1,3333 1,3332]
0,8221 —0,0089 —2,0166 0,0480 —0,4098

Figura 3. Projeto DOF para a = 0,1

Observa-se, em particular, que a trajetéria dos estados
evolui agora no espago de estados aumentado, muito em-
bora tenha iniciado no interior do conjunto D definido
originariamente no espacgo de estados do sistema a con-
trolar. Na Figura 4, apresenta-se agado de controle u(t)
associada a trajetoria tragada na Figura 3, bem como
a evolugdo do estado do controlador dindmico, x.(t). A
energia deste sinal de controle associado ao coeficiente
de contratividade Apor = 0,8121, é aproximada por
lu(t)|le, = X2 u(t)? = 0,7568, a qual é mais significante
do que o valor |lug.1]le, = 0,3516 obtido no caso SOF, com
Asor = 0,8571.

0.4

. —% u
03 1 —o =
02 1
01t i 1

0 i $6§*’“‘%%=%%%==a=%=

u i
0.1
02 f
03 |
04 |

*
05 . . . .
0 5 10 15 20 25

t

Figura 4. Acdo de controle e estado do controlador para
a=0,1

5.2 Exemplo 2: Sistema em tempo continuo

Considera-se o sistema continuo no tempo (1), definido
pelas seguintes matrizes adaptadas de Blanchini and Miani

(2015):
i< 1] e- b

paraoqual Z =[0,125 - 0,125 ]T determina as restricoes
simétricas de controle U, e as de estados, X, sdo definidas
pela matriz:

G_[O,3333 0 —0,3333 —0,3333 0

0,3333]"
0,25 0,25 —0,0833 —0,25

—0,25 0,0833

O conjunto de condigoes iniciais admissiveis de interesse,
D, é definido como um poligono retangular, com:

T
1-10 0
D:[O 0 1—1} :

A lei de controle considerada neste caso é do tipo realimen-
tagao estética de estados, u(t) = Kxz(t), com K € R1*2,
Os resultados obtidos a partir de (18) sdo expostos na
Tabela 3, com parametros de otimizagao espacados de
0,1 no intervalo [0, 0,4], —e = (—100, —0,00001) e
r = 6. Também pode-se observar o compromisso devido
a escolha do fator «, entre a velocidade de convergéncia
das trajetdrias para a origem através do coeficiente e, e
da agéo de controle através de ¢. Ademais, neste exemplo
em tempo continuo, obtém-se um dos autovalores igual, ou
bem préximo, a abscissa espectral —e.

[a ] € [ ¢ ] K [  o(A+BKCO) |
0 [ 1,4127 [ 9,3986 | [-3,8571 -4,1429] | {—1,4127, —2,7302}
0,1 | 1,3273 | 7,1061 | [-3,2958 -3,8104] | {—1,3273, —2,4831}
0,2 | 0,9999 [ 4,3333 | [-1,6667 -2,6667] | {—1,0000, —1,6667}
0,3 | 0,2368 | 1,2287 | [-0,1900 -1,0388] | {—0,2369, —0,8019}
0,4 | 0,0001 | 0,5002 | [-0,0001 -0,5002] | {-0,0001,—0,5001}

Tabela 3. Projetos de K € R'*2? com r = 6

Nas Figuras 5 e 6, pode-se comparar graficamente as
solugoes obtidas para trés valores de «, em termos do
conjunto invariante £ e das trajetorias de estado partindo
de um dos vértices do conjunto D. Nestas figuras, tem-
se: a = 0,1 com trajetérias pontilhadas (---); & = 0,2
com trajetérias continuas (—); e & = 0,3 com trajetérias
tracejadas (- -). Na Figura 5, observe nos trés casos que
as trajetérias evoluem no interior de £ correspondente,
porém convergem para a origem de formas distintas, com
base nos coeficientes de contratividade associados.

Figura 5. Projeto StF para o« = 0,1, 0,2 e 0,3

As matrizes L obtidas para a = 0,1, 0,2 e 0,3 sao:

—0,7128 —0,2871 0,2508 0,5008
0,0156  0,0333 —0,4346 —0,2339
—0,4014 —0,5524 —0,6249 —0,3750
—0,0520 0,0002 0,6249 0,3750 | °
0,4010 0,5521 —0,3103 —0,5603
0,7128 0,2871 —0,1749 0,0146

Lo1 = y Lo =



—0,1181 —0,0033
0,2055 —0, 4559

oo _ | 04450 10,5549
0.3= 10,1944 0,5027
—0,4450 —0, 5549
~0,3210 —0, 1352

A energia correspondente aos sinais de controle, cujo valor

é aproximado por |lu(t)|lz, =~ tlzoo u(t)?dt, é: |Juoallc, =

223,5862, |[uo.2||z, = 91,0360 e |[ug sz, = 7,8576.

1

L L L L L L L
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura 6. Agao de controle para « = 0,1, 0,2 ¢ 0,3

6. CONCLUSAO

Uma abordagem baseada em programacao bilinear foi
proposta para a sintese de leis de controle por realimen-
tagdo de saidas, com o intuito de determinar um con-
junto poliédrico positivamente invariante que garante a
estabilidade assintética local das trajetérias partindo de
um dado conjunto de condigoes iniciais, respeitando as
restrigoes impostas sobre as variaveis de estado e controle.
Através da escolha do parametro de projeto «, a funcao
objetivo considerada permite ponderar como critérios de
desempenho a velocidade de convergéncia das trajetérias
e o esforco de controle. As solugoes Otimas locais foram
obtidas de forma eficiente pelo solver KNITRO. A pro-
posta possui capacidade de lidar com os trés controladores
classicos fundamentais e, em especial, de tratar restrigoes
nao simétricas e de considerar compensadores de ordem
reduzida, o que nao é um recurso frequentemente encon-
trado em outras abordagens como as baseadas em LMIs
(Tarbouriech et al., 2011). Assim, pode-se adaptar tal
abordagem para considerar outros objetivos de controle ou
estruturas de controle especificas, como PI! ou PID?2.
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