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Abstract: This paper presents a new zonotopic-based method for computing the reachable
sets that bound the disturbance propagation of nonlinear systems. These sets are used to
design a robust nonlinear model predictive controller. The main objective is to reduce the
conservativeness of the tighter constraints, which are employed to ensure recursive feasibility
and input-to-state stability based on nominal prediction. The proposed disturbance propagation
technique is applied to a simulation DC-DC converter benchmark case study to illustrate the
benefits of the proposed approach.

Resumo: Este trabalho apresenta um novo método baseado em zonotopos para o céalculo
de conjuntos alcancéveis que limitam a propagagao de incertezas em sistemas nao-lineares.
Estes conjuntos sao utilizados na defini¢ao de controladores preditivos robustos de sistemas nao-
lineares. O principal objetivo consiste na redugao do conservadorismo das restrigdes recuadas, as
quais sao utilizadas para garantir factibilidade recursiva e estabilidade entrada-estado baseada
em predicoes nominais. A técnica de propagacao de incertezas proposta é aplicada a um conversor
DC-DC com vistas a ilustrar os beneficios da tecnica proposta.
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1. INTRODUCAO

O controle preditivo (MPC) é amplamente utilizado para
o controle 6timo de sistemas dinamicos restritos lineares e
nao-lineares (Mayne, 2014). O controle preditivo nominal,
embora possa apresentar algum grau de robustez inerente,
néo oferece qualquer garantia de factibilidade recursiva ou
estabilidade na presenca de pertubacoes. Para possibilitar
tais garantias, o controle preditivo robusto vem sendo
desenvolvido. O controle preditivo robusto considera a
presenca de incertezas desconhecidas, porém limitadas, no
sistema e garante satisfacao das restrigoes e estabilidade
entrada-estado para qualquer sequéncia de pertubacgoes
dentro de um conjunto conhecido (Mayne et al., 2000).

Neste trabalho, estuda-se o problema do controle preditivo
robusto para sistemas nao-lineares baseado em predigoes
nominais, no qual, a partir do calculo da propagagao de
incertezas, restrigoes contraidas sao aplicadas as predi-
¢Oes nominais, forcando a satisfacdo das restri¢coes pela
trajetoria real do sistema (Santos et al., 2019; Marruedo
et al., 2002; Kshler et al., 2018). Em sistemas lineares, o
célculo exato de conjuntos delimitando a propagacgao das
incertezas e, consequentemente, restringindo a diferenca
entre as trajetérias predita e real, é possivel (Ferramosca
et al., 2012). No caso ndo-linear, no entanto, os métodos
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existentes para a propagacgao de incertezas, como os utili-
zando constantes de Lipschitz e fungoes-KC, tendem a ser
conservadores, limitando a performance do controlador e
reduzindo seu dominio de atracdo (Marruedo et al., 2002).

Zonotopos sao poliedros convexos e compactos que podem
ser representados pela soma de Minkowsky de segmentos
de reta. Devido & flexibilidade e simplicidade da repre-
sentacao zonotopica, aliada ao baixo custo computacio-
nal de transformagoes lineares e somas de Minkowsky de
zonotopos, tais conjuntos sao extensamente utilizados na
estimagcao de estados e detecgao de falhas (Le et al., 2013;
Alamo et al., 2005; Scott et al., 2016).

Neste trabalho, é proposto um novo método para a propa-
gagao de incertezas em sistemas nao-lineares, baseado na
extensao de valor médio de zonotopos proposta em Alamo
et al. (2005), que apresenta resultados menos conservado-
res que a estimacgao via constantes de Lipschitz. E também
estudada a influéncia da lei de realimentagao de estado
na propagacao de pertubacgoes. A abordagem proposta
também pode ser aplicada a problemas nao-lineares com
perturbacao estocdstica (Santos et al., 2019).

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: na Se¢ao
2 sao apresentadas as discussOes preliminares, na Secao
3 apresenta-se a técnica baseada em zonotopos, o estudo
de caso é analisado na Sec¢do 4 e os comentdrio finais sao
discutidos na Secao 5.
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Notagoes. Dados os conjuntos A,B C R™, C C R" e
a matriz R € R™ ™ a soma de Minkowsky é definida
por AeB ={z € R":z =a+0b a € Ab € B},
a diferenga de Pontryagin por A© B = {z € R™: z +
b€ A, Vb € B}, o mapeamento linear por RA = {y €
R™: y = Ra, a € A} e o produto cartesiano por A x
C={zecR"™: 2 = (a™c"", a € Ac € C}. xp
representa, o valor de um sinal no instante k, enquanto
Tjyj|k representa o valor predito em & para zp4; (note
que Ty, = }). Dados dois inteiros a e b (a < b),
Zigp) = {7 €Z:a < j < b} eV = {Va,Vas1,---, b}
Uma funcao a: Ry — R4 é uma funcao-K se ela é
continua, estritamente crescente e a(0) = 0. Uma funcao
f: ACR™ — R"™ é dita de classe C! se ela é diferencidvel
e apresenta derivadas continuas. Neste caso, sua matriz
jacobiana é representada por VTf: R™ — R™ ™. Dadas
as matrizes A, B € R"*™ A < (>)B representa as mn
inequagoes a;; < (>)b;;. Uma norma de um vetor v € R”
é dada por [|v||, enquanto sua norma-infinito, por ||v|| .
Para uma matriz A € R™*™, ||A| (||4].) é a norma(-
infinito) induzida da transformacao linear A: R™ — R™.
O moédulo |A| de uma matriz deve ser tomado termo-
a-termo. A caixa unitdria m-dimensional é descrita por
Bl ={{ e R™: ||£]|,, <1} e o conjunto dos intervalos
reais compactos é dado por I = {[a,b], a,b € R, a < b}.
Dado um conjunto A C R™, I(A) € I"™ representa a casca
intervalar de A. Matrizes intervalares sao representadas
por J € I"™™ com mid(J) e rad(J) representando seu
ponto médio e raio, respectivamente.

2. NMPC ROBUSTO BASEADO EM PREDICOES
NOMINAIS

2.1 Descricdo do Sistema

Considere o seguinte sistema nao-linear:

Tpy1 = f(@g, ur) + wi, (1)

sendo zp € R™ o vetor de estado, ur € R"™* a entrada
de controle, wy € R™ a pertubacao aditiva e f descreve
as equacoes do modelo. Assume-se, sem perda de genera-
lidade, que a origem é um ponto de equilibrio do sistema
(1), de modo que f(0,0) = 0.

Embora a pertubagao aditiva seja desconhecida, considera-
se que ela seja limitada por um conjunto compacto W C
R™ com a origem em seu interior, de modo que wy €
W,Vk € N. O sistema (1) estd sujeito a restrigdes polié-
dricas nos estados e entradas, ou seja, existem conjuntos
compactos X = {z € R" : Hyx < ¢g,} eld = {u €
R™u H,u < g,}, sendo H, e H, matrizes e g, e g,
vetores de dimensoes apropriadas que definem os semi-
espacos das restri¢coes poliedrais do estado e entrada, de
modo que:

(2] ul)T € Z=X xU. (2)

Assume-se também que a funcao f: Rt — R" seja de
classe C! em Z.

Considere a lei de controle linear

up, = m(wg, vK) = v + Ky2p, (3)

sendo vy € R™ a entrada virtual, que cumpre o papel
de satisfagdo de restrigdes e otimizacao, e K, € R™"*™ a
matriz de realimentacao de estado, a qual permite atenuar
a propagacao de perturbagoes. Deste modo, o sistema em
malha fechada é descrito por

Tpt1 = fag, v + Kyag) + wy
= fﬂ(xkvvk) +wk7 (4)

e as restrigoes [z] u}|T € Z podem ser reescritas em termos
do estado e da entrada virtual como

Tk _ n+n, . Hm 0 9z
(vk)ezw_{zeR . (HUKU H>2g<g>}
(5)

A lei de controle (3), definida a partir da escolha da matrix
K,, pode ser definida conforme proposto no Apéndice
A. O sistema (4) serd usado para o projeto do controle
preditivo, com as entradas virtuais vg4jjx, j =0,1... N —
1 como varidveis de otimizagdo, sendo Vi pin_1] =
{Vk|k Vk41jk - VkgN—1jk} uma sequéncia de controles
futuros.

2.2 Propagacgao das Pertubagoes

A trajetéria do sistema (4) partindo do estado inicial
x, € X é dada por

Ty = On(Js Ty Vi kot j—1]> Wikikj—1])> J > 0. (6)
As predigoes nominais sao dadas por
Thgjlk = O (Js Ty Yk ktj—1],0), 7 > 0. (1)

Para garantir factibilidade recursiva do MPC na presenca
de pertubagoes, conjuntos S(j) CR™, j =0...N satisfa-
zendo a Condigao 1 sao definidos iterativamente de modo a
limitar a propagacdo das pertubagdes (Santos et al., 2019;
Marruedo et al., 2002).

Condicao 1. Os conjuntos S(j), 7 = 0...N devem satis-
fazer as seguintes condigoes:

i §(0) é um conjunto compacto que contém W.

it 8(j), j=1...N éum conjunto compacto tal que, para
todos x4, zp e v com (2] vI)T € Z,6(S(j—1)x{0}) e
Tp—Tq € S(] - 1)7 tem-se fw(zbav) - f‘n’(zavv) € S(])

Fazendo w, = g1 € ¥4 = Tpq1p = fr(Tr,vr), tem-se
xp — T, € W C S§(0). Consequentemente, pela Condigao
1, tem-se Zpyjjpt1 € Tpyjp @S —1), j=1...N+1
para toda sequéncia de controles ¥, ;4 ) admissivel. Logo,
os conjuntos S(j) permitem limitar a diferenca entre as
predigoes realizadas em k e as realizadas em k + 1.

No caso linear, os menores conjuntos S*(j) que satisfa-
zem a Condi¢ao 1 podem ser diretamente computados
como S8*(j) = (A + BK,)’W (Ferramosca et al., 2012).
Para sistemas nao-lineares, no entanto, nao ha algoritimos
eficientes para o cédlculo exato dos S*(j) (Kohler et al.,



2018). Limitantes mais conservadores, levando em conta o
pior-caso de propagacao da pertubacao, devem entao ser
utilizados.

Um método simples de obtencao de conjuntos S(j) é utili-
zando constantes de Lipschitz (Marruedo et al., 2002). Da-
dos L, € R, com | fr(zq,v) — fr(xp,v)|| < Ly ||z — 24|
para quaisquer (z] v™)T, (2] vT)T € Z,, e S(0) = {z €
R™ : ||z|]| < wn} 2 W, conjuntos S;(j) que satisfazem a
Condigao 1 sao dados por

Si(j)={zeR" : |z| < LLwy,}, j=0...N. (8)
Os conjuntos assim obtidos, no entanto, tendem a ser
conservadores, uma vez que tal abordagem propaga o pior
caso com relacao ao ganho de forma idéntica em todas
as direcbes. A principal contribuicao deste trabalho é o
desenvolvimento de um novo algoritimo para o calculo dos
S(7) baseado em zonotopos, o qual nao apresenta este tipo
de conservadorismo.

2.8 Projeto do Controlador

Esta sec@o apresenta como conjuntos S(j) satisfazendo a
Condicao 1 podem ser utilizados para o projeto de um con-
trolador preditivo nao-linear robusto (NMPC) baseado em
predicoes nominais para o sitema (1) sujeito a pertubagoes
wi € W.

Dados o horizonte de predicago N € N e o conjunto de
restrigoes inicial Z;(0) = Z;, conjuntos de restrigoes con-
traidos Z,(j), 7 =1...N, sdo construidos iterativamente
por

Z:(1+1) = 2:(j) & (8(4) x {0}). 9)

Deste modo, a cada instante de amostragem k, mede-se o
estado xj, e soluciona-se o problema de otimizacao Py (zy)
definido por

N—-1
Cmin Y L@k vergik) + Vi(@hene)
Vik,k+N—1] j=0
Tk = Tk )
ca xk:rf—,j+l|k - fw(l_'rk-&-j\ka Vk4j[k) s J € ZLpn-1
Ttk Ykaiin) € Zr(9); J € Ly, N-1]
TNk € Xy
(10)

tal que Vi x4n—_1) sdo as entradas virtuais futuras, va-
ridveis do problema de otimizagao, L (Tpjk, Vitjjk) € O
custo de etapa, Vi(zp1n|x) é o custo terminal e Xy é o
conjunto terminal.

O conjunto de pontos iniciais xg € X" tais que o problema
(10) ¢ factivel é chamado dominio de atragdo e represen-
tado por Xy. A solucdo de Py(xy) e seu custo associado
sao dados respectivamente por Vi . ngy(@k) e Vi (k).

As fungoes-custo Lr: Z. — Re Vy: Xy — R devem ser
uniformemente continuas e satisfazer as condigoes

Ly (z,v) 2 ap([lz])
av([lz]]) < Vi(z) < Bv(ll=])),
tal que ar, ay e By sao fungoes-KC. Em particular, pode-

se fazer Lp(z,v) = 27Qz + uTRu (u = v + K,x) e
Vi(x) = TPz, com @, R e P matrizes definidas positivas.

(11a)
(11b)

O conjunto terminal X; deve ser um conjunto robusto
positivamente invariante!, havendo uma lei de controle
estabilizante vy : Xy — R™, v,(0) = 0, tal que:

i O conjunto Z,; = {x € R": (27 v](z))" € Z,(N)} é
compacto e contém a origem, tendo-se Xy C Z, ;.
ii Tem-se fr(x,v:(x)) ® S(N) C Xy para todo x € Af.

Finalmente, V;(x) deve ser uma fungao de Lyapunov para
o controlador terminal, tendo-se Vi (fr(z, v:(2)))—Vy(z) <
—L(x,v(x)) para todo z € Xy.

Pelo principio do horizonte deslizante, a lei de controle
MPC é dada por

Uk = Kl(l'k) = ’U;: + Kvxk (12)
e, como mostrado em Marruedo et al. (2002) e Santos
et al. (2019), tem-se factibilidade recursiva e estabilidade
entrada-estado do sistema (1) sujeito a lei de controle (12).

Note que ao reduzir o conservadorismo no calculo dos
conjuntos S(j), reduz-se a contracao das restrigoes. Deste
modo, os conjuntos Z,(j) e, consquentemente, o conjunto
terminal Xy aumentam, relaxando as restricoes do pro-
blema de otimizagao e permitindo um maior dominio de
atracdo Xy e menores custos V3 ().

3. PROPAGACAO DE INCERTEZAS VIA
ZONOTOPOS

Zonotopos sao uma classe particular de poliedros convexos,
compactos e simétricos (Le et al., 2013). Eles podem ser
descritos pela soma de Minkowsky de segmentos de reta
ou, alternativamente, pela imagem afim de uma caixa
unitaria Bsg

Z ={G,c} = c®d GBY, (13)

tal que ¢ € R™ é o centro e as colunas de G € R"*"s 0s
geradores do zonotopo. O ntimero de geradores ng, > n
determina a complexidade do zonotopo, com ny = n em
paralelotopos. Um zonotopo é dito centrado quando seu
centro ¢ a origem (¢ = 0).

A utilizacao de zonotopos para estimagao de estados estd
ligada a simplicidade e eficiéncia da transformagao linear e
da soma de Minkowsky de zonotopos (Alamo et al., 2005;
Scott et al., 2016). De fato, dados Z; = {G1,c1}, Z2 =
{Ga,c2} CR™, R e R™*™

RZy = {RG1, Rey},
Z1® Zy = {(G1 G2),c1 + ca}.

(14a)
(14b)

1 Um conjunto Xy C R™ ¢ dito Robusto Positivamente Invariante
(RPI) em relagéo ao sistema (4) sujeito & lei de controle vy, = vi(x) e
a perturbacdo wy € Wy caso para todos z € Xy e w € Wy, tenha-se
fr(z,ve(x)) +w € Xf.



Logo, tais operagoes podem ser efetuadas algebricamente,
com baixo custo computacional.

3.1 Cdlculo dos Conjuntos S(j)

Com o intuito de calcular conjuntos S.(j) que satisfacam
a Condigao 1 utilizando zonotopos, se faz necessario um
algoritmo para a obtencao da imagem de um zonotopo
X = {G,c¢} € R™ por uma fungao nao-linear ¢: R™ —
R"™. Em particular, deve-se encontrar um zonotopo ¥ C R"
que satisfaga p(X) C Y.

O Lema 2, proposto em Alamo et al. (2005) e Rego et al.
(2020), permite a obtengéo de uma extensao zonotépica do
produto de uma matriz intervalar por uma caixa unitaria.
Lema 2. Dado um zonotopo centrado X = MBs¢ C R™
e uma matriz intervalar J € I™*™  considere a familia
de zonotopos Z = JX. Uma inclusdo zonotdpica ¢(Z) é
definida por

o(Z) = mid(J)X @ PBL, (15)
sendo P uma matriz diagonal satisfazendo
Ng m
Pii:ZZrad(J)ik\MkjL i=1...n. (16)
j=1k=1

A partir destas defini¢oes, tem-se Z C o(Z).

Partindo do Lema 2 e do teorema do valor médio, o
Teorema 3, apresentado em Alamo et al. (2005) e Rego
et al. (2020), caracteriza a extensdo de valor médio para
zonotopos.

Teorema 3. Sejam : R™ — R™ uma funcgio de classe C!,
X = h® MBS C R™ um zonotopo e J € I™™™ uma
matriz intervalar satisfazendo VTp(X) C J. Deste modo,
tem-se

¢(X) € p(h) B o(J(X —h))
= p(h) ® (mid(J)M P) Blg™, (17)
sendo P definida como em (16).

Uma matriz intervalar J € I"*™ satisfazendo VTp(X) C
J pode ser encontrada a partir de I(X) por meio de
aritmética intervalar (Moore et al., 2009).

Partindo da extensao de valor médio do Teorema 3, um
algoritmo pode ser desenvolvido para o calculo iterativo
de zonotopos S, (j) C R"™ satisfazendo a Condigao 1.

Teorema 4. Considere o sistema nao-linear com pertuba-
¢oes aditivas (1), e seja J, € I"™*™ uma matrix inter-

valar satisfazendo VIf.(Z;) C J.. Sejam os zonotopos
S.(3), 7=0...N definidos por

i §.(0) é um zonotopo centrado que contém W.
i S.(j) = 0(J,S.(j — 1)), j=1...N.

Tais conjuntos satisfazem a Condicao 1.

Prova. A condi¢do S,(0) compacto com W C S,(0) é
trivial. Para cada j = 1... N e dados z, e v quaisquer,

com (2] vT)T @ (S.(j —1) x {0}) C Zx, considere a funcdo
p: R" —» R™ dada por ¢(z) = fr(z,v).

De X, = ¢, & S.(j — 1), como X, x {v} C Z,, tem-se
VTp(X,) C J,. Logo, pelo Teorema 3,

fr(Xa,v) = 0(Xa) C 9(xa) ©0(JS:(1 — 1))
fr(Xa,v) C fr(2a,v) ®S:(j).

Portanto, Yy € Xo, fr(t,0) € fr(20,0) @ 8.(j). O

Os conjuntos S, (j) dados pelo Teorema 4 podem portanto
ser utilizados para a contragao das restrigoes descrita em
(9). Vale ressaltar que hd métodos algébricos simples para
o célculo da diferenca de Pontryagin de um poliedro por
um zonotopo (Alvarado, 2007).

Pelo algoritmo descrito no Teorema 4, o conjunto S, (j)
apresenta nj geradores a mais que S,(0). Portanto, a
complexidade dos zonotopos cresce com o numero de
estados e horizonte de predicao. Métodos de redugao de
complexidade de zonotopos (Le et al., 2013; Scott et al.,
2016) podem ser utilizados para manter o nimero de
geradores abaixo de um valor predeterminado.

Uma matriz intervalar J. satisfazendo VIf.(Z;) C J,
pode ser calculada diretamente a partir de I(Z;) e fx.
Alternativamente, se J, € I"*"™ ¢ J,, € I"*™ s3o tais que
VIf(X,U) T, eVIf(X,U)CT,, tem-se

J.=J, +J.K,, (18)
tal que os produtos e as somas em (18) devem ser efetuados
conforme a aritmética intervalar (Moore et al., 2009). A
Equagéo (18) enfatiza o efeito da matriz de realimentagao
em J, e, consequentemente, nos conjuntos S.(j), e pode
ser utilizada para a escolha de uma matriz K, que reduza
a propagacao das incertezas (Apéndice A).

Note que, no caso de sistemas lineares, com f(z,u) = Az+
Bu, tem-se J, = A, J, = B e J, = A+ BK, representa
o sistema em malha-fechada. Logo, os conjuntos S.(j)
calculados pelo Teorema 4 se resumem a S,(j) = (4 +
BE,)1W = 8°(j).

3.2 Comparagao com o Critério de Lipschitz

Visando a obtengao de uma constante de Lipschitz para a
funcao fr: Z; — R™, o seguinte teorema cassico do cédlculo
multivaridvel (Lima, 2014) serd utilizado.

Teorema 5. Dados uma funcao ¢: R® — R” de classe C!,
um conjunto convexo X C R™ e uma norma ||-|| : R” — R,
um nuimero real L > 0 é uma constante de Lipschitz para
¢ no conjunto X, ou seja

() = p(za)ll < Lllzy —2all, Vg, 2p € X, (19)

se e somente se a jacobiana VTyp: R™ — R™*" satisfaz

IVTo(z)|| < L, VzeX, (20)

tal que ||-|| em (20) representa a norma induzida da
transformacao linear.



Deste modo, sendo J, € I™*"™ uma matriz intervalar,
com VIf:(Z:) C J., uma constante de Lipschitz L,
satisfazendo

[fr (@, 0) = fr (20, V)l < La[l2p — 2al (21)

para quaisquer (z] vT)T, (z] vT)T € Z, é descrita por

L, = J 22
= = max || 7], (22)
sendo a norma-infinito utilizada para simplificar compa-
ragoes entre os conjuntos S;(j) obtidos por (8) e os S, (j)
obtidos pelo método proposto no Teorema 4.

Sendo assim, o Teorema 6, cuja prova é dada no Apéndice
B, demonstra que o método de obtencao de conjuntos
S(j) proposto neste trabalho é menos conservador que o
utilizando o critério de Lipschitz norma-infinito.

Este resultado é esperado, conforme discutido anterior-
mente, na medida em que o pior caso de ganho é propagado
pelo critério de Lipschitz de maneira idéntica em todas as
direcoes do espaco. A aborgadem baseada em zonotopos
permite evitar este tipo de conservadorismo indesejado na
definigao dos conjuntos alcangaveis.

Teorema 6. Considere o sistema (4) e J, € 1" uma
matrix intervalar satisfazendo VIf.(Z;) C J,. Sejam
S.(j) zonotopos obtidos pelo método proposto no Teorema
4 e §i(y) dados por:

Si(j)={zeR": |zl < Liwn}, j=0...N, (23)
com W C S,(0) € §(0) e L, = maxyjey, ||J],,. Tem-se
S.(j) € 8(j) paratodo j =0...N.

A restrigao S,(0) C S;(0) pode ser trivialmente satisfeita
fazendo S,(0) = &;(0), uma vez que toda caixa é um
zonotopo. A liberdade de considerar qualquer zonotopo
como S,(0) pode ainda proporcionar uma outra fonte de
reducao de conservadorismo.

4. ESTUDO DE CASO

Considere o conversor DC-DC Buck-Boost, extensamente
utilizado como sistema de referéncia na literatura de
controle preditivo (Lazar et al., 2008; Santos et al., 2019).
O sistema nao-linear em tempo descreto do conversor, com
o equilibrio transladado para a origem, é representado por
(1), com

T
T + axg + B—m)u
L
f(xyu): T T )
ox1 + (1_RC’) o + <Cz1 —|—’y>u

tal que x1, T2 e u representam, respectivamente, a corrente
no indutor, a tensao de saida e o duty-cycle, transladados
em relagao ao ponto de equilibrio. Os parametros T =
0,65ms, C'=2,2mF e L = 4,2mH sao, respectivamente,
o periodo de amostragem, a capacitancia e a indutancia
do conversor, e R = 85() ¢ a resisténcia de carga. O ponto
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14t )
=
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Figura 1. Comparacao dos conjuntos S(j) pelos métodos
zonotopico e de Lipschitz. Os conjuntos S,(j) séo
representados por linhas cheias, enquanto os S;(j), por
linhas tracejadas.

de operacao considerado é V;,, = 15V e V,,; = —16V, a
partir do qual as os parametros «, 3, v e ¢ sdo obtidos
(Lazar et al., 2008). As seguintes restrigdes nos estados e
entrada sao consideradas

X ={zeR? |z|| <3}

U={ueR: |ul, <0,3}, (25)
e o sistema é sujeito a pertubagoes aditivas, limitadas pela
caixa W = {w € R?: |Jw|_ < 0,04}. Pelo método pro-
posto no Apéndice A, tem-se K, = (0 0), com constante
de Lipschitz norma-infinito L, = 1,228. Para o projeto do
controlador NMPC, foi escolhido um horizonte de predi¢ao
N = 4 e uma fungdo custo L(z,v) = zTQz + uTRu,
com Q = I e R = 1. A lei estabilizante e a fungao-custo
terminais foram obtidas pelo método proposto em Kothare
et al. (1996), resultando em K; = (—0,2534 0,3150) e

3,308 —5,079
Vi(z) =2TPz, P = (—5,079 97,67 >

Incialmente, com vistas a avaliar o efeito da abordagem
proposta na redugao do conservadorismo dos conjuntos
alcangaveis, serao avaliados os conjuntos de propagacao de
pertubagao S(j), para j = 0...N. Estes conjuntos foram
calculados pelo método zonotdpico proposto (Teorema
4) e por Lipschitz norma-infinito (8). Para comparacao
e verificagao de que a Condicao 1 é satisfeita, foram
simuladas as trajetérias nominais do sistema (24), com
u = K,x, para uma malha de pontos do conjunto xy ® W,
com xo um ponto de X tal que as trajetérias assim obtidas
satisfacam as restrigdes de estado e entrada. O resultado
¢ mostrado na Figura 1.

Conforme esperado, tanto os zonotopos o © S.(j) como
as caixas xj|o @ Si(j) contém as trajetérias nominais de
todos os pontos em zg & W (Condigao 1). Os S,(j), no
entanto, estdo contidos (Teorema 6) e sdo consideravel-
mente menores que os S;(j), principalmente para maiores
valores de j (horizontes maiores de predigao). Deste modo,
eles proporcionam limites menos conservadores para tais
trajetorias, estimando melhor a propagagao das incertezas.



X, (k) [V]

x, (k) [A]

Figura 2. Comparagao dos conjuntos terminais, dominios
de atragao e trajetorias dos controladores preditivos.
Novamente, resultados referentes aos métodos zonoto-
pico e de Lipschitz sao representados por linhas cheias
e tracejadas, respectivamente.

Foram entao projetados controladores preditivos pelo mé-
todo descrito na Segdo 2.3, um partindo dos zonotopos
S.(j) e outro das caixas S;(j). A Figura 2 compara os
conjuntos terminais Ay, obtidos pelo método proposto no
Apéndice C, e os dominios de atragao referentes a cada
controlador. Foram também simuladas as respostas dos
controladores ao estado inicial 2o = (—1,5 —3)7, com
um tempo de simulacao Ng;,, = 40 e a mesma sequéncia
aleatéria de pertubagoes wio N, —1] € WHsim com dis-
tribuicao uniforme e gerada pelo Mersenne Twister com
semente unitaria.

Neste trabalho, optou-se pela formulagao robusta baseada
num modelo de perturbacao deterministico, mas desconhe-
cido. Nao obstante, o método proposto pode ser aplicado
diretamente a abordagem com restri¢oes probabilisticas na
presenca de um modelo de perturbacio estocéstico (Santos
et al., 2019).

5. CONCLUSAO

Neste artigo apresentou-se um novo método de propagagao
de incertezas baseado em zonotopos, mostrando compara-
tivamente a reducao de conservadorismo por ele propor-
cionada. E também considerado o projeto da matriz de
realimentacado K, de modo a reduzir os conjuntos S(j)
de propagacao de incertezas. Finalmente, este método é
aplicado ao projeto de um controlador preditivo robusto
para um sistema de referéncia, o conversor Buck-Boost.
Trabalhos futuros podem investigar outras fontes de con-
servadorismo do MPC robusto de sistemas nao-lineares,
em particular no célculo de conjuntos invariantes robustos,
necessario para a obtencao do conjunto terminal.
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Apéndice A. CALCULO DA MATRIX DE
REALIMENTACAO Ky

E apresentado aqui um procedimento para a escolha da
matriz de realimentagdo K, a luz da nova formulagao
proposta neste trabalho, que busca minimizar os conjuntos
de propagagdo de incertezas S.(j). Dado o Teorema 6,
uma forma de reduzir os conjuntos S,(j) é minimizando a
constante de Lipschitz L, = max ey, ||/ -

A partir de (18), sendo A = J, e B = J, obtidos

previamente por aritmética intervalar, tem-se

mid(
rad(

J:) =mid(A) +mid(B)K, = M, + MK,
J:) =rad(A) +rad(B)|K,| = R, + Ry|K,|, (A.1)
e a constante de Lipschitz L, é dada por:

L, = maXZ(Imid(Jw)iﬂ +rad(Jx)i;)
Jj=1

= max Z(|(Ma + MpKy)ij| + (Ra + Ro| Ko |)ij)-
=1

(A.2)

Logo, a matriz K, que minimiza L, pode ser obtida por
meio da solugao do seguinte problema de otimizagao

min
K.,Py 7

P > |M, + MyK,| 4+ (Rqa + Ry|K,|)

S0 ’YZZP”7 1=1...n ) (Ag)
j=1

que pode ser convertido em um programa linear com n(n+
2n,,) + 1 varidveis e 2n(n + n,,) + n restrigoes.

Apéndice B. PROVA DO TEOREMA 6

Segue a prova do Teorema 6, que garante que os conjuntos
S.(j) obtidos pelo método proposto sdo menos conservado-
res que os conjuntos S;(j) calculados utilizando o critério
de Lipschitz norma-infinito.

Prova. Como S.(0) C &;(0), é suficiente, por indugao,
mostrar que S,(j) CSi(J) = S.(1+1) C S (5 +1).

Sendo S.(j) = MB%¢, tem-se

S:(j+1) = o(J=S:(j))
= (mid(3 ;)M P)Brst™.

Sendo M = (mid(J)M P), tem-se:

ng n
[42| < max | Pii 4y Imid(Ix)ix] [Mi]

j=1k=1
ng n
= max > T Mo
=1 k=1
= 7M.,

sendo J* = |mid(J)| + rad(J ). Note que, da hipétese
de indugao S.(j) € Si(4), Ml = Ml < Lywnm.

Tem-se também ||J*|| = max ey, || /], = Lz, logo:

[M]] , < 1T Mo < 1Tl Ml < L3 2w,

o que corresponde a S,(j + 1) C §(j + 1). O

Apéndice C. CALCULO DO CONJUNTO TERMINAL

Para o calculo do conjunto terminal Xy C Z, ,, foi utili-
zado o método iterativo de cdlculo do méximo conjunto
robusto positivamente invariante (MRPI) para sistemas
lineares descrito em Kolmanovsky and Gilbert (1998), com
as nao-linearidades tratadas como pertubagoes adicionais.

Em particular, foi considerado para o calculo do MRPI o
conjunto ampliado de restri¢ges Wymp = S(N)@W,,, com
Wi representando o maximo desvio entre o sistema real
e o linearizado, ou seja

0x) = fz, Kyx) — Apx € Wi, Vo € Zry, (C.1)
tal que a lei de controle terminal é dada por us(z) = ve(z)+
K,z = K;r e a matriz Ay do sistema linearizado em
malha fechada é definida por Ay = A+ BK;. No entanto,
devido ao conservadorismo decorrente da consideracao das
nao-linearidades como pertubagoes aditivas, a aplicagao
do método proposto em Kolmanovsky and Gilbert (1998)
ao calculo de conjuntos terminais de sistemas nao-lineares
pode resultar em conjuntos vazios.

Para reduzir este conservadorismo, o conjunto Z.: pode
ser reescalonado por um pardmetro A € (0, 1], obtendo
conjuntos Z ;(A) = AZ, ;. Com a contracdo das restrigoes
terminais, os desvios entre o sistema real e linearizado sao
reduzidos. Em particular, pode ser obtida uma fungao-C
a()) tal que

Whi(A) C Ct()\)Wnl. (02)
No caso do conversor buck-boost, tem-se a(\) = A2, uma
vez que a nao linearidade decorre de produtos entre estados
e entrada. De modo geral, tem-se a(\) o-pequeno de A, e
os conjuntos Wp,;(\) se reduzem mais rapidamente que os
Zri(N).

Sao entao calculados, pelo método descrito na Segao 3.2.2
de Kouvaritakis and Cannon (2016), limites superiores
para os minimos conjuntos robustos positivamente invari-
antes (mRPI) do sistema linearizado sujeito as pertubagoes
S(N) e Wy (RS, e R, respectivamente) e a existéncia de
um conjunto RPI do sistema linearizado sujeito a restricao



Zr+(A) e & pertubagdo Waemp(A) = S(N) @ Wii(A) €
equivalente a condicao

RE ®a(M)RY CAZ, . (C.3)

Deste modo, é buscado (caso exista) o maior valor de
A € (0,1] tal que (C.3) seja satisfeita, e um conjunto
terminal Xy nao-vazio pode entdo ser obtido a partir de
Zr t(A*) € Wymp(A¥). Para os controladores propostos na
secao 4, obteve-se A7 = 1 e Af = 0,875 para os métodos
zonotépico e de Lipschitz, respectivamente.

Deve-se ressaltar que esta abordagem escalonada genera-
liza o céalculo do invariante robusto poliedral para sistemas
nao-lineares por meio de aproximacao linear usada em
Santos et al. (2019). Caso a técnica de escalonamento das
restrigoes nao fosse empregada (A = A\f = 1), o conjunto
terminal baseado na constante de Lispchitz seria vazio,
confirmando os beneficios da técnica basada em zonotopos.
Esta generalizagao também é uma das contribuicoes deste
trabalho.





