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Abstract: This work addresses the problem of designing an event-triggered strategy for
disturbance rejection applied to uncertain discrete-time linear systems. Considering an observer-
based controller, conditions in terms of linear matrix inequalities (LMIs) are derived for
perfect and practical disturbance rejection under model uncertainties. The practical disturbance
rejection is proposed using a relaxed criterion, in order to avoid the periodic behavior of the
strategy in steady state, in the case of non-constant disturbances. Convex optimization problems
are proposed to compute the trigger functions aiming at reducing the control updates. Finally,
numerical examples illustrate the efficiency of the obtained results.

Resumo: Este trabalho aborda o projeto de uma estratégia de controle baseada em eventos para
rejeicao de perturbagoes, aplicada a sistemas lineares em tempo discreto incertos. Considerando
uma lei de controle baseada em um observador de estados, condi¢oes em termos de desigualdades
matriciais lineares (LMIs) s@o estabelecidas para rejeigdo perfeita e prética de perturbacio
mesmo na presenga de incertezas de modelo. A rejeigao pratica é proposta usando um critério de
disparo relaxado, a fim de evitar o comportamento periédico da estratégia em regime permanente
no caso de perturbagoes nao constantes. Problemas de otimizagao convexos sao propostos para
calcular os parametros das fungoes de disparo com o objetivo de reduzir as atualizagoes do sinal

de controle. Por fim, exemplos numéricos ilustram a eficiéncia dos resultados obtidos.
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1. INTRODUCAO

Com a difusdo dos sistemas de controle em rede ou NCSs
(do inglés: Network Control Systems), muitas estratégias
de controle com foco em estimacgao de estados, garantia de
estabilidade em malha fechada e sintese de controladores,
tém sido propostas para lidar com limitagoes de recursos
computacionais, comunicagao e consumo de energia (Lian
et al., 1999), (Akyildiz et al., 2002), (Zhang et al., 2013).
Neste contexto, por exemplo, é desejavel que estes recursos
sejam utilizados com eficiéncia, de modo que as agoes
de controle ocorram somente quando o sinal de controle
aplicado a planta necessite efetivamente ser atualizado,
ao contrario da abordagem clédssica ou periddica, também
chamada de time-triggered control, onde claramente pode
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ocorrer desperdicio de recursos de comunicagao e consumo
de energia.

Um paradigma comumente utilizado em NCSs, a fim de
evitar o desperdicio dos recursos acima mencionados, é o
chamado controle baseado em eventos ou ETC (do inglés:
Event-triggered Control). Nesta abordagem, a atualizagio
do controle estd condicionada a geracao de um evento
através da avaliacdo de uma funcdo que depende da evo-
lucao dos estados ou da saida do sistema (Heemels et al.,
2012). A partir dos trabalhos publicados em Astrém and
Bernhardsson (1999) e Arzén (1999), um grande niimero
de aplicagoes tem motivado o estudo da estratégia ETC
no campo de NCSs, conforme apresentado em Hespanha

et al. (2007) e recentemente no survey descrito por Peng
and Li (2018).

Assim, além da redugao na ocupacao do canal de comuni-
cagao, é interessante considerar outras questoes de ordem
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préatica na estratégia ETC. Um dos primeiros trabalhos
nesse sentido é apresentado por Yook et al. (2002), no
qual é proposta uma reducao na utilizacdo da largura
de banda em NCSs em tempo discreto, considerando o
uso de observadores em cada né do sistema. Em Hee-
mels and Donkers (2013), um modelo baseado em reali-
mentacao de saida é usado para estimar os estados da
planta, mesmo quando nao hé informagao atualizada do
sensor, resultando em uma diminuicao consideravel entre
as atualizacoes de controle. No entanto, a complexidade do
sistema ¢é aumentada. Groff et al. (2016) apresentam o uso
da estratégia ETC para sistemas de tempo discreto com
base em um observador de estados e fornecem condigoes
de estabilidade em malha fechada através de desigualda-
des matriciais lineares ou LMIs (do inglés: Linear Matrix
Inequations), propondo problemas de otimizacao convexos
para o calculo dos parametros do critério de disparo.

Outra consideracao prética estd no fato de que o projeto
de um controlador baseado no modelo exato da planta se
mostra uma tarefa dificil, visto que as informacoes dis-
poniveis acerca dos parametros da planta sao comumente
incertas. Esta abordagem é investigada por Chen and Hao
(2013) através de um observador baseado em eventos,
propondo condigoes para garantia de estabilidade com base
em LMIs, mas sem considerar a rejeicao a perturbacoes.
Recentemente, Chen et al. (2019) investigaram o uso da
estratégia ETC em sistemas incertos, de forma a evitar
que eventos sejam gerados em intervalos infinitesimais,
também chamado comportamento de Zeno.

Uma abordagem com foco na reducao da carga de comu-
nicacao em sistemas lineares de tempo discreto operando
sob a estratégia EFTC é apresentada em Khashooei et al.
(2017). Neste trabalho é estabelecido um critério de desem-
penho para minimizacao de um custo médio quadratico,
sendo a planta perturbada por processos estocasticos e as
medidas contaminadas com ruido.

No presente trabalho, uma estratégia ETC baseada em
observadores para rejeicao de perturbacoes geradas por
um sistema exdégeno é proposta para um sistema linear
incerto em tempo discreto. Esta abordagem é baseada nas
ideias apresentadas por Sbarbaro et al. (2020), no qual o
problema regulacao de saida é tratado. No estudo realizado
em Sharbaro et al. (2020), a solucio das equagdes de
regulagao (Saberi et al., 2003) é uma condigdo necesséria,
porém inviabiliza a garantia de robustez, visto que os
estados do modelo de referéncia nao sao estimados. Do
mesmo modo, no presente trabalho uma estratégia ETC
que visa reduzir o nimero de atualizacoes do controle
é apresentada. Além disso, consideramos a avaliacdo de
robustez para o problema de rejeicao de perturbagao, nao
sendo necessaria, neste caso, a solugao das equagoes de
regulacdo. Assumimos também que os ganhos da lei de
controle sao obtidos sob uma estratégia de atualizagao
periddica (cldssica) do controle, tal que o sistema em malha
fechada seja assintoticamente estavel e rejeite a perturba-
¢ao de forma perfeita. Com base na teoria de Lyapunov,
um primeiro resultado formal é fornecido para garantir
que os estados convirjam para zero através da estratégia
ETC proposta, i.e., que a perturbagao seja perfeitamente
rejeitada em regime permanente mesmo na presenca de
incertezas de modelo limitadas em norma. Diferentemente
de Sbarbaro et al. (2020) uma abordagem baseada na

plk] € R™ e q[k] € R! sdo vetores auxiliares, A[k] €

aplicagao do lema de Finsler é considerada. Considerando
que a estratégia de controle baseado em eventos pode apre-
sentar comportamento periédico em regime permanente
no caso de perturbacoes nao constantes, é entao proposta
uma condicao de disparo relaxada. Este artificio tem como
resultado pratico a existéncia de um pequeno erro limitado
em regime permanente para o sistema em malha fechada,
sendo entao necessario estabelecer um compromisso entre
o erro em regime permanente e a redugao das atualizagoes
de controle. Nesse sentido, um segundo resultado formal
¢é entao apresentado. Em ambos os casos, condigoes para
garantia de estabilidade em malha fechada com base em
LMIs e problemas de otimizagao convexos sao formulados
para o calculo dos parametros do critério de disparo.

O artigo estd organizado como segue: A Segao 2 apresenta
o sistema em tempo discreto incerto, operando sob uma
estratégia de atualizacdo periddica do controle. A Secao
3 apresenta a implementacao da estratégia ETC para
o controlador baseado em um observador de estados. A
Secao 4 fornece condigoes de estabilidade para o sistema,
considerando a estratégia ETC proposta. A Secao 5 apre-
senta a andlise dos efeitos das condigoes de relaxamento
do critério de disparo, no qual tolera-se um pequeno erro
em regime permanente. Na Segao 6 sao descritos os pro-
blemas de otimizacao que serao utilizados para calcular
os parametros da fungdo de disparo. A Secgdo 7 apresenta
exemplos numéricos e simulacées. Finalmente, na Segao 8
sao apresentadas algumas consideragoes finais.

Notagao: Para uma dada matriz M, M’ denota sua
transposta. Para matrizes simétricas M e N, M > 0
significa que M é positiva definida, e M > N significa que
M —N > 0. tr (M) representa o trago da matriz M. I, e 0,
sao matrizes de dimensoes apropriadas do tipo identidade e
nula respectivamente. Nos blocos matriciais, * denota um
bloco simétrico. diag (Ma,...,M,,) representa uma matriz
do tipo bloco diagonal, cujos blocos sao My,...,M,,.

2. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere uma planta em tempo discreto incerta descrita
pelas seguintes equagoes:

zslk + 1] = Axs[k] + B(ulk] + d[k]) + Dp[k],
plk] = Alk]q[k],
qlk] = Ex;[k], (1)
yslk] = Cas[k],

onde z4[k] € R™ é o vetor de estados, u[k] € R é a entrada,
ys[k] € R é a saida, d[k] € R é o sinal de perturbagao,
RanL
é uma matriz que satisfaz a relagdo A[k)'A[k] < I, Vk € N,
A, B e C sdo matrizes reais constantes de dimensoes
apropriadas do modelo nominal e D e F sao matrizes
reais constantes de dimensoes apropriadas que definem a
estrutura da incerteza sobre a matriz A.

Note que neste caso, tem-se a presencga de perturbagao na
entrada de controle, sendo este sinal supostamente gerado
pelo seguinte sistema exdgeno (ezosystem), (Saberi et al.,
2003):

1] = Adxd[k], (2)
d[k‘] = C’dmd[k],



onde z4[k] € R" é o vetor de estados do modelo dindmico
da perturbagéo, d[k] € R é o sinal de perturbacéo e A, e
Cy sao matrizes reais de dimensoes apropriadas.

Com base nas equagoes (1) e (2), o seguinte observador em
tempo discreto é apresentado:

] = Lo, ] [l ]

+ {OTBXJ ulk] — “&:ﬂ (ys[k] — volK]), 3)

Yolk] = Czo[k],
do[k] = Cd(ﬂdo[k],
onde z,[k] € R™ e zg0[k] € R” s@o os estados do observa-
dor, ulk] € R ¢é a entrada, y,[k] € R ¢ a saida estimada
da planta e d,[k] € R é o sinal de perturbagéo estimado.
K, € R™! ¢ K, 5 € R"™*! sdo os ganhos do observador.
Considera-se assim, uma lei de controle que realimenta os
estados estimados da planta e da perturbacao, dada por:

ulk] = Koxolk] — Cazaolk], (4)

sendo K, € R'*™ é 0 ganho de realimentacdo estabilizante.
Definindo o erro de observagao como sendo:

o L&k ] | xs[k] — zolK]
zlk] = [@[k]] = {xd[k] —xdo[k]]’ (5)
temos entao que o sistema em malha fechada pode ser
obtido conectando as equagoes (1), (2), (3) e (4):
Zk + 1] = (A, + K,C,) Z[k] + D,AK|E (21 [k] + xo[k]z ,)
6
K1 Coxk], (7)

_ A BCd _ Kol
AO o |:0r><n Ad :l 7KO - |:K02:| ’

CO:[C ler]aDo: |:OD :|

rXm

xolk + 1] = (A4 BK.) z,[k] —
sendo:

(®)

Assumindo que os ganhos K, e K, sdo obtidos sob uma
estratégia de controle com atualizagao periédica no tempo,
tal que (A, + K,C,) e (A+ BK,.) sejam Schur-estaveis
e garantam a estabilidade robusta do sistema em malha
fechada (6)-(7), conclui-se que & — 0, logo, z,[k] — x4[k]
e z,[k] — 0 quando k — oo.

3. ESTRATEGIA ETC

Nesta secao, ¢ apresentada a implementacao da estratégia
ETC para o controlador baseado no observador de estados,
definido através das equagoes (3) e (4). Esta estratégia
pode ser descrita por um mecanismo que realiza uma
amostragem periddica dos estados ou da saida do sistema,
e que a partir da violacdo de uma determinada regra
ou condigao de disparo, gera um evento para atualizacao
efetiva do sinal de controle aplicado & planta.

Sob esta abordagem, a atualizagao do sinal de controle ira
ocorrer somente nos instantes de tempo n; (1 = 0,1,2,...,).
Considerando a lei de controle descrita em (4) assumimos
entao que:

u[k} = u[nz} = cho[ni] - do[ni}v (9)

Vk € [ni,niJrl) .

Conforme as ideias propostas em Tabuada (2007) e Hee-
mels et al. (2011), definimos:

6w k £ ollti] — 0k7

42 2.l - 2, o)
da[k] = do[ns] — dolk],

i.e., 0jk], com j = z, d sendo a medida da diferenca

entre a varidvel usada na ultima atualizacao de controle
e a atualmente observada. Estas medidas serao utilizadas
na seguinte funcao de disparo quadrética:

F(021k].0a[k],wo[k]) = 02[k]' Qs 02 [K] + dalk])' Qs,0alk]
- wo{k]lQawow"]a
(11)
onde Qs, € R"™"™ @5, € Re Q, € R"™" sao matrizes

simétricas positivas definidas que serao calculadas. O se-
guinte algoritmo é entao aplicado:

Algoritmo 1 Estratégia de controle baseado em eventos
if f(0.[k],04[k],x0[k]) > 0 then
Gera evento
14— 1+1
Calcula u[n;]
else
end if

O Algoritmo 1 estabelece que se em um dado instante
de tempo k € N a fungdo de disparo f(3,[k],04[k],x0[k])
for positiva, o sinal de controle é calculado e transmitido
para o dispositivo atuador, i.e., a entrada de controle da
planta é efetivamente atualizada. Caso contrario, o valor
de controle aplicado no ltimo evento é mantido.

O desafio consiste em projetar as matrizes Qs,, @5, €
Q.- da fungao de disparo f(0,[k],04[k],x,[k]), tal que a
origem de (1) em malha fechada com a lei de controle (9)
seja assintoticamente estavel e a geracao de eventos seja
reduzida, ou, equivalentemente, que ocorra uma redugao
nas atualizagoes do controle.

4. CONDICOES DE ESTABILIDADE

Nesta segao sao apresentadas condicoes descritas na forma
de LMIs para garantia de estabilidade assintética do
sistema em malha fechada sob a estratégia FTC. Estas
condigoes serao utilizadas posteriormente para formular
problemas de otimizacao convexos para determinacgao dos
parametros da fungao de disparo.

Com base nas equagoes (3), (9) e (10), podemos descrever
o sistema incerto em malha fechada sob a estratégia de
controle baseado em eventos através do seguinte conjunto
de equagoes:

Zolk +1] = (A4 BK.) z,[k] + BK 0[]

_ Boalk] — KonCo@[k], (12)

zlk+ 1] = (A, + K,C,) Z[k] + Doplk],
plk] = AlK]q[k],
qlk] = E (21[k] + o[k]) -

Definindo as seguintes matrizes aumentadas

(13)



A = A+BKC 7Kolco B = BKC
‘o O(n+r)><n Ao+ K,Cp |77 O(n+r)><n ’

—-B 0
Bgq = ) D, = el ;
d |:0(n+r)><1:| |: Do :|
(14)

podemos reescrever (12) e (13) de forma compacta como
segue:

zlk + 1] = & K],
plk] = Alk]q[k], (15)
qlk] = Eqx[k],

com

&k £ salk] | (16)
plk]

Hé[Aa Ba Bda Da]a (17)

E,2E[I; I, Onx, | (18)

wlk] 2 [z,[k] Z[K]'] . (19)

Note que z[k] € RC"*7 5. [k] € R™ e d4[k] € R.
Considerando que os ganhos K. e K, foram obtidos «a
priori, sob uma estratégia de controle com atualizagao
periédica no tempo, de forma a garantir a estabilidade
assintdtica do sistema em malha fechada (6)-(7) podemos
enunciar o seguinte teorema:

Teorema 1. Se existir uma matriz

L e ROnH2r+l4m)x@n+r) - matrizes simétricas definidas
positivas P € REH)xE2ndr) 05 ¢ R™" Qs € R,
Qs € R™™ ¢ um escalar positivo a tais que

PO n—-+r n-T+1r m
(2n+r)x (3n+r+1+ )]+LHG+HQL’ U,

* —\I/O — O(\Ill — \IJQ < O7
* _Qo'
(20)
seja verificada, sendo
v, = [P O(2n+r)><(n+1+7TL):| , (21)
L * 0(n+1+m)
\111 — O(Snir—i-l) 0(3n+}+1)><m :| _ H;HO’ (22)
_0(2n+7‘) 0(277:Q+r)><n 0(2n+r)><1 O(2n+r)><m
* 4, nx1 nxm
Uy = . 2
? * * Qtsd 01><m ’( 3)
L * * * O
Ho = [Ea On On><1 0n><m ] , (24)
Ha = [_I(2n+7’) H] ; (25)
U= [In 0n><(n+r)] ) (26)
Ua = [Onx(2n+7‘) U On O’I’L><1 Onxm}/y (27)

entdo as trajetdrias do sistema (15) em malha fechada, sob
a estratégia de controle baseado em eventos proposta no
Algoritmo 1, com a fungdo de disparo definida em (11),
tal que Q, = Q;H convergem assintoticamente para a
origem.

Prova. Definindo um vetor aumentado de estados, dado
por:

&alk] & [alk+1) &K' (28)
Como a partir da equagao (15) I1,&,[k] = 0, entao através
do Lema de Finsler e considerando o complemento de
Schur tal que Q, = Q.*, (20) é equivalente a:

ga[k;]/ P0(2n+r)><(3n+r+1+m) fa[kj] <0,

* =P, —a¥; —A (29)
V& [k] tal que T1,&,[k] = 0,
com
_U/QUU O(2n+r)><n 0(2n+r)><1 0(2n+'r)><m
A= * Qéz nx1 nxm 30
* * Q(;d 01><m ’ ( )
* * * O

Levando em conta que f(-) =
&1[k)' A&, (K], temos que:

[0z [K],0alk] olk]) =

/ P O(2n+r)><(3n+r+1+m) .
gl | 7 Vs Je i < 0. @
Uma vez que Alk]'Alk] < I é verificada, entdo Yoo > 0
tem-se que a(plk]'plk] — q[k]'q[k]) < 0. Esta desigualdade
pode ser reescrita na seguinte forma:

O n-r 0 n-+r n-T1r m
fa[lf]l [ (2*+ ) Y(2n+ )x(ilip;— +14 )] &;[H <0. (32)
Assim, se (32) ¢ satisfeita, a partir de (31) podemos
concluir que

§a[k}’ [P 0(2n+7“)><(3{17’1+r+1+m):| Ealk] < £(),

* —*o

(33)

¢é verificada.

Considerando agora uma funcgao quadrética candidata a
fungao de Lyapunov, dada por V(z[k]) = z[k]'Pz[k] e
sua variacdo entre instantes de amostragem AV (z[k]) =
V(z[k +1]) — V(x[k]), temos que:

AV((E[/@DZQLUC]I PO(2n+r)><(?;IrIL+r+l+m) €a[/€]7 (34)

* Yo

logo, se a desigualdade (20) for satisfeita, entao AV (z[k])
< f((;w[k],&d[k],l’o[k])

Suponha agora que n;+1 —n; > 1 ek € [n;,n;+1). Entéo,
pelo Algoritmo 1, temos que f(d5[k],0a[k],z0[k]) < O, e
segue que AV (z[k]) < 0. Por outro lado, suponha que em
um determinado instante k, f(9.[k],04[k],xzo[k]) > 0, entdo,
pelo Algoritmo 1 um evento ocorre, e segue que d,[k] =0 e
6d[k] = 0, logo, f((sw[k]v(sd[kLmo[k]) = _xo[k]QUxo[k] <0,
o que implica em AV(z[k]) < 0, o que garante que
z[k] = 0 quando k — oo. O

5. ESTRATEGIA ETC COM RELAXACAO

Uma vez que é garantida a convergéncia assintdtica das
trajetorias do sistema em malha fechada para a origem,
o Teorema 1 assegura rejeicao perfeita de perturbagao
em regime permanente. Este fato pode levar a estratégia
ETC ao comportamento periédico em regime permanente,
(i.e., miy1 —n; = 1 para k — o0) quando aplicada
uma perturbagdo ndo constante (e.g. sinais senoidais ou
periddicos). A fim de evitar este comportamento, serd
apresentado um critério de relaxagao para o problema em



questao. O critério de relaxacao considera uma constante
real v > 0 adicional na funcao de disparo, de modo que
um evento seja gerado quando f, > 0 com f, = f —
v. Desta forma, admite-se que as trajetérias dos estados
nao convirjam para a origem como anteriormente, mas
fiquem confinadas dentro de um conjunto positivamente
invariante elipsoidal, dado por:

E(Pm) ={z e R*"", 2'Pz <n}.
Essa ideia é formalizada no seguinte teorema:

(35)

Teorema 2. Se existir uma matriz

L € ROnH2r+14m)x(2n4r) - ypatrizes simétricas definidas
positivas P € REH)x2ndr) 05 ¢ R™" Qs € R,
Q, € R™™™ ¢ escalares positivos a, T e 7, tais que

M+ L1, + 1L U,
[ . —Q, ] <0, (36)
-l (37)
1 —5 ’
sejam verificadas, sendo
_ P O(2n+r)><(3n+r+1+m)
M—L—u—r)qfo—aml—% (38)

e U,, Uy, Uy, I1, e U, definidas em (21), (22), (23), (25) e
(27) respectivamente, entdo as trajetdrias do sistema (15)
em malha fechada, sob a estratégia de controle baseado em
eventos proposta no Algoritmo 1, com a fungao de disparo
dada por

f’y (593 [k]véd[kL To [k]) = 6w[k‘l]/Q5JL 61 [k]
+ 8a[k]' Qs,0a[k] — xo[k] Qoolk] — 7,

sendo Q, = Q' e v = 471, convergem em tempo finito
para o conjunto positivamente invariante £(P,n).

(39)

Prova. Para mostrar que as trajetorias convergem para
E(P,n) em tempo finito, é suficiente garantir que
AV (z[k]) <0, Vz[k] & E(Pn). (40)
Note que se z[k] ¢ E(Pm), entdo z[k]'Px[k] —n > 0,
logo, uma condigdo suficiente para garantir (40), Va[k] ¢
E(Pyn) pode ser feita via S-Procedure, se existir um escalar
positivo 7, tal que:
AV (z[k]) — f1(-) + Tz [k] Px[k] — 0 < 0.
1

(41)
Considerando que v = 47, através do complemento de
Schur aplicado a (37) garantimos que:

—mn+v <0. (42)
Por outro lado, seguindo os mesmos passos da prova
do Teorema 1, podemos mostrar que (36) implica que
AV (x[k]) = f(-) + Tx[k) Pz[k] < 0. Assim, considerando
fv() = f() =, com f(-) definida em (11), podemos
concluir que (41) é satisfeita se as desigualdades matriciais
(36) e (37) sao verificadas.

Para mostrar que £(P,n) é um conjunto positivamente
invariante com relacdo ao sistema em malha fechada,
consideramos primeiramente que (41) é satisfeita, logo:

xlk + 1] Pk + 1] — z[k) Pz[k] — f(*)
+ 7x[k) Pxlk] +~v — 1) < 0.
Fazendo 71 = (1 — 7) e isolando 7, i.e., 7 = 1 — 71 em (43),
temos:
z[k + 1) Pzlk + 1] — mz[k]) Px[k] — f(-)
+v+7mn—n<0.

(43)

(44)

Como f, = f —v <0, Vk > 0, segue que:

zlk + 1)'Palk + 1] —n — 1 (x[k]) Pz[k] —n) <0, (45)
e portanto
alk + 1]'Palk + 1] —n < 7y (z[k]) Pz[k] —n).  (46)

Assim, como para todo z[k] € &(Pn), temos que
x[k])' Px[k] — n < 0, é possivel concluir que:

zlk + 1) Pzk+1] —n <0, (47)

e portanto z[k + 1] € £(Pn), o que prova a invaridncia
positiva do conjunto £(Pyn). O

6. PROBLEMAS DE OTIMIZACAO

Na segéo 4, fol proposta uma funcao de disparo f(-) que
garante a estabilidade do sistema em malha fechada (12)
e (13), sob a estratégia de controle baseado em eventos,
fazendo com que os estados da planta convirjam para zero
quando k — oo, obtendo-se assim a rejeicao robusta a
perturbacao.

As matrizes Qs,, Qs, ¢ Q, sdo varidveis livres na LMI
(20). Assim, o objetivo consiste em calcular os pardmetros
Qs,, Qs, € Qr = Q! da funcio de disparo (11), de modo
a reduzir o numero de eventos gerados. Com base nas
ideias apresentadas por (Moreira et al., 2019), um critério
adequado para o céalculo destes parametros pode ser o
seguinte:

minimizar tr(Qs,) + tr(Qs,) + tr(Qo).

Neste caso, é implicitamente considerada a “minimizagao”
das matrizes de ponderacao @5, € (s, € a “maximizacao”
de Q.. Entao, o seguinte problema de otimizacao pode ser
formulado:

PO 1:

minimizar tr(Qs,) + tr(Qs,) + tr(Qy) (48)
sujeito a: (20).
Note que PO 1 é convexo, pois (20) é uma LMI nas
varidveis de decisao. Por outro lado, para a condigao de
disparo relaxada (39), além das matrizes Qs,, @s, € Qo,
o parametro vy deve ser escolhido de forma apropriada.
Lembrando que neste caso é possivel garantir somente
que as trajetérias de (12) e (13) convergirdo para um
conjunto invariante £(P,n), ou equivalentemente, a saida
nao ird convergir para zero, mas sera limitada. Portanto,
um compromisso entre o valor relativamente pequeno para
a saida do sistema e a reducao das atualizacoes de controle
deve ser estabelecido. Com esse objetivo, consideramos a
seguinte restricao:

P_ n [O'C/C 0n><(n+r)

* O¢ngr)

Essa restricdo garante que £(Pn) C S, = {x € R,
2'ClCox < 0‘1}, o que implica que a trajetéria da saida
em regime permanente dada por y = y, = Cox = Cz,
ficard confinada em uma bola de raio Vo= 1, i.e., a rejeicio

pratica a perturbacao em regime permanente pode ser
regulada pelo valor de o.

} > 0. (49)

A ideia é, portanto, levar em conta no critério, além da mi-
nimizagao de matrizes @5, , @5, € @, a maximizacao de 7,
ou equivalentemente, a minimizacao de 7, garantindo que
a restrigdo (49) seja verificada para uma dada tolerancia
0. Para isso, propomos o seguinte problema de otimizagao:



PO 2:
minimizar tr(Qs, )+tr(Qs,)+tr(Qs)+ 7
sujeito a: (36), (37) e (49).
Deve-se entretanto observar que PO 2 nao é convexo
devido as multiplicagoes de nT e 7P em (36) e (37)
respectivamente. Por outro lado, como 7 é um escalar, a
solugao das LMIs pode ser obtida através de uma busca
iterativa considerando valores de 7 predefinidos.

(50)

Os resultados obtidos para estes problemas de otimizagao
serao discutidos nos exemplos numéricos a seguir.

7. EXEMPLOS NUMERICOS

Para ilustrar o método, considera-se um sistema instavel
em malha aberta, descrito na forma de espago de estados
em tempo continuo, através das seguintes matrizes:

#(t) = {1()1 _(2)78} 2(t) + {0?8] u(t),

y(t) =[10].
Considerando a discretiza¢ao do modelo descrito em (51),
através de um retentor de ordem zero (ZOH) com um
periodo de amostragem T = 0,1s, podemos representar
este sistema na forma (1) com as matrizes:

4 [11163 020337 o [0,0081
=1 0 09231] "~ 00769

Considerando ainda uma perturbagao senoidal e de frequén-
cia w = 0,257 rad/s, gerada pelo sistema ex6geno (2) com:

0,0969 0.0785 B
Aa = [—0,0785 0,9969] , Ca=[10],

temos que os ganhos estabilizantes obtidos sob uma es-
tratégia de controle peridédica para garantir a rejeigao
assintética de perturbacao, sao descritos por:

K, =[-54497 —4,8317],

1,2332 _ 58214
Ko = {1,9315} » Koz = [ 3,755 ] '

Para a avaliacao do efeito da incerteza no sistema, con-
sideramos D = (I, e F = I,, onde § é um escalar
que representa o limite de incerteza e A[k] € R"*", o
que implica que m = n. Desta forma, considerando o
Teorema 1 e solucionando PO 1, foram obtidas as matrizes
apresentadas na Tabela 1. As simulagdes do sistema em

Tabela 1. Matrizes obtidas para f(-).

(51)

],02[1 0]. (52)

B Qs,, Qs, Qo

000 | 0o swot] 2™ |osed 1or |
o [0 e [ ]
008 [ 1oga oise | 25 1113 oo

malha fechada com a fungdo f(-) parametrizada pelas
matrizes da Tabela 1, sao mostradas nas Figuras 1, 2 e
3, respectivamente. As condi¢oes iniciais utilizadas foram
z[0] = [10 0] e 2,[0] = [0 0]’. Uma perturbacio senoidal
com frequéncia constante igual a w = 0,257 rad/s e ampli-
tude 5 foi aplicada no instante k = 120. O ultimo grafico

apresenta os instantes em que ocorreram eventos, sendo o
nimero de instantes transcorridos desde a ultima atuali-
zagao de controle representado pela altura das marcagoes,
podendo ser interpretado como o intervalo entre eventos.
A linha horizontal tracejada corresponde a um instante de
amostragem. Nota-se que quando ha aumento na incerteza,
ocorre um aumento no nimero de eventos gerados e conse-
quentemente uma redugao no intervalo entre eventos. Este
fato ja ilustra a eficiéncia da estratégia, pois mesmo em
um pior cenario, onde a incerteza é maior, observa-se uma
reducao das atualizagoes do sinal de controle com relagao
a um controlador periédico. Conforme esperado, quando a
perturbacgao é aplicada, a rejeicao perfeita ocorre, porém a
estratégia passa a realizar atualizagoes periddicas do con-
trole em regime permanente. Devido a este comportamento
periddico, € interessante relaxar a condigao de disparo,
de modo que a estratégia volte a realizar atualizacoes
aperiddicas do sinal de controle. Para tanto, considerando
o Teorema 2 e solucionando PO 2 para ¢ = 0,7, foram
obtidas as matrizes apresentadas na Tabela 2.

Tabela 2. Matrizes obtidas para f(-).

B Qs, Qs 0y 5
0,001 ﬁgﬁ 1(1)?:{); 3,111 :8:;;2 2;32{: 0,268
o [BIBIIR  [omB
oos  [1om 0us] 00 Vo0 Jo] o

Considerando as mesmas condicoes iniciais e caracteristi-
cas do sinal de perturbagao das simulacoes anteriores e
a fungao f,(-), parametrizada pelas matrizes da Tabela 2,
temos as simulagoes para o sistema em malha fechada mos-
tradas nas Figuras 4, 5 e 6, respectivamente. Nota-se um
comportamento semelhante ao caso anterior, i.e., quando
se aumenta a incerteza do modelo da planta, o intervalo
entre eventos diminui e consequentemente o ntimero de
eventos gerados aumenta. Quando a perturbagao é apli-
cada, ocorre uma rejeicao pratica, pois o erro em regime
permanente limita-se a tolerancia predefinida, resultando
em uma reducao no numero de atualizagoes do sinal de
controle em regime permanente, e nao permitindo que a
estratégia FTC se torne periddica.

A Tabela 3 apresenta uma comparacao do nimero de even-
tos gerados ou atualizagoes do controle para cada critério
de disparo e em cada limite de incerteza considerado, sendo
o = 0,7. Destaca-se que o projeto da funcao de disparo
através do PO 1, garante uma reducdo no ntumero de
atualizacoes entre 4% e 31%, enquanto que o projeto da
funcao de disparo através do PO 2 garante uma reducao
entre 27,3% e 49,3%, ambos comparados & estratégia de
amostragem periddica.

Tabela 3. Ntumero de atualizagoes do controle
para cada limite de incerteza.

B PO 1 | PO 2 | Periédica
0,001 207 152
0,02 250 169 300
0,03 288 218




Estes resultados ilustram de forma clara que o nimero de
atualizagoes do sinal de controle é reduzido. Além disso,
existe um compromisso entre uma determinada tolerancia
ao erro em regime permanente e a reducao das atualizagoes
do sinal de controle para perturbacoes nao constantes.
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Figura 2. Simulagao com critério nao relaxado e 5 = 0,02.

8. CONCLUSAO

Neste trabalho, apresentamos o projeto de uma estraté-
gia ETC aplicada a sistemas lineares incertos em tempo
discreto, considerando uma lei de controle baseada em
observadores para rejeicao de perturbagoes. Condigoes des-
critas na forma de LMIs foram propostas com objetivo
de garantir a rejeicao perfeita e prética de perturbacao
mesmo na presenca de incertezas de modelo. Problemas de
otimizagao convexos com foco na reducao da atualizagao
do controle foram propostos a fim de calcular os parame-
tros das fungoes de disparo. Os exemplos de simulagoes
ilustram a eficiéncia da estratégia proposta, mesmo com
parametros incertos na planta, podendo ser estabelecido
um compromisso entre a tolerancia admitida para o erro
em regime permanente e a reducao das atualizacoes de
controle. Estd sendo desenvolvido um estudo que consi-
dera uma abordagem robusta para o caso de seguimento
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Figura 3. Simulagao com critério nao relaxado e 5 = 0,03.
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Figura 5. Simulacdo com critério relaxado e 8 = 0,02.
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Figura 6. Simulacdo com critério relaxado e 5 = 0,03.

de referéncia e rejeicao de perturbagoes modeladas por
exosystems.
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