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Abstract: This work presents a local H., switched control design for a class of uncertain
nonlinear systems described by Takagi-Sugeno fuzzy models. The presented methodology is
based on an extended state vector, composed by the state vector and the control signal. In
addition, the switched control law eliminates the necessity of finding the membership function
expressions to implement the control law and the design conditions guarantee that the state
trajectory and the control signal remain within a region of operation of the system. Finally, the
control scheme eliminates the possibility of a discontinuity in the control signal.

Resumo: Um projeto de controle Ho, chaveado para uma classe de sistemas nao lineares
incertos descritos por modelos fuzzy Takagi-Sugeno é apresentado neste trabalho. A metodologia
apresentada baseia-se na construgao de um vetor de estado expandido, formado pelo vetor de
estado e pelo sinal de controle. Além disso, a lei de controle chaveada elimina a necessidade
de usar as fungoes de pertinéncia na sua implementacao e as condigoes de projeto garantem a
permanéncia das trajetorias dos estados e do sinal de controle dentro de uma regiao de operagao
do sistema. Por fim, o esquema de controle elimina a possibilidade de uma descontinuidade no
sinal de controle.
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1. INTRODUCAO

E possivel representar uma grande variedade de sistemas
nao lineares através de modelos fuzzy Takagi-Sugeno (T-
S) (Takagi and Sugeno (1985); Taniguchi et al. (2001)),
combinando os modelos locais lineares por meio dos pe-
sos normalizados das fungoes de pertinéncia. Os projetos
de controle envolvendo sistemas nao lineares fuzzy T-S,
normalmente consideram que as fungdes de pertinéncia
sao conhecidas. Entretanto, quando o sistema nao linear
também possui incertezas, essas fungoes podem nao ser
precisamente calculadas, dificultando a sua utilizagao na
implementacao da lei de controle. Além disso, a representa-
¢ao via modelos fuzzy T-S é vélida em uma regido limitada
no espago de estados, denominada regiao de operagao ou
dominio de validade. Outras condicoes operacionais, como
a limitacdo do atuador e restrigoes fisicas do sistema,

podem ser incorporadas a regiao de operagao. Jé o controle
Hoo € aplicado com o propdsito de diminuir a influéncia
de um disturbio externo na saida do sistema.

Este trabalho apresenta uma abordagem ao problema de
controle H,, proposto em de Oliveira (2017), no qual
considera-se um vetor de estado expandido, composto pelo
vetor de estado e pelo sinal de controle. O projeto de
controle assegura um custo garantido H., e garante que
as trajetérias do vetor de estado e do sinal de controle
permanecem dentro de limites previamente estabelecidos.
Dessa forma, esta abordagem é uma alternativa para tratar
do problema da saturagao do sinal de controle e é uma
das principais contribuicoes deste trabalho. Além disso, o
esquema de controle proposto utiliza um integrador que
elimina uma possivel descontinuidade do sinal de controle
chaveado, apresentando vantagem em relacao ao esquema
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de controle proposto em de Oliveira et al. (2018) Por
fim, a lei de controle chaveada nao utiliza as fungoes de
pertinéncia, possibilitando uma implementagao pratica em
uma suspensao ativa.

Por conveniéncia, adota-se as seguintes notagoes: K, =
{1,2,...,r}, r € N. I representa uma matriz identidade
com dimensdo apropriada. diag{M;, M, ..., M,} repre-
senta uma matriz bloco diagonal formada pelas matrizes
My, Mo,.... M,. M >0 (M <0, M >0e M < 0)
significa que a matriz M é definida positiva (definida
negativa, semi-definida positiva e semi-definida negativa,
respectivamente). Finalmente, M, representa uma matriz
genérica, tal que

s
M, = Z%‘Mi com a=][ag ... )T €A, (la)
i=1

Arz{aeR":aizo7Zai=1,ieKT}. (1b)

i=1
2. PRELIMINARES

Considere um sistema nao linear incerto sujeito a satura-
¢ao do atuador e disturbio externo:

&(t) = fi(z(0)2(t)+ fa(z(t))sat(u(t))+ f3(2(1) )w(t), (2a)
y(t) =g1(2(t))x(t)+g2(2(t) )sat (u(t)) +gs(2(t))w(t), (2b)
sendo que z(t) € R™ & o vetor de estado, u(t) € R"™
é o vetor de entrada, w(t) € R™ é a entrada exdgena
com energia limitada e y(t) € R™ é o vetor de saida.
A dindmica do sistema nao linear incerto é dada pelas
fungdes néo lineares fi(-) : R — R"=*"= f(.) : R? —
RP=Xnu - fa(l) : R? — R"™*"w ¢ a saida do sistema é
dada pelas fungoes nao lineares gi(:) : R? — R™wXn=,
g2() : RT — R™X™u g gg(-) : RT — R™X"w,  z(t) €
R? é o vetor cujos os elementos z(t), | € K,, sdo as
variaveis de premissa que dependem do vetor de estado
z(t) e de parametros incertos ou varidveis desconhecidas, e
sat(u(t)) = [sat(uy(t)) - - - sat(un, (¢))]T € R™ é a entrada
de controle sujeita & saturagdo, tal que sat(ug(t)) =
sgn(ug (t)) min{ pg, |uk(t)|}, sendo que pg, k € K,,, sdo
constantes positivas com valores conhecidos. Observe que
sat(up(t)) = uk(t) se lug(t)| < px, k € K,,, . Logo, a regido
de operagao para a entrada de controle é definida como

U= {ult) €R™ : |up(t)| < pr, k€K, }.  (3)

Consequentemente, para u(t) € U a entrada de controle
opera na regido linear da saturagdo, ou seja, sat(u(t)) =
u(t). Logo, o sistema nao linear incerto (2) pode ser
representado por

&(t) = fr(z(0)x(t) + f2(z(8))ult) + fs(2(t))w(t),
y(t) = 91(2(8))(t) + g2(2(8))u(t) + g3 (2(t))w(t),

Considere o esquema de controle proposto na Figura 1 e o
vetor de estado expandido, definido como

F(t) = wg] € Rt (5)

Para u(t) € U, Yt > 0, observe que a derivada temporal
da lei de controle u(t) é dada por v(Z(t)), tal que

o(Z(t)) = v(x(t), u(t)) = u(t). (6)

(4a)
(4b)

&(t) = f1(2(8)z(t) + f2(z(0))u(t) + f3(2(1))
y(t) = g1(2(1))a(t) + g2(2(8))u(t) + g3(2(t))w(t)

[

Figura 1. Esquema de controle com realimentagao do vetor
de estado expandido.

2.1 Representacdao exata do sistema mao linear incerto
através do modelo fuzzy T-S

Dada a regiao de operacao no espago de estados
X = {z(t) e R™ : |Rpyz(t)| < ¢n, he Ky},  (7)

T
sendo que a matriz R = {Ra)-~-RE’;)} € RPXM= ¢ o

vetor ¢ = [¢ - -~q’)p]T € RP sao conhecidos, e a regiao
de operagao para a entrada de controle U, sendo p =
[pl---pnu]T € R"™. A partir destas duas regides de
operacao, pode-se estabelecer uma regiao de operagao
S = X x U que serda denominada de regiao de operacao
expandida.

Considerando o vetor de estado expandido Z(t), a regido
de operagao expandida S é definida como
S = {&(t) e R™*™ ¢ Sy @(t)| < U, m € Ky, } 3
R 0 T
sendo que S = [OIM] = {S(Tl) S(T;)+nu)} €
R X(netn) o § = [ ¢T pT}T € RPT™«  s3o parame-
tros conhecidos a partir de X e . Na regiao de operagao S
o sistema nao linear incerto sujeito a saturacao, dado em
(2), pode ser exatamente descrito pelo modelo fuzzy T-S
como descrito em (9) e (10):
Regra i: SE z1(t) € pi1 e ... e z4(t) é fig,
< $(t) = Ai.%‘(t) + Biu(t) + Hiw(t), (9)
FNTAO {y(t) = Cia(t) + Diu(t) + Giuo(t),

A partir de Tanaka et al. (1998), das defini¢oes dadas em
(1) e (9), () e y(t) podem ser escritos como segue:

i) = 3 aa(2()(Aix(®) + Biu(t) + Hiw(t)
— Aa(t) + Boult) + How(t),
y(t) = Z a;(2(1))(Cix(t) + Diu(t) + Gw(t))

= C.z(t) + D,u(t) + Gw(t),

prin (21(t)) X -+ X priq (24(t))
22:1 (pi1 (21(8)) X -+ X pig (24(1)))
wir (z1(t)) é a funcado de pertinéncia, em termos de varidveis
desconhecidas ou parametros incertos, correspondente ao
conjunto fuzzy p;, ¢ € K, e I € K;. O elemento o
do vetor & = [ajay...a.)T € A, dado em (1) é

o peso normalizado de cada modelo local do sistema
(Ai, B;,C;,D;, G;, Hz) definido em (9), para i € K.

(10a)

(10b)

sendo «; (2(t)) = e

Utilizando o esquema de controle com realimentagao do
vetor de estado expandido, dado na Figura 1, e conside-



rando a representagao do sistema nao linear incerto dada
em (10), pode-se representar a dindmica do vetor de estado
expandido, tal que

3] - (5 B 6]« (1] o [ ]
—_—— " =~ —

() A. &(t) B .
(11a)
_ (1)
v =1 2.1 1] + 6wt (11h)
é. —— G.

2.2 Candidata a funcdo de Lyapunov e o conjunto elipsoidal

E(V, o)

Considere a candidata a funcao de Lyapunov quadratica

V(z(t)) = &(t) Pi(t), (12)
sendo que P € R(metnu)x(natnu) & yma matriz simétrica
definida positiva. Para uma dada constante positiva vy,
define-se o seguinte conjunto elipsoidal

E(V,vg) == {&(t) e R™T™ ()T Pi(t) <wvo}. (13)

O lema a seguir ¢ apresentado com o propésito de expandir
o volume do conjunto elipsoidal £(V,1).

Lema 1. O conjunto elipsoidal £(V, 1) pode ser expandido
ao inserir a restrigio {Z(t) € R : 2()T%(t) < B} C

. -1
E(V,1), que é imposta se a LMI ﬁII )I(} > 0 for

factivel, sendo que X = P! e # é uma constante positiva
e pode ser utilizada como uma varidvel a ser maximizada,
de forma a obter uma estimativa menos conservadora do
conjunto de condigoes iniciais E(V, 1).

Prova. A demostragao do Lema 1 é similar a demonstragao
apresentada em Lee et al. (2015).

2.3 Lei de controle utilizando o vetor de estado expandido

A seguir, duas leis de controle distintas serao apresentadas.

Lei de controle dependente das fungoes de pertinéncia:
Primeiramente, baseada na compensacao distribuida pa-
ralela, considere a seguinte lei de controle dependente do
parametro «:

Regra i: SE z1(t) é pi1 e ... e z4(t) é fuig,

ENTAO v, (Z(t)) = —K;Z(t)

e a partir das defini¢oes dadas em (1) e (14), v, (Z(t)) pode
ser escrita como segue:

v (8(t) = = Y o KGE(t) = — K. ().
i=1

(14)

(15)

Lei de controle chaveada: Baseando-se em Souza et al.
(2013), considere a lei de controle chaveada utilizando o
vetor de estado expandido, dada por:

Ve (Z(t)) = —K,2(t), o= arg*m&n{—sﬁ(t)TPBKi:E(t)},
1€8,
) (16)
sendo que arg*;g%{n{—j(t)TPBKii(t)} denota o menor
€K,
indice o, tal que

—2(t)T PBK,%(t) = min{—i(t)' PBK,&(t)}.

icK,. (17)

O procedimento proposto utiliza a regra de chaveamento o,
dada em (16), tal que o produto —#(t)" PBK;Z(t), i € K,.,
é utilizado para determinar o valor do indice o. Este indice
o seleciona um ganho do controlador de realimentagao
do vetor de estado expandido, que pertence ao conjunto
de ganhos {K; € R™*(mtnu) j ¢ K,}. Esta regra de
chaveamento o é projetada com o propésito de eliminar
a necessidade de utilizar as fungoes de pertinéncia na
implementacao da lei de controle. A ideia principal parte
do fato de que o minimo de um conjunto de nimeros reais
¢ menor ou igual do que qualquer combinagao convexa dos
elementos do conjunto.

2.4 O problema de controle Hoo considerando a regido de
operacao expandida

Um importante indice de desempenho é a norma H.., que
estd relacionado com a capacidade do sistema de rejeitar
disturbios de energia limitada (Boyd et al. (1994)).

Supor que o distirbio w(t) possui energia limitada é
essencial para o projeto de controle Ho,. Além disso,
diversos trabalhos que tratam do problema de controle
Heoo para sistemas nao lineares utilizando modelos fuzzy
T-S, nao apresentam condicdes que garantem que o vetor
de estado permanecerd dentro da regiao de operagao, para
w(t) # 0. Por esse motivo, o valor maximo da energia do
distirbio w(t) muitas vezes nao é utilizado no projeto de
controle.

Neste trabalho, para lidar com o problema de controle H
considerando a regiao de operacao, sera atribuido um valor
ao limitante da energia do disturbio, que serd dado por
uma constante positiva €, tal que w(t) € W, sendo

W= {w(t) € R /000 w(t)Tw(t)dt < e} . as)

Além disso, considere a variavel de relaxagdo ¢ > 0 e uma
constante €y > 0, tal que V(£(0)) = €.

Logo, o problema de controle H., para um sistema nao
linear, considerando a regiao de operacgao expandida S,
consiste em determinar uma lei de controle que satisfaca
0s seguintes requisitos:

(1) para w(t) = 0, t > 0, a origem & = 0 é um ponto
de equilibrio localmente assintoticamente estavel do
sistema nao linear incerto (11) e o conjunto elipsoidal
E(V,eo + ¢~ te) é um conjunto positivamente invari-
ante do dominio de atrac¢ao (ou seja, se Z(0) pertence
ao conjunto é:(V7 co+¢~te), entdo todas as trajetérias
de Z(t), t > 0, também irdo permanecer dentro deste
conjunto). A Figura 2 ilustra esta propriedade.

para w(t) € W, qualquer trajetéria com condigdo

inicial dentro de £(V,€g) (ou seja, (0)T P#(0) < €o)
nao ir4 escapar do conjunto elipsoidal £(V, €9+~ Le),
para todo t > 0. Esta propriedade é ilustrada na
Figura 3.

para w(t) € W e £(0) = 0, o sistema realimentado
(11) possui um custo garantido H., igual a v > 0,
satisfazendo a seguinte desigualdade:

2 2

ly@)I5 <2 lw®)llz, Vo € A, (19)
A relagao de inclusao E(V,ep + ¢ te) C S deve ser
garantida, pois se £(V, ey + ¢ 1e) for um conjunto



positivamente invariante do dominio de atracao, en-
tao a restricio £(V, eo + ¢ 'e) C S garante que:

e o sinal de controle sujeito a saturacao sat(u(t))
estd confinado dentro da regiao linear da satu-
ragao, podendo ser representado por sat(u(t)) =
u(t). Ou seja, se i(t) € E(V,eo + ¢~ 'e), conse-
quentemente Z(t) € S, logo u(t) € U e o sistema
nao linear incerto (2) é dado por (4).

e 0 sistema néo linear incerto (4) pode ser exata-
mente descrito pelo modelo fuzzy T-S dado em
(10). Ou seja, se @(t) € E(V, e + ¢~ 'e), conse-
quentemente Z(t) € S, logo u(t) e U e x(t) € X
e o sistema nao linear incerto, dado em (2), pode
ser representado por (10).

Figura 2. Relagoes de inclusao entre os conjuntos S e
E(V,eo + o Le), e a trajetéria do vetor de estado (t)
para w(t) =0et > 0.

Figura 3. Relagoes de inclusdo entre os conjuntos S,
E(V,eo + ¢ te) e E(V,ep), e a trajetéria do vetor de
estado Z(t) para w(t) € Wet > 0.

2.5 Relagao de inclusao entre os conjuntos da regiao de
operacao erpandida

A partir dos problemas de controle apresentados na Secao
2.4, observe que existe uma relacao de inclusao entre os
conjuntos S e & (V,ug) que deve ser garantida. O Lema
2 apresenta uma condicao que garante esta relacao de
inclusao.
Lema 2. Considere os conjuntos S e £(V,v) dados em
(8) e (13), respectivamente. A condicio E(V,v9) C S é
assegurada se a seguinte LMI for factivel:
92 vgt x } <
{XS(TW) x|z
para todo m € K, , sendo que X = p1

(20)

Prova. A demostragdo do Lema 2 é apresentado no Apén-
dice A.

2.6 Relacao entre as derivadas temporais das fungoes
de Lyapunov utilizando a lei de controle dependente do
parametro o e a lei de controle chaveada

O Lema 3, apresentado a seguir, possibilita projetar os
ganhos K; € R™«X(matnu) i ¢ K, da lei de controle
chaveada (16), considerando a lei de controle dependente
das funcoes de pertinéncia (15).

Lema 3. Considere a candidata a funcao de Lyapunov
V() = #@t)TPi(t), dada em (12), sendo que P €
R(etnu)x(natnu) & yma matriz simétrica definida posi-
tiva. Defina V,(#(t)) a derivada temporal de V(&(t)) para
o sistema nao linear incerto (2), realimentado pela lei de
controle chaveada v, (i(t)), dada em (16). Defina V. (i(t))
a derivada temporal de V(Z(t)) para o sistema nao linear
incerto (2), realimentado pela lei de controle v, (Z(t)), dada
em (15).

Suponha que as condigoes de projeto garantam que Z(t) €

E(V,vo) C S parat > 0. A lei de chaveamento o =
arg*mﬁlgn{f:i(t)TPBKi:i(t)}, dada em (16), garante que
1€K,

V,(#(t)) < V2(Z(t)) para todo (t) € E(V,v0) C S.

Prova. A demostragao do Lema 3 é apresentado no Apén-
dice B.

3. PROJETO DE CONTROLE ., CHAVEADO
CONSIDERANDO REGIAO DE OPERACAO
EXPANDIDA

Teorema 1. Considere a regiao de operacao S, na qual
o sistema nao linear incerto sujeito a saturacao do atu-
ador e distirbio de energia limitada (2) pode ser exa-
tamente descrito por (11), sendo que ¢ € RPT™« S €
R(etnu)x(netnu) e >0 € >0 e ¢ > 0 sdo conhecidos.
Suponha a existéncia de uma matriz simétrica definida po-
sitiva X € R+ x(netnu) atrizes M; € R (etnu)
e um escalar 4 > 0, tais que o seguinte problema de
otimizagao seja factivel:

min g
sujeito a
[A;X + XAT —BM; - MB" H XC,
{qu —cpjll GiT <0,
L Ci X Gi  —pul
(21)
F 2
=z Sty X
€0 +§%_16 (m) 0 (22)

para todo i,j € K, e m € K,in,. Entdo E(V,ep +
¢ te) C S e o esquema de controle da Figura 1 com a

lei de controle chaveada v, (Z(t)), dada em (16), sendo que

K;=M;X'eP=X"1! garante que:

(1) para w(t) = 0, ¢t > 0, a origem Z = 0 é um ponto
de equilibrio localmente assintoticamente estavel do
sistema nado linear incerto (11) e o conjunto elip-

soidal g(V, €0 + ¢~ te) é um conjunto positivamente



invariante do dominio de atragdo (ou seja, se &(0)

pertence ao conjunto E(V, ey + ¢~ 'e), entdo todas as
trajetérias de Z(t), t > 0, irdo permanecer dentro
deste conjunto). A Figura 2 ilustra esta propriedade;

(2) para w(t) € W, se £(0) € £(V,¢), entdo Z(t) €
E(V,eo + ¢~ te), para todo t > 0. A Figura 3 ilustra
esta propriedade;

(3) para w(t) € W, se £(0) = 0, entdo o sistema nao
linear incerto (11) possui um custo garantido Heo

igual a7 = Vi > 0, tal que [y < o Jw ()
e Z(t) € E(V, ¢~ te), para todo t > 0.

Prova. A demostracdo do Teorema 1 é apresentado no
Apéndice C.

4. IMPLEMENTACAO PI}A’TICA UTILIZANDO UM
SISTEMA DE SUSPENSAO ATIVA DE BANCADA
COM FALHA NO ATUADOR

Considere o sistema de suspensao ativa de um veiculo,
fabricado pela Quanser ®, apresentado na Figura 4. O seu
modelo esquematico esta representado na Figura 5. O pro-
posito deste exemplo é projetar e implementar uma lei de
controle Ho, chaveada v, (Z(¢)), utilizando a realimentacdo
do vetor de estado expandido. A descrigao do sistema de
suspensao ativa e os valores dos parametros podem ser
encontrados em de Oliveira (2017).

Figura 4. Sistema de suspensdo ativa da Quanser® per-
tencente ao Laboratoério de Pesquisa em Controle da
UNESP Ilha Solteira.

zs(t)

1
Ms — Z da massa do veiculo

Suspensao ativa
bs

Mys — Massa do conjunto do pneu

Figura 5. Modelo esquemético do sistema de suspensao
ativa.

Com base na modelagem apresentada em de Oliveira
(2017), considerando o vetor das varidveis de premissa

2(t) = [x(t)T Akys kfalha]T, o modelo dindmico do
sistema de suspensao ativa pode ser representado por

0 1 0 —1
ks bfs 0 bs
O O i
ks bs (bs + bus)
z2(t)) ———
e M O TR
0 -
kfalha(t) 8
M
+ 0 sat(u(t)) + ;1 w(t), (23)
kalha(t) —==
*fMﬁ Mys |

zs(t) —(z)us(t) -
zs(t

zus(t) — zr(8) |’ y(t) = [0 01 0} z(t),
Zus(t)

z(t) =

f43(z(t)) — 7kuso (]- + Akys |Zus _ Zr|).

w(t) = zr, i
us

Para encontrar os modelos locais do sistema, os valores
méximos e minimos das funcoes kfqinq (t) € faz(2(t)) devem
ser obtidos. Neste caso, a metodologia proposta em Santim
et al. (2012) serd utilizada. Considerando que a falha no
atuador pode diminuir 20% da poténcia do atuador, entao
0,8 < kfaina(t) < 1. Devido a restricao fisica relacionada
ao comprimento da mola, a variavel de estado z,s — 2z, é
limitada no intervalo —0,02 < 2,5 — 2 < 0,02m. Assim, o
dominio D da fungao nao linear f43(2(t)) e de kraina(t) é

D= {Z(t) = [z(t)" Akys kfalha]T € RS :0 < Akys <2,
_0702 S Zus — 2r S 0,02, 0,8 g kfalha(t) < 1}’ (24)
lembrando que, de (23), tem-se que z,5 — 2z, = z3(t).

Adotando a representagio do sistema nao linear incerto (2)
através do modelo fuzzy T-S em funcao do vetor de estado
expandido, apresentado em (11), observe que é possivel
obter os modelos locais expandidos A;, B, H;, C;, G,
i € K4, dados em de Oliveira (2017) (p.90).

Tem-se que a regiao de operagao X tem p = 1, h €
Ky, R =[0010] e = 0,02. O sinal de controle
F.(t) é limitado entre os valores de +39,2N, de acordo
com as sugestoes do fabricante e as restrigoes fisicas do
equipamento. Entao, a regiao U tem n,, = 1, k € K; e
p = 39,2. A partir destas informagoes, a regiao de operacao

expandida S tem m € Ky e S = [10%101] = [88%8(1)}

e = [¢p]" = [002392]". Para a implementacdo,
considerou-se que o sinal de referéncia z,(t), que altera o
perfil da pista, reproduz um sinal senoidal com amplitude
de 0,0015m e frequéncia (f = 1 + ¢)Hz para 0,5 < ¢t < 9,5s,
ou seja, a frequéncia varia linearmente de 1,5 até 10,5Hz.
Ja para 0 < t < 0,5s e 95 < t < 10s a amplitude
de z.(t) é igual a zero. Observe que w(t) possui energia
limitada. Entdo, considere que #(0) = 0, #(0)T P#(0) =0 e
1w Twtydt < [3°w(t)Tw(t)dt < 0,02, tal que eg = 0
e e =0,02.

Finalmente, para ¢ = 10 e 8 = 0,01, que foram escolhidos
pelo projetista apds alguns testes, o problema de otimiza-
¢ao apresentado no Teorema 1, em conjunto com a LMI
do Lema 1, foi resolvido. A solugao do problema de otimi-
zagao apresentou um custo garantido H, de v = 0,1004.
Obteve-se também os seguintes ganhos dos controladores



K;, i € K4, e a matriz simétrica definida positiva P:
Ky = [ 145535,26 32085,69 —486188,57 —9545,71 403,44 |,
Ky = [ 14918243 32771,99 —497010,64 —9748,03 411,79 |,
K3 = [ 380365,66 69746,19 —1022867,76 —18555,93 843,55 |,
Ky = [383780,10 70393,10 —1033146,69 —18748,25 851,43 ],

22,02 2,73 —33,97 —0,46 0,02
2,73 0,40 -552 —0,08 0,004
P = |-33,97 =552 84,71 1,34 —0,064 |.
—0,46 —0,08 1,34 0,02 —0,001
0,02 0,004 —0,06 —0,001 0,00005

Foram realizadas duas implementacao. Na primeira imple-
mentagao, utilizou-se o sistema em malha aberta (u(t) = 0,
para 0 < ¢t < 10s). Na segunda, a lei de controle chaveada
Vo (Z(t)), inserindo uma falha de 20% no atuador via soft-
ware MatLab/Simulink®. A resposta dindmica do sistema
de suspensao ativa, realimentado utilizando o esquema de
controle da Figura 1 e a lei de controle chaveada v, (Z(t))
é apresentada na Figura 6. Note que o sistema em malha
fechada reduziu as amplitudes maximas de z; e z,s, pro-
porcionando conforto e segurancga ao possivel passageiro
do veiculo com tal sistema de suspensao.

5. CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado um projeto de controle
Hoo chaveado para uma classe de sistemas nao lineares
incertos. As principais vantagens encontradas foram: i)
Nao é necessario calcular as fungbes de pertinéncia para
a implementagido da lei de controle; ii) Ao utilizar um
integrador para obter o sinal de controle, nao existe a
possibilidade do sinal de controle apresentar descontinui-
dade; iii) Considerando o vetor de estado expandido, as
condigoes de projeto garantem a permanéncia do vetor
de estado e do sinal de controle na regiao de operagao
do sistema; iv) Foi possivel realizar uma implementagao
pratica em um sistema de suspensao ativa e observou-se
que o controle H, mitigou a influéncia da entrada exdgena
na saida do sistema.
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Apéndice A

A demonstragao do Lema 2 ¢é apresentado a seguir.

Prova. Primeiramente, multiplicando ambos os lados de
(20) por diag{l, P}, sendo P = X! e aplicando o
complemento de Schur, obtém-se

P — S90S ) = 0,
P S(j;n)ﬂ;fvoS(m),

>
()T PE(t) = 2()" () U 00 S (m) E(t).

Sendo Z(t) € £(V,vp), de (13) tem-se que Z(t)T PZ(t) < vo
e assim

vo = ()T PZ(t)
0

ﬁ;zvoi(t)TS(j;n) S(m)iﬁ(t) s
2()" Sy SamyE(t)-

VoWV

2
m
Portanto, a partir de (8), para m € K4, , observe que
que Z(t) € S e, consequentemente, £(V,v9) C S.

Apéndice B

A demonstragdo do Lema 3 é apresentado a seguir.

Prova. Considere a candidata a funcao de Lyapunov
V(z(t) = #)TPi(t), dada em (12), sendo que P €
R(tnu)x(natnu) & yma matriz simétrica definida po-
sitiva. Note que a cada instante de tempo a derivada
temporal de V(Z(t)) = #(¢)T PZ(t) pode ser representada
por V(i(t)) = 2&(t)T PZ(t). Defina V,(i(t)) a derivada
temporal de V(Z(¢)) para o sistema néo linear incerto (2),
realimentado pela lei de controle chaveada v, (Z(t)), dada
em (16).
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Figura 6. Resposta temporal préatica para a varredura em frequéncia do sistema de suspensao ativa em malha aberta
(MA) e em malha fechada (MF), utilizando a lei de controle chaveada v, (Z(t)).

Suponha que as condigoes de projeto garantam que Z(t) €
E(V,v9) C S para t > 0. Logo, o modelo fuzzy T-S (11)
descreve exatamente a dinamica do sistema nao linear
incerto (2) e tem-se que

V,(2(t)) = 22(t)T P (Aza:(t) + Bug (#(t)) + ﬁzw(t))
—25(t)TP (A Ft)+ H w(t)) — 23()T PBK,&(1)
—25(1)TP (A #(t) + H, w(t))

+2ir£]%£{ (t)TPB(—Ki)i;(t)}. (B.1)

A partir de (1), lembrando que «;
1, tem-se a seguinte propriedade:

min {j(t)TPB (—Ki)if:(t)}

€K,
TPB( Zal )

Agora, defina V,(Z(t)) a derivada temporal de V(&(t))
para o sistema nao linear incerto (2), realimentado pela
lei de controle dependente de pardmetro v,(Z(t)), dada
m (15). Entéo, a partir de (1), (B.1) e (B.2), obtém-se:

V, (#(t) = 22(t)TP (/Lf(t) + Bug (#(t)) + lflzw(t)>
—25(1)TP (flzzi(t) + Erzw(t)) 9

>0,ieK,ed_ja; =

(B.2)

#(t)T PBK,Z(t)
—25(1)TP (/Li:(t) + sz(t))

=2i(t)T PA,#(t) — 22(t)T PBK.&(t) + 23(t) PH.w(t)
= 23(t)TP (A () + Bu.(i(t)) + H.w(t)
= V2(& (1)) (B:3)

Portanto, tem-se que V,(#(t)) < Vi(Z(t)) para todo &(t) €
5(‘/, Uo) cS.

Apéndice C

A demonstragao do Teorema 1 é apresentado a seguir.

Inicialmente, observe que para o caso particular em que o
disturbio externo é nulo (w(t) = 0), o sistema nao linear
(11) pode ser reescrito como

i(t) A, 20 M
y(t) = LCZ?DJ @ o)

()

Prova. Considere a candidata a fungdo de Lyapunov dada
em (12) e as definicoes de V. (&(t)) e V,(#(t)) apresentadas
no Lema 3. Primeiramente, de acordo com o Lema 2,
observe que (22) garante que €(V, e+ ¢ te) C S.

Agora, a partir de (1), pré e pés multiplicando (21) por
diag{X 1, I, I}, substituindo X! = Pe M; = K;X e
multiplicando o resultado por a; > 0,i € K, e >\ o =
1 e realizando o somatoério de ¢ = 1 até r, obtém-se

ATP+PA. - PBK.—-KIB"P =« x

arp —o ' % <0,
C. G, —oul
(C.2)
e consequentemente
ATP4+ PA, - PBK. - KTBTP  «

[ arp . <0, (C.3)
ATP4+ PA, - PBK., - K'BTP <0. (C4)

e Primeira propriedade:

Para demonstrar a primeira propriedade, considere que
w(t) = 0 para t > 0. A partir de (C.4), para Z(t) # 0,
tem-se que



i(t)T{flfP + PA,— PBK,— KZTBTP}i(t) <0. (C.5)

Note que neste caso, para i(t) € E(V,eo + ¢ ) C S, 0
modelo fuzzy T-S (C.1) descreve exatamente a dinamica do
sistema nao linear incerto sujeito a saturacao do atuador
(2). A partir de (C.1) e (12), lembrando que £(V, ¢ +
¢ te) C S, a desigualdade (C.5) implica que V. (Z(t)) <
0, para todo #(t) € E(V,eo + ¢ '€)\{0}. De acordo
com o Lema 3, observe que a lei de chaveamento o =
arg*g%{n{—i:(t)TPBgKii(t)}, dada em (16), garante que

V,(&(t)) < V2(&(t)) para todo &(t) € E(V,e0 + ¢~ te) C S.
Consequentemente, a lei de controle chaveada v, (Z(t)),
dada em (16), garante que a origem Z = 0 é um ponto de
equilibrio localmente assintoticamente estavel do sistema
nao linear incerto (C.1) e o conjunto elipsoidal £(V, eq +
¢ 1€) é um conjunto positivamente invariante do domfnio
de atracao, ou seja, toda a trajetéria do vetor de estado
iniciada em #(0) € £(V, e+ ¢~ '€) permanece na regiio de
operagao S.

e Segunda propriedade:

Agora, na demonstracdo da segunda propriedade, consi-
dere que w(t) € W. A partir de (C.3), para Z(t) # 0,
tem-se que

AZTP +PA. - PBK. - K!B"P «
HTP —p I
i"(t)
w(t)

—#(t)T {ATP + PA, - PBK, — KZTBTP} (1)

F() T PH. w(t) + w(t)T HE Pi(t) — w(t) o~ w(t).
(C.6)

Observe que, para Z(t) € E(V,e0 + ¢ '€) C S, o modelo
fuzzy T-S (11) descreve exatamente a dindmica do sistema
ndo linear incerto sujeito a saturagido do atuador (2). A

partir de (11) e (12), lembrando que £(V,eo + ¢~ ') C S,
a desigualdade (C.6) implica que
Vo(&(t)) — ¢~ 'w(t)Tw(t) <0, (C.7)

para todo Z(t) € E(V,ep + ¢ '€)\{0}. De acordo com

o Lema 3, observe que a lei de chaveamento o =

arg*m]}(n{—f(t)TPBKi:E(t)}, dada em (16), garante que
€K,

Vo (#(t)) < Vi(Z(t)) para todo Z(t) € E(V, eg + ¢~ te) C S.

Consequentemente, a partir de (C.7), a lei de controle
chaveada v, (Z(t)), dada em (16), garante que

Vo (#(1) S Va(2(1) < ¢~ w(t)Tw(t), (C.8)

para todo Z(t) € E(V,eo+¢~'e)\{0}. Considerando #(0) €

g, 60) e a partir de (18), tem-se que V(Z(0)) < € e

fo t)dt < e, respectivamente. Logo, integrando
(C.8) de O ate tf, obtém-se

V(Z(ty)) < V(2(0)) + gofl/o ' w(t)Tw(t)dt

<V(@0) +¢ ! /OOO w(t)Tw(t)dt

<V(E(0) +¢ le<e+y e, (CI)

concluindo que V(Z(c0)) < € + ¢ te. Desta forma, a
desigualdade (C.9) assegura que qualquer trajetéria com
condigao inicial Z(0) € £(V, ¢y) ird permanecer dentro do
conjunto E(V, eg+p Le)\OE(V, eg+p~Le), paratodot > 0,
sendo que OE(V, eg+ ¢~ L) é a fronteira de E(V, €9+~ Le).
e Terceira propriedade:
Novamente, na demonstragao da terceira propriedade,
considere w(t) € W. Aplicando o complemento de Schur
m (C.2), sendo que u = 72, obtém-se
ATP+ PA, - PBK. - KIB™P =«
HTP —p I

cT 5 X
+ {GT} eI [C, G.] <0. (C.10)

A partir de (C.10), para Z(t) # 0, tem-se que

0= [30) "(TATP+ PA, - PBK, - KTB"P  «
w(t) HTP —p

6| et ey 19
—i(t)T {ATP + PA, — PBK, fKTBTP} 0

+ ()T PHw(t) +w(t)T HT Pi(t) - w(t) "¢ w(t)
oty (Caatt) + Gaunn) (Coalt) + Gaw(r))
(C.11)

A partir da segunda propriedade do Teorema 1, se w(t) €

W e &(0) = 0, entdao &(t) € E(V,p 'e) C E(V,eo +

v le) C S, para todo t > 0. Logo, o modelo fuzzy T-S

(11) descreve exatamente a dindmica do sistema nao linear

incerto sujeito a saturagao do atuador (2). A partir de (11)
e (12), a desigualdade (C.11) implica que

Va(&(6) + o~ 2y () y(t) — ¢ hw(t)Tw(t) <0, (C.12)

para todo Z(t) € £(V, ¢~ €)\{0}. De acordo com o Lema 3,
observe que a lei de chaveamento o, dada em (16), garante
que V4 (Z(t)) < V.(Z(t)) para todo #(t) € E(V,p 1le) C S.
Consequentemente, a partir de (C.12), a lei de controle
chaveada v, (Z(t)), dada em (16), garante que

Vo (2(1) < Va(&(t) < —¢~ 'y 2y(0) T y(t)+o~ w(t) w(t),
(C.13)

para todo Z(t) € £(V, o 'e)\{0}.
Considerando Z(0) = 0 e integrando (C.13) de 0 até oo,

obtém-se
o0 oo

o1y / y(t)y(t)dt — o) / w(t)Tw(t)dt
0 0

< V(#(0)) — V(#(c0)) < V(#(0)) = 0. (C.14)

Portanto

oy / Ty Tyt — o / T w(t)Tw(t)dt < 0

/ T BTyt < A2 / () w(t)dt
0 0

ly(@)ll5 < 7* [lw(®)]]3 (C.15)

demonstrando que o sistema nao linear incerto (2) possui
um custo garantido Ho. igual a v =/ > 0.





