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Abstract: In this paper, we propose a novel multivariable super-twisting-like structure with
adaptive gains and an additional time-varying term. By exploiting information extracted from
the equivalent control the magnitudes of the adaptive terms increase and decrease as appropriate
so that they are as small as possible and yet are large enough to enforce a second-order sliding
mode. Thus, the proposed controller avoids a conservative overestimation of the disturbance,
which is important to mitigate the undesirable effects of chattering.

Resumo: Neste trabalho, é proposta uma nova estrutura multivariavel do tipo Super-Twisting
com ganhos adaptativos e um termo adicional variante no tempo. Explorando as informacoes
extraidas do controle equivalente, as magnitudes dos termos adaptativos aumentam e diminuem
conforme apropriado, de modo que sejam tao pequenas quanto possivel e, ainda assim, grandes
o suficiente para impor um modo deslizante de segunda ordem. Dessa forma, o controlador
proposto evita uma estimagao muito conservadora da perturbagao, o que é importante para
mitigar os efeitos indesejaveis do chattering.
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1. INTRODUCAO

Controle por modos deslizantes é um método eficaz para
controle robusto de sistemas incertos sujeitos a perturba-
coes. No entanto, o problema de chattering que consiste
de oscilagoes indesejadas, causadas pelo chaveamento em
alta frequéncia da acgao de controle pode degradar o de-
sempenho do sistema (Utkin, 1992; Shtessel et al., 2014).

Em (Levant, 1993) o conceito de modos deslizantes de
ordem superior foi proposto visando a eliminar o pro-
blema de chattering e preservar as principais vantagens do
controle por modos deslizantes convencional. No entanto,
em sistemas reais, imperfeigbes estao sempre presentes, e
consequentemente esta abordagem pode apenas atenuar o
efeito do chattering (Boiko and Fridman, 2005).

O Algoritmo Super-Twisting (STA) recebeu atengao consi-
deravel da comunidade de controle por modos deslizantes
por ser a tUnica abordagem baseada em modos deslizan-
tes de ordem superior que pode ser implementada sem
utilizar a derivada da varidvel de deslizamento (Levant,
2003). Recentemente, através da abordagem por fungao
de Lyapunov introduzida em (Moreno and Osorio, 2008),
novos algoritmos baseados no STA foram desenvolvidos,
incluindo esquemas adaptativos para ajuste dos ganhos.

Diversos autores consideraram leis adaptativas que pos-
sibilitam o crescimento dos ganhos do STA de modo a
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assegurar o surgimento e a preservacao do modo desli-
zante de segunda ordem (Plestan et al., 2010; Shtessel
et al., 2012; Alwi and Edwards, 2013; Bartolini et al.,
2013). Entretanto, nesses trabalhos os ganhos nao de-
crescem, resultando em certo conservadorismo e contri-
buindo para o problema de chattering. Para lidar com essa
questdo, foi proposto em (Utkin and Poznyak, 2013) um
esquema adaptativo que usa informacao sobre a perturba-
¢do/incerteza extraida do controle equivalente para forcar
o modo deslizante enquanto reduz a amplitude da agao
de controle. Entretanto, nessa abordagem, apenas um dos
ganhos é adaptado, enquanto o outro é escolhido grande o
suficiente.

Seguindo o mesmo paradigma, foi proposto em (Edwards
and Shtessel, 2016) uma modificagdo na estrutura do
algoritmo Super-Twisting convencional junto ao uso do
esquema adaptativo de camada dupla, permitindo que
ambos os ganhos sejam adaptados. Esse esquema adap-
tativo também é baseado no conhecimento do controle
equivalente e visa a obtencao dos menores valores possiveis
para os ganhos capazes de manter o modo deslizante. No
entanto, como em (Utkin and Poznyak, 2013), o esquema
proposto em (Edwards and Shtessel, 2016) também era
restrito a sistemas SISO.

Em (Zhao et al., 2019), uma estratégia de controle tole-
rante & falhas foi desenvolvida para garantir um rastrea-
mento de atitude preciso e em tempo finito para aeronaves
rigidas. Um algoritmo adaptativo de camada dupla base-
ado no controle equivalente foi proposto, combinado com
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o algoritmo Super-Twisting Multivariavel. No entanto,
assim como em (Utkin and Poznyak, 2013), a estratégia
proposta adapta um tnico ganho, e o outro é escolhido
suficientemente grande.

A principal contribuicdo deste artigo é propor um novo
algoritmo Super-Twisting Multivariavel nao-desacoplado
com ganhos adaptativos. Embora um formalismo genera-
lizado seja usado para apresentar o algoritmo, o desen-
volvimento é restrito a um caso particular semelhante a
versao SISO proposta em (Edwards and Shtessel, 2016).
Para auxiliar em uma possivel generalizacao para uma
classe de algoritmos baseados no Super-Twisting, um pa-
rametro adicional foi introduzido no esquema adaptativo
de camada dupla. Ambos os ganhos sdo adaptados usando
a informacao extraida do controle equivalente, de forma a
manter o modo deslizante enquanto evita o uso de ganhos
conservadores, mitigando assim, o efeito do chattering.
Convergéncia global em tempo finito é garantida por uma
abordagem de Lyapunov. O método proposto é aplicado ao
problema de detecgao e reconstrucao de ciber-ataques em
sistemas de poténcia. Os resultados tedricos sao ilustrados
por meio de simulagoes numéricas.

Preliminares: A norma euclideana de um vetor y e a
correspondente norma induzida de uma matriz A sao
descritas por ||y|| e ||A]|, respectivamente. O autovalores
méximo e minimo de uma matriz A sdo descritos por
Amaz(A) € Amin(A), respectivamente. I, representa a
matriz identidade de ordem n. Considere que A, B, C, e
D sao matrizes com dimensoes compativeis. Portanto, de
(Bernstein, 2009), as seguintes propriedades do produto de
Kronecker sao satisfeitas

(P1). (A® B)(C® D)= AC ® BD
(P2). AC+B®C=(A+B)®C
(P3). (A® B)" = AT @ BT

Aqui, a definigdo de Fillipov para a solugdo de equagoes
diferenciais descontinuas é assumida (Filippov, 1964).

2. ALGORITMO SUPER-TWISTING ADAPTATIVO
MULTIVARIAVEL

Considere o Algoritmo Super-Twisting Adaptativo Multi-
varidvel (Multivariable Adaptive Super-Twisting Algorithm
- MASTA) proposto a seguir.

o(t) = —at)pi(a) + @(t, 1) + 2(t)

N (1)
Z(t) = —B(t)p2(0) + d(o, 1),

aov/ L(t), B(t) 50L t),
(s, )
D(t.01) = QLL (1) gu(o),

onde o(t),z(t) € R™ sdo as varidveis de deslizamento,
L(t) € R é um ganho adaptativo que serd definido
posteriormente, ag e 5y sdo constantes positivas e d(o,t) €
R™ é uma perturbacao de entrada que satisfaz a restrigao
[|d(o,t)|| < a1, onde a; é uma constante positiva porém
desconhecida. As fungdes ¢1(0) e ¢a2(0o) sdo definidas de
modo que a seguinte propriedade seja satisfeita:

$2(0) = L 4.(0), Volt) £ 0 (3)

A fim de representar adequadamente uma versao multiva-

ridvel do algoritmo proposto em (Edwards and Shtessel,
2016), essas fungoes foram escolhidas como

o 1 o
$1(o) = —7, ¢2(0) =5 (4)
ller||2 2ol
Neste caso, a matriz jacobiana ¢} (o) € R™" é dada por
deoq (o) 1 ool
d)ll(o') = = 1 - 5 (5)
do llerl]2 2|2

Além disso, a forma quadratica associada com ¢ (o) é
dada por

rdgi(@) ol
do " o ?

(v"o)’
- 5 (6)
2| |
onde, para cada o(t) # 0, o valor minimo é alcancado
no valor méximo de v”o. Pela desigualdade de Cauchy-
Schwarz para produtos internos, tem-se que v'a < ||v|] -
|lo||. Logo, a seguinte propriedade é satisfeita para n > 2:

0T $1(0)v > Ain (91(0)) [[0]]*, Yo eR"  (7)

1

)\min . g 8

(@40 = it ®)

Logo, Vo (t) # 0, ¢} (o) é uma matriz simétrica positiva

definida (S.P.D). A igualdade em (7) é satisfeita quando

v ¢é linearmente dependente de o. O valor méaximo da

forma quadratica ocorre quando v é ortogonal a o, isto é,

oTv = 0. Logo, a seguinte desigualdade é satisfeita para
todo o (t) # O:

'quZ)'l(O')v < Amag (d)'l(a)) HU”Qa Vv eR" (9)
1
|01 (a)|| = Amaz ($1(0)) = eI (10)
Note que com n = 1, para todo o # 0, ¢ (c) = # é um

escalar. Por (4) e (8), pode-se verificar que

$2(0) = Ain (@1(0)) P1(0), Vo (t) # 0 (11)
E vélido frisar que as propriedades (3), (7), (9), e (11)
sao satisfeitas para outras variagoes do Algoritmo Super-
Twisting, como pode-se verificar em (Vidal et al., 2017).
Logo, é possivel que os resultados obtidos nesse trabalho
possam ser estendidos para uma classe generalizada de
algoritmos baseados no Super-Twisting Multivariavel.

A estratégia proposta aqui é dividida em duas etapas:
Primeiro, mostra-se que, se L(t) > ||d(o,t)||, entdo o
modo deslizante é alcangado com uma escolha apropriada
de ag e By. Logo, temporariamente considera-se a seguinte
hipdtese:

Hipétese 1. A fungao L(t) é absolutamente continua e
satisfaz a seguinte desigualdade para todo t € R*:

lg, VO<t<tg
L 12
(t)>{max(||d(a,t)||,e), Vi>t, (12)

onde [y e € sdo constantes positivas que serdo definidas
durante o projeto de adaptagdo de L(t), assim como o
tempo ts.

As propriedades de estabilidade e convergéncia do Algo-
ritmo Super-Twisting Multivaridvel proposto sao apresen-
tadas no Teorema a seguir.

Teorema 1. Considere o sistema (1) e assuma que a Hipé-
tese 1 é satisfeita. Entao, para qualquer condicao inicial



(00, 20), as trajetérias do sistema sdo globalmente limi-

tadas e o modo deslizante de segunda ordem ¢ = o = 0

ocorre em tempo finito, se os ganhos «q e By sao escolhidos
tais que

AL

a2+ Bp+2 k-1

onde k > 1 é um parametro de projeto.

(13)

Prova. Considere a seguinte funcao candidata de Lyapu-
nov para o sistema (1):
1
V(t,o,z) = pillo||L(t) —2p2|| || L(t)% + psll=|* (14)
onde p1, p2 € p3 sao constantes positivas que garantem que
a matriz simétrica

P= [ - pﬂ > 0.
P2 P3

Agora, considerando a seguinte notacao

T
T
T o’ \/L(t)
¢=[¢ &) = l le (15)
llerl]2
a funcdo de Lyapunov (14) pode ser reescrita como
V:CTPnCa P,=PxI, (16)

Uma vez que L(t) > 0, e P, = P > 0, segue que
V(t,0,z) é uma fungio positiva definida, continua e ra-
dialmente ilimitada com relagio & (o, z), e sua derivada
pode ser descrita em termos de ¢ da seguinte forma

V=¢"Pol+ (" Pug (17)
De (1), segue que, no subespago S={(o,v)eR?"|o # 0}:

¢ = 2\%% +VL¢y(o)o

) L ,

¢ = 2\7‘% + VL, (o) (—ap1 + 2z + ®)

3 L ’ /

¢ = (Mm + ﬁcbl(a)@) + VL (o) (—ag + 2)

Definindo ®(¢, ¢1) e a(t) como em (2), e usando a notagao
proposta em (15), segue que

&=V (ot + G2G)
De (2) e (3), e como (2(t) = z(t), verifica-se que
: b (o o d(o,t)
= MZ( fodi(@)dr(e) VL + =7 ) (19)
Reescrevendo (19) usando (15), tem-se que
¢ = VL(~fodr(0)Ci +A) (20)
onde
A= Hot) (21)

Note que (18) e (20) podem ser reescritas de forma
compacta

¢ =VL(Ao¢ + BoA) (22)
onde Ag = Ag ® ¢} () e By = By ® I,, com
o= "0] Ba= ] (23)

) com (22), segue que
V =VL(¢" (PaAo + ATP,) ¢ + 2" P,BoA)  (24)
Definindo @ = P, Ao + A P,, e invocando as proprie-

Reescrevendo (17

dades de Kronecker (P1), (P2), e (P3), pode-se mostrar
que
Q =(PAo) & (In#(7)) + (A P) © (Ind3(9))

onde Q = PAg + AT P € R?*2, Visando a simplificar a
analise, escolhendo p; = —agp2 + Bops, segue que:
Q- 2((Bo + a)p2 — aoBops) 0
0 —2]92
Caso p3 seja escolhido tal que
Bo + a%

aofo
entdo, @ se torna uma matriz negativa definida. Neste
caso, por (7) verifica-se que o termo quadratico ¢7Q¢
possui um limitante superior dado por

2((Bo + ad)p2 — aoBops)||€11]* — 2p2]|Ca]|?

p3 > (26)

T A < .

¢ Qs Ok on
T A =T

CQC*%(M|CQC

onde {7 = [||&1]] [I¢2ll)” €R?, Q@ = QT <.

De (16), (21) e (22), o termo 2¢TP,BoA satisfaz a

seguinte desigualdade

2po|¢Td| | 2p3|¢5d]
VL VL

que possui um limitante superior ainda maior dado por

- Cmlical]+ gpalial) 171

1
2/|o|?
(29)
Como de (15), ||¢1]| = VL||e |2, e, uma vez que de acordo
com a Hipétese 1, L(t) > ||d(o,t)|| V& > ts, pode-se
concluir que

2CT-IJn-BOA S

2¢" PoBoA < (28)

2T P, BoA < —

b palica P pslicall 1l (30)
Ik

Usando (27) e (30), verifica-se que, para t > t4, a fungao
V possui um limitante superior dado por

- \Fllé(cT[ (atoBops —p2(ag+Bo+2)) —2p3:| C_>

~ 2lle(t) —2p3 2po
VL e s
= 1
T .

o (a3 + Bo +2) com ag e By
satisfazendo (13), a matriz W se torna positiva definida.
Adicionalmente, note que essa escolha de p3 também

satisfaz (26).

Note que ao definir p3 =

Portanto, no subespago S = {(o,2) € R*"|o # 0}, V é
negativa definida, o que garante a limitagao das variaveis
de deslizamento. Pela desigualdade de Rayleigh, segue
que Anin(W)[[C|P < (TWC e V< Apaa(Po)|[CIP =
)\max(P

Y maz(

2)||C]|%. Logo, a fungao V possui um limitante
superior dado por

V < _\/E 1 . /\mzn

2|or()]|Z Amaz

|4 (32)



De (16) e uma vez que ||¢[| = ||| = VII|e||?, segue que

mllcl\l—mfuaumfPortanto

como pela Hipdtese 1 L(t) > min(lp,e) Vt > 0, o seguinte
resultado pode ser obtldo

v < LA W)V AinlPo) 7 7 (39
2 ATnal'(Pn)
onde k = mm(lo’s) )\m’"(AWm)a: Pm’)"(P > (0 é uma constante
conhecida.

Note que V (¢, 0, z), definida em (14) é continua e diferen-
cidvel no conjunto S = {(a, 2) € R*"|o # 0}. No conjunto
complementar S = {(o,z) € R*|o = 0}, as trajetérias
de (1) ndo podem permanecer em S/{0}, uma vez que
z#0 = o6 #0. Logo, V é uma fungao continuamente
decrescente e pelos resultados obtidos em (Deimling, 1992)
para inclusées diferenciais, o ponto de equilibrio (o, z) = 0
é alcangado em tempo finito. Por (1), se & = z = 0, entdo
pode-se verificar que &(t) = 0 em tempo finito.

Para concluir a andlise é necessario demonstrar que as
trajetorias do sistema sao globalmente limitadas e que para
t < ts nao ocorre escape em tempo finito. Tais resultados
sao apresentados no Apéndice A.

E vélido destacar que os resultados obtidos acima assu-
mem que a Hipétese 1 seja vélida. Portanto, o problema
torna-se escolher uma lei de adaptagao apropriada para
L(t). O esquema adaptativo considerado aqui é uma va-
riagdo da estratégia proposta em (Edwards and Shtessel,
2016), onde o conceito de controle equivalente é conside-
rado, permitindo que L(t) seja projetado como uma fungao

limitante superior ndo-conservadora para d(o,t). Para tal

@) _o(t)

fim, o sinal descontinuo = o (] ¢é usado.

Durante o modo deslizante, o0 =0 e 0 = z = 0, logo

B(t) o(t)

2 |le@®)l

=d(o,t)

€q

(34)

B() ()
2 eIl |,

B8) _o(t) o ainda manter o modo deslizante.
2 [le@]l

onde é um sinal continuo equivalente capaz

de substituir

Para mais detalhes sobre o conceito de controle equiva-
lente, favor consultar (Utkin, 1992, 2013).

Embora este conceito seja uma abstragao, seu valor tedrico
pode ser aproximado em tempo-real através de um filtro
passa-baixas

. . 1 _
ucq(t) = dlag {Tz} (7“’611( )+ ﬁét) Ha’EigH)

onde @,y €ER", e, >0€R, i=
(pequenas).

(35)

., sao constantes

Portanto, durante o modo deslizante, d(o,t) pode ser
estimado em tempo real através de teq.

Embora @4 (t) fornega uma aproximacao do controle equi-
valente somente apés o deslizamento ser alcangado, este si-
nal filtrado ainda serd empregado na estratégia adaptativa
durante a fase de alcance.

Observacao 1. Note que, durante o modo deslizante, a
diferenca entre G4 (t) € o controle equivalente real, uq(%),
pode ser reduzida tornando 7; menor. Entretanto, con-

forme 7; diminui, frequéncias mais altas passam pelo filtro,
tornando o sinal @i.4(t) mais ruidoso.

Considere a seguinte variavel escalar

b
6(t) = L(t) — %Ilueq(t)Il —€
onde e >0€ R, 1>a>0€Reb>1sao varidveis
de projeto e a é escolhido tal que afBy < 1. Por sua vez,
a variavel escalar b deve ser escolhida de forma que, para

todo & (t) # 0, bl|d2(o)|| > 1.

Note que, diferente do esquema proposto em (Edwards and
Shtessel, 2016), um parametro adicional b foi introduzido
na defini¢ao da varidvel auxiliar (36), de modo a lidar com
diferentes valores que a norma de ¢2 (o) poderia assumir
para outras escolhas de ¢1(o) e ¢2(0) em (4). Logo,
0(t) pode ser modificado para permitir diferentes escolhas
de ¢2(0), facilitando uma possivel generalizagdo para
uma classe mais ampla de algoritmos baseados no Super-
Twisting Multivaridvel. Assim como no esquema original,
as demais varidveis de projeto, a saber, a e €, devem ser
interpretadas como margens de segurancga responsaveis por
garantir que

(36)

b € 1 €
— ||Ueq|| T+ 5 2= — ||Ueq|| + = > ||U°e 37
50|| all + 3 %H all +5 > lluegll (37)
A funcao adaptativa L(t) é definida como
L(t) = 1(t) + I (38)

onde [y > 0 € R é um parametro de projeto constante, e
I(t) é uma funcao escalar com derivada temporal dada por

i(t) = —p(t)sign(é(1)), (39)

com p(t) =rg+r(t) e
7(t) = ~16(2)], (40)
onde v,79 > 0 € R. Dado o esquema de camada dupla

proposto, pode-se apresentar o segundo resultado desse
trabalho.

Teorema 2. Considere o sistema (1) sujeito a perturbagao
de entrada d(o, t), que satisfaz a restri¢ao ||d(o,1t)|| < a1,
onde a constante positiva a; é finita, porém desconhecida.
Entao, o esquema adaptativo de camada dupla (35), (36),
(38)—(40) garante L(t) > ||d(o,t)|| em tempo finito.

Prova. Esta demonstracao segue passos similares aos
considerados em (Edwards and Shtessel, 2016, Proposi-
¢ao 3.2).
Considere a seguinte variavel auxiliar
bgay
e(t — —r(t),
(1) = 2L = (1)
onde ¢ > 1 representa uma margem de seguranca e é usada
para garantir que |4 ||ty (t)]|| < ||teq(t)]| < gai. De (40),
a derivada temporal de (41) é dada por

(41)

ét) = —10(t)| (42)
Por sua vez, de (36), segue que
§(6) = i(t) — —— S llea (1) (13)

aﬁo dt
Conhecida as dindmicas de d(t) e e(t), a seguinte fungao
candidata de Lyapunov sera usada para analisar a limita-
¢ao dessas variaveis.

V(d,e) =

(44)



Note que a fungao de Lyapunov escolhida é positiva
definida e radialmente ilimitada com relagao a d(t) e e(t).
Por (44), pode-se verificar que

V=06+ (45)
v
Usando (43) e (39), segue que
. b5 d blo| | d
= — [N — < — PRI
55 = =l — -l < oI5+ 2L | | (46

Uma vez que | 4 [|teq(t)]]| < gai e p=ro+7(t) , (46) pode
ser reescrito como

. b
88 < —rol0] + ( ;1;1 - r(t)) 16] = —ro|0] + e(£)[8] (47)
0
De forma semelhante, usando (42), pode-se mostrar que
eé
— = —e(t)|6 48
S )0 (48)

Entao, substituindo (47) e (48) em (45), o seguinte limi-

tante superior pode ser obtido para V:

V < —rold(t) (19)
Como V < 0, garante-se que 6(t) e e(t) sio sinais limitados.
Além disso, por (41), observa-se que a limitagdo de e(t)
resulta na limitagao de r(¢).

Note que de (43) um limitante superior para || pode ser
obtido:

: . b |d, _ bqaq

o) < |I(t — | t < p(t —

501 < 101+ 15 [ Gl < o0+ 22
Como r(t) é limitado, verifica-se que p(t) também é. Con-
sequentemente, |§(t)| é um sinal limitado e portanto 6(t) é
absolutamente continuo. De (49), a seguinte desigualdade
¢ satisfeita:

"o /O 16(8)[dt < V(0) (50)

Visto que |6(t)| é absolutamente continuo, pelo Lema de
Barbalat (Khalil (2002)) segue que 6(t) — 0 as ¢t — oo.
Portanto, ha um tempo finito ¢; onde [4(t)| < §, Vi>t;.

Usando (36), conclui-se que a funcdo adaptativa L(t)
satisfaz a seguinte desigualdade, de ¢ > t; em diante

L) - a—gonaeq(wu e

Consequentemente

€
< 2

b | _ €
L(t) = -7 a0l — € = =
Uma vez que, por definigdo, afy < 1 e b > 1, por (37),
tem-se que

(51)

L(t) = Tg()||ﬁeq(t)|| + % > [[ueg(D)]| = [ld(e, )] (52)

completando, assim, a demonstragao.

Observagao 2. O Teorema 2 impoe somente restrigao sobre
a derivada temporal da perturbacao de entrada. E vélido
frisar que o esquema adaptativo proposto pode lidar com
uma classe de perturbagoes ilimitadas, ao custo de ganhos
ilimitados.

Este resultado estende a aplicabilidade do esquema de
camada dupla proposto em (Edwards and Shtessel, 2016)
para uma classe mais ampla de perturbacoes. Note que

embora L(t) possa ser um sinal ilimitado, as varidveis de
deslizamento o (t) e &(t) permanecem limitadas, de acordo
com o Teorema 1. Por sua vez, se a perturbacao de entrada
for limitada, pode-se concluir de forma direta que L(t)
também sera limitado.

Combinando os Teoremas 1 e 2, o principal resultado
desse trabalho é alcangado. Note que o modo deslizante
ocorre em tempo finito apesar do termo de perturbagao
externa d(o,t). Conforme §(¢) decresce, L(t) se torna um
limitante superior “justo” para ||d(o,t)||, preservando o
modo deslizante e prevenindo escolhas conversadoras para
os ganhos do Algoritmo Super-Twisting descritos em (1).

Observagao 3. Durante a fase de alcance, ha um intervalo
[ta, te] onde H%H = 1 para quase todo t € [tq, tc].
De (35) e uma vez que 7; sdo constantes pequenas, U, (t)
é uma versao filtrada pelo filtro passa-baixas de SB(t)/2.
Além disso, hd um intervalo de tempo [ty, t.] C [ta, tc]
no qual ||[teq(t)|| > aB(t)/2. Portanto, para quase todo
t € [tp, te], segue de (2) e (36) que

abBoL(t)

2aﬁ0

Por (4), ||¢2(0)|| = %, Vo (t) # 0. Logo, escolhendo b = 2,

pode-se concluir que 6(f) < —e. De (39) e (40), e uma vez
que §(t) é negativo para quase todo t € [tp, t.], segue que
Lit)=1t)=7r({t)+ro>0,er(t) >~y >0
Portanto, L(t) cresce, no minimo, como uma parabola.
Uma vez que, no pior caso, a perturbacao pode crescer
como uma rampa de inclina¢do aq, entdo L(t) se tornard
maior que a norma da perturbacao em um tempo finito
ts > 0. Note ainda que apds o tempo tg, a varidvel
0(t) pode assumir valores positivos, fazendo o ganho L(t)
decrescer. No entanto, verifica-se por (36) que o valor
minimo que L(t) pode alcancar é L,, = ﬁ”ﬂeq(tm +e,
visto que, se L(t) < L, entdo §(t) < 0, garantindo que
L(t) cresga novamente.

5(t) < L(t) —

3. RESULTADOS DE SIMULACAO

Considere o sistema de energia WECC apresentado em
(Pasqualetti et al., 2015). Usando a técnica de redugéo
de Kron (Dorfler and Bullo, 2013), esse sistema pode ser
escrito como

S0-12, aii, || S0 B uorBsren
£(t) = AE(t) + Bu(t) + By f(&,1) (53)

com £(t) = [0(t)" w(t)T]", Lo=M, ' (LgLy;" Lig — Lgy)
e u(t) = My (P,(t) — LgL; ' Po(t)), onde 8(t) € R® e
w(t) € R3 denotam os angulos e as frequéncias dos rotores
dos geradores, respectivamente. O vetor f(t) representa
um ataque desconhecido e u(t) a entrada equivalente. A re-
sisténcia da linha é descrita pela matriz de susceptibilidade
da rede, composta por Ly, Lg;, Lig e Lgg. As matrizes
Mg e Dy descrevem a matriz de inércia e os coeficientes
de amortecimento, respectivamente. P, (t) é a demanda
conhecida de poténcia reativa dos barramentos e Py(t)
¢ a poténcia mecanica controlavel para cada gerador. Os
valores numeéricos para os parametros acima sao os mesmos
considerados em (Corradini and Cristofaro, 2017).



Para esta simulagao, considera-se que a saida do sistema é

dada por y(t) = C&(t) = [(1) 8 8 (1) 8 8} &(t) e o primeiro

e o quarto estados sao monitorados, isto €, Bf =C.

Apos uma transformacao linear de coordenadas na forma
x(t) = TE(t), o sistema pode ser representado como

iy (1 A A t B 0
[i;gtﬂ {A:i A;z] [i;gtﬂ + {B:] u(t) + [B] f@)
y(t) =z2(t)
onde Aj; é uma matriz Hurwitz e B é uma matriz

identidade. A fim de reconstruir o vetor de ataque f(¢),
o seguinte observador de estados é considerado:

21(1)]  [A1x Azz] [21(2) B 0] ;
s L A2 [0 o [5] 0
g(t) =22(t)
Definindo os erros de estimagdo como e (t)
Z1(t), e ea(t) = x2(t) — &£2(t), tem-se que
s =[]0+ 3] (o -70) e
Note que ez(t) é um sinal mensurdvel, visto que y(t)—
g(t) = e2(t). Uma vez que Aq1 é Hurwitz, conclui-se que

e1(t) é um sinal limitado que converge exponencialmente
para zero. Adicionalmente, definindo o (t) = e2(t) e

)= B (—a(t)¢1<a> roo)- 6(t)¢2(0)dt)

o erro de observagao de saida pode ser escrito como (1),
com d(o,t) = Az1é1 + Bf(t). Logo, o modo deslizante
é alcancado em tempo finito para qualquer perturbacao
d(o,t) que satisfaca a restricio ||d(e,t)|| < a1, onde a1 é
uma constante desconhecida.

T (t) —

Note que ap6s o modo deslizante ocorrer, (o (t) =6(t)=0),
f(t) = B 'Azie1(t) + f(t). Como ey (t) converge para
zero exponencialmente, pode-se concluir que f (t) também
converge exponencialmente para f(t).

Visando a comparagao entre ambas as abordagens, os
mesmos parametros de simulagio considerados em (Cor-
radini and Cristofaro, 2017) foram adotados aqui. Para
simplificar a notagao, o método proposto em (Corradini
and Cristofaro, 2017) serd referido aqui como Método 2.

Assume-se que dois ataques senoidais dados por f(t) =
0.5sin(t) corrompem o primeiro e o quarto estados. De-
finindo k = 2, os ganhos constantes do STA foram es-
colhidos como ag = 2 e By = 3.5, a fim de satisfazer
(13). Os parametros da camada dupla sao definidos como
7, =001,1=1,2, rg=Ip=0.1, a=0.56, ¢ = 0.01, e y=8.

Observe que o Método 2 requer o conhecimento de um
limitante superior para f(t) e sua derivada temporal. Logo,
para fins de implementagao, considera-se que as constantes
p1 = 0.8 e po = 0.8 sao limitantes superiores conhecidos
para f(t) e f(t), respectivamente. E valido frisar que a
estratégia proposta aqui requer somente que a restrigao
[|d(o,t)|| < a1, apresentada no Teorema 2 seja satisfeita.

A condicao inicial para a simulacado é dada por e;(0)

0.10.100]", eo(0)=[0—0.1]" Os resultados de simu-
lacao sao mostrados nas seguintes figuras.

b

Note na Figura 1 que a estratégia proposta garante o modo
deslizante de segunda ordem (o (t)=2z(t)=0) em tempo
finito, além de fornecer uma reconstrucao exata de ambos
os ataques, como pode ser observado na Figura 2. Como
descrito em (Corradini and Cristofaro, 2017), o Método
2 garante apenas a limitacdo dos sinais ||o(¢)|| e || f(¢)—
F@)|], logo, a reconstrucao do ataque nao é exata (veja
Figura 2). Note ainda que enquanto o Método 2 requer
dois monitores, a estratégia proposta utiliza apenas um.

Norma da varidvel de deslizamento ||o(t)||
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Figura 1. Varidveis de deslizamento.
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——— Ja(t): MASTA

fo(t): Método 2
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fo(t) e fo(t)
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Figura 2. Ataque aos estados real f(t) e estimado f(¢)
usando ambos os métodos.

Pela Figura 3, verifica-se o comportamento esperado das
varidveis da camada dupla 6(t) e p(t) e do ganho adapta-
tivo L(t), uma vez que L(t) > ||d(o,t)|| em tempo finito,
0(t) converge para zero e p(t) se torna constante.

Considere agora que o seguinte vetor de ataques ilimitado
¢ aplicado ao sistema ciber-fisico apresentado em (53):
f(t) = [t 00 sin(t) 0 0]. Além disso, por se tratar de
um sinal cujo perfil é desconhecido, assume-se que um
limitante superior para o mesmo nao seja conhecido. Desta
forma, o método proposto em (Corradini and Cristofaro,
2017) nao pode ser implementado. Por sua vez, a estratégia
proposta aqui pode ser implementada diretamente, pois
apenas a restricao ||d(o,t)|| < a1 deve ser satisfeita.
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Tempol[s]
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Norma de ®(o,t) de camada dupla

10 T T T

(b)

Tempol[s]

Figura 3. (a) Ganho adaptativo L(t) e perturbagao ||d(t)||.
(b)||®(t, o)|| e as varidveis da camada dupla §(t), p(t).

Para fins de simulacao, a condic¢ao inicial, os ganhos cons-
tantes do STA e os parametros da camada dupla escolhi-
dos na simulacao anterior serao adotados novamente. Os
resultados sao mostrados a seguir

Norma da varidvel de deslizamento ||o(t)||
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Figura 4. Variaveis de deslizamento.

Note pela Figura 4 que o método proposto garante o modo
deslizante de segunda ordem em tempo finito, mesmo com
ataques ilimitados. Observe ainda na Figura 5 que o ataque
é reconstruido exponencialmente, uma vez que por (54)
verifica~se que e (t) converge exponencialmente para zero.

Por sua vez, note pela Figura 6 que apds um tempo
finito, o ganho L(t) se torna um limitante superior para
a norma da perturbacao, como esperado, uma vez que a
varidvel auxiliar d(t) converge para zero exponencialmente.
Portanto, verifica-se que ao custo de ganhos ilimitados, o
algoritmo proposto é capaz de lidar com certas classes de
ataques ilimitados.

4. CONCLUSAO

Neste artigo, foi proposto um Algoritmo Super-Twisting
Adaptativo Multivaridvel ndo-desacoplado. Uma extensao
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fa(t) e fa(t)
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Figura 5. Ataque aos estados real f(t) e estimado f(t)
usando o método proposto.
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Figura 6. (a) Ganho adaptativo L(t) e perturbagao ||d(t)||.
(b)||®(t, o)]|| e as varidveis da camada dupla §(t), p(t).

multivariavel semelhante a versao SISO apresentada em
(Edwards and Shtessel, 2016) foi considerada, usando uma
formulagao generalizada. No entanto, foram destacadas
importantes propriedades que podem permitir que uma
generalizagao para uma classe de algoritmos baseados no
STA seja desenvolvida. Para a classe de perturbacoes
considerada, verificou-se que o esquema de camada dupla
garante que o ganho adaptativo se torne um limitante
superior para a norma da perturbagdo, apés um tempo
finito. Em (Edwards and Shtessel, 2016), assumiu-se que
este limitante é valido para todo o tempo, o que nao ocorre,
como foi verificado nos resultados de simulagao. Portanto,
uma andlise de escape em tempo finito foi proposta, as-
segurando que as trajetérias do sistema sao globalmente
limitadas. Além disso, verificamos que a estratégia adapta-
tiva é capaz de lidar com uma classe de perturbagoes mais
ampla, garantindo a rejeicao de perturbagoes ilimitadas ao
custo de ganhos ilimitados.
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Apéndice A. LIMITACAO GLOBAL DAS
TRAJETORIAS

Visando a assegurar que as trajetérias do sistema (1) sao
globalmente limitadas, deve-se primeiro demonstrar que
nao ocorre escape em tempo finito. Para tal, note que (24)
possui um limitante superior dado por

V < (2p2[|Ci][+2ps]|Call) Il
< (2p2 + 2p3)|I<I[ 14|
Como por hipétese, ||d(o,t)|| < a1Vt > to, pode-se
mostrar que ||d(o,t)|| < a1t + do,Vt > ty, onde a; e dy =
[|d(o(tg),t0)|| s@o constantes positivas desconhecidas.

(A1)

Substituindo essa desigualdade em (A.1), segue que

V < (2p2 + 2p3)(axt + do)| ]| (A.2)

Uma vez que pela desigualdade de Rayleigh, vV >
vV Amin(Pn)||€]|, é possivel reescrever (A.2) em funcao do
seguinte limitante superior
. 2 2
V< bV (art + do), k* = 220208
Resolvendo a equacao de comparacao 0 = k*v/v(a1t + dp)
com v(tyg) = vg > 0, tem-se que

>0 (A3

o(t) = % (K3t + ARy kot® + kgt + kat + ks), Yt >t
onde k1 = k*a1, ke = k*dg, €
K3 = 4&% — 4K1Koty + 2&%153 + 8511)6%
K4 = —8;~;§t0 — 4mf<52t(2) + 16/{21}6%

1 1

Ky = 4k3t + Ak kots + K3ty — 16katovd — 8kitavg + 16w
Portanto, pode-se concluir que v(t) nao diverge em tempo
finito. Desta forma, através do principio da comparacao,
verifica-se que a funcao candidata em questao é limitada
por V(o,z,t) < o(t), Vi > to > 0, garantindo que as
varidveis de deslizamento o(t) e z(t) ndo divergem em
tempo finito.

De acordo com os resultados acima, conclui-se que as
trajetérias do sistema sao limitadas superiormente por um
polinomio de quarta ordem, Vi < fs. Apés esse tempo,
por (31) verifica-se que V' (¢) se torna uma fungao negativa
definida, de modo que V(t) < V(ts) < wv(ts),Vt. Logo,
limitantes superiores para ||o|| e ||z|| podem ser obtidos
com o conhecimento da condicao inicial de (o, z) em um

(o7 (t) =" (t0)]"|| < o
:>H[UT(1€) zT(t)]TH <kKp,Vt>tg>0eumek, >0€R

arbitrariamente grande. Logo, as solugdes do sistema (1)
sao globalmente limitadas (Khalil, 2002).

tempo t € (to,ts). Portanto,






