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Abstract— This paper assesses the extent to which the Principle of the Certainty Equivalence (PEC) is valid
in the planning of the energy operation (POE) of hydrothermal power systems through the study of the steady
state operation of a hydrothermal system constituted by a hydroelectric plant with accumulation reservoir and
a thermoelectric plant that meet a stationary load. Without the limitations of the curse of dimensionality,
operational policies based on stochastic and deterministic dynamic programming could be applied to the system
without simplifications. The study begins by changing the original POE model to ensure the theoretical conditions
of the PEC and proving the equivalence between the deterministic and stochastic approaches. Subsequently,
these changes are progressively eliminated, returning to the original model while monitoring impacts on the two
approaches. The conclusion is that POE is a problem that although it does not satisfy the theoretical conditions
of the PEC it is close enough that operational policies based on deterministic optimization present performance
comparable to the policies based on stochastic optimization.
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Resumo— Este artigo avalia em que medida o Prinćıpio do Equivalente Certo (PEC) é válido no planejamento
da operação energética (POE) de sistemas hidrotérmicos de potência através do estudo da operação em regime
permanente de um sistema hidrotérmico constitúıdo por uma usina hidrelétrica com reservatório de acumulação
e uma usina termelétrica que atendem uma carga estacionária. Sem as limitações advindas da maldição da
dimensionalidade, poĺıticas operativas baseadas em programação dinâmica estocástica e determińıstica puderam
ser aplicadas ao sistema sem simplificações. O estudo começa alterando o modelo de POE original para assegurar
as condições teóricas do PEC e comprovando a equivalência entre as abordagens determińıstica e estocástica.
Posteriormente, essas alterações são progressivamente eliminadas retornando ao modelo original e monitorando
os impactos nas duas abordagens. A conclusão é que POE é um problema que, embora não atenda as condições
teóricas do PEC, está próximo o suficiente para que poĺıticas operativas baseadas em otimização determińıstica
apresentem desempenho comparável às poĺıticas baseadas em otimização estocástica.

Palavras-chave— Programação dinâmica, controle ótimo, planejamento energético, sistemas de energia hi-
drelétrica.

1 Introdução

O planejamento da operação energética a longo
prazo de sistemas hidrotérmicos de potência
(POE) busca encontrar uma poĺıtica (regra de
decisão, lei de controle) para o despacho de ge-
ração em cada mês, minimizando o custo to-
tal esperado de operação durante um certo ho-
rizonte de planejamento e respeitando as restri-
ções operacionais do sistema. Este problema é
complexo devido à não linearidade e não con-
vexidade da função objetivo e à estocasticidade,
principalmente associada à incerteza das vazões
(Yeh, 1985) (Labadie, 2004).

A Programação Dinâmica Estocástica (PDE)
é a técnica tradicionalmente empregada para re-
solver este problema (Stedinger et al., 1984), pois
permite modelar explicitamente a incerteza das
vazões por meio de funções de distribuição de pro-
babilidade e representar a não linearidade inerente
ao problema. No entanto, não pode ser dire-
tamente aplicada a um sistema de grande porte
devido à “maldição da dimensionalidade”, a qual
acarreta um crescimento exponencial do esforço
computacional com o número de variáveis de es-
tado.

Para superar essa desvantagem da PDE, al-
gumas estratégias foram propostas, tais como a
agregação de sistemas multi-reservatórios em re-
servatórios compostos para reduzir o tamanho do
problema (Arvanitidits and Rosing, 1970) (Duran
et al., 1985), e aproximações lineares da função
de custo futuro e da função de produção hidre-
létrica para simplificar o procedimento de otimi-
zação (Gjelsvik et al., 2010). Essas simplificações
causam redução de desempenho das poĺıticas ope-
rativas baseadas em PDE não devidamente esti-
mado.

Embora não existam avaliações dos impac-
tos dessas simplificações de modelagem nas poĺıti-
cas baseadas em PDE, elas são a grande maioria
das abordagens propostas para o POE (Lamond,
1996). Mas para justificar simplificações de mo-
delagem que permitem o uso da PDE em sistemas
de múltiplos reservatórios, os benef́ıcios da PDE
em relação às poĺıticas operativas baseadas em oti-
mização determińıstica, que não são restritas pela
maldição da dimensionalidade, precisam ser avali-
ados.

Poucos trabalhos na literatura se ocuparam
da comparação de desempenho entre abordagem
estocástica e determińıstica para o POE. Em



(Araripe Neto et al., 1985), a PDE foi compa-
rada a programação dinâmica determińıstica em
aplicação ao sistema equivalente do Sudeste (Sul)
brasileiro durante planejamento de 60 meses de
horizonte. Embora o resultado das simulações
para 1000 séries sintéticas tenha apontado me-
lhor desempenho da PDE, a conclusão fica preju-
dicada pela eqúıvoco de não considerar na análise
o estado final de armazenamento do sistema. O
mesmo eqúıvoco é cometido na comparação reali-
zada em (Maceira et al, 2003), e na maioria das
comparações realizadas com sistemas reais e em
regime transitório. Poĺıticas mais agressivas gas-
tam mais a água dos reservatórios, para o mesmo
estado de volume armazenado no sistema, que po-
ĺıticas mais conservadoras que adotam a estratégia
oposta, razão pela qual é fundamental incluir na
comparação os estados finais de volume armaze-
nado segundo as diferentes poĺıticas.

Neste artigo, o POE será considerado para sis-
temas com um único reservatório, uma vez que
o objetivo é analisar o desempenho das poĺıticas
baseadas em programação dinâmica sem simplifi-
cações devidas à dimensionalidade do problema.
Apesar de ser o sistema mais simples do ponto
de vista da dimensão, ele preserva toda a natu-
reza estocástica do POE. Por outro lado, vários
sistemas hidrotérmicos no Brasil e no mundo são
constitúıdos de um único reservatório, seja porque
contam com diversas usinas à fio d’água e apenas
uma usina com reservatório a montante, ou porque
são sistemas modelados de forma agregada por um
único reservatório equivalente.

2 Formulação

O POE para um sistema de um único reservatório
pode ser formulado como o seguinte problema não
linear de otimização estocástica sequencial:

min
ut

J∞(u) = Ew

[
∞∑
t=0

f(xt, ut)

]
(1)

sujeito a

xt+1 = xt + (wt − ut)βt (2)

f := c · (dt − g(xt, ut))
2 (3)

g := k · h(xt, ut) ·min{ut, q
max} (4)

h := pmon(xt)− pjus(ut)− pper (5)

xmin ≤ xt ≤ xmax (6)

ut ≥ umin (7)

t = 0, 1, 2, ...

x0 dado

t : estágio (meses);

xt: armazenamento no ińıcio do estágio t (hm3);

ut: vazão defluente em t (m3/s);

wt: vazão afluente em t (m3/s);

dt: demanda de carga em t (MW );

f : custo da geração termelétrica complementar ($);

g: função de geração hidrelétrica (MW );

h: função queda ĺıquida (m);

pmon: função polinomial cota montante (m);

pjus: função polinomial cota jusante (m);

pper: perda hidráulica média (m);

βt: fator de conversão de m3/s para hm3/mês;

k: produtibilidade espećıfica (MW/m3/s/m);

c: fator de custo de geração termelétrica ($/MW 2);

xmin, xmax : limites de armazenamento (hm3);

qmax: vazão turbinada máxima (m3/s);

umin: vazão defluente mı́nima (m3/s).

A defluência u e o armazenamento x são as
variáveis de controle e de estado, respectivamente,
enquanto que a vazão afluente w é a variável ale-
atória do problema. A equação dinâmica discreta
(2) descreve o balanço h́ıdrico do reservatório. A
função g descreve a geração de energia hidrelétrica
a partir da queda ĺıquida e da vazão defluente. A
partir de g, o custo f da complementação da de-
manda com energia termelétrica pode ser determi-
nado. Por fim, a função objetivo J∞ representa o
custo total esperado da operação do sistema para
um horizonte infinito (regime permanente).

A notação t(m, y) é usada para enfatizar o
mês m e o ano y do estágio t. O objetivo do pro-
blema é obter a lei de controle ótimo u∗t(m,y) =

um(xt(m,y), wt(m,y)−1) que minimize o custo total

esperado J∞. É assumido que a demanda de carga
seja estacionária, podendo ter sazonalidade men-
sal assim como as afluências, para que seja posśı-
vel a obtenção de uma poĺıtica em regime perma-
nente. Dessa forma, 12 poĺıticas um serão obtidas,
uma para cada mês do ano.

3 Programação dinâmica

A Programação Dinâmica Estocástica Markovi-
ana (PDEM) é uma das técnicas utilizadas para
obter poĺıticas para o problema da Seção 2. Trata-
se de uma técnica baseada na resolução da equa-
ção (8), no sentido regressivo dos estágios (t =
T, T − 1, ..., 2, 1, 0), atendendo ao prinćıpio de oti-
malidade de Bellman (Bellman, 1957) e respei-
tando as restrições e a dinâmica do sistema.

Vt(xt, wt−1) = min
ut

{f(xt, ut) + Ewt [Vt+1(xt+1, wt)]}
(8)

Denominando Vt como a função de custo fu-
turo esperado, o controle ótimo u∗t correspondente
é aquele que busca o compromisso ótimo entre o
custo presente (imediato) e o custo futuro espe-
rado.

No contexto do POE, como (1) considera um
horizonte infinito, a equação recursiva (8) deve
ser resolvida até que as regras de decisões um

para cada mês do ano não se alterem mais, den-
tro de uma dada tolerância. Em uma aborda-
gem discreta da PDEM, x e w são discretizados



em {x1, x2, ..., xM} e {w1, w2, ..., wN}, respectiva-
mente.

O valor esperado em (8) é estimado por

Ewt{·} =

N∑
j=1

[
P(wt = wj |wt−1)Vt+1(xt+1, wt)

]
, (9)

onde a probabilidade P é estimada usando uma
função de distribuição acumulada condicionada a
wt−1, na faixa correspondente à vazão wj .

O processo iterativo se inicia considerando
o custo terminal VT (xT , wT ) = 0. A variável
ut pode ser tratada como cont́ınua e ser calcu-
lada por alguma técnica de busca unidimensional.
Para cada t, registra-se u∗t e V ∗t para cada par
(xit, w

j
t−1), i = 1, 2, ...,M , j = 1, 2, ..., N .

A função densidade de probabilidade condici-
onada de wt(m,y) pode ser estimada segundo uma
distribuição normal N(µm|m−1, σm|m−1), com os
parâmetros estimados por (10) e (11), onde µm e
σm representam a média e o desvio padrão das va-
zões do mês m e ρm representa a correlação entre
as vazões dos meses m− 1 e m.

µm|m−1 = µm + ρm
σm
σm−1

(wt−1 − µm−1), (10)

σm|m−1 = σm
√

1− ρ2m (11)

Para assumir uma distribuição lognormal, basta
estimar os parâmetros acima sobre a série de va-
zões transformada ŵt = ln(wt − τm), com o pa-
râmetro de deslocamento τm estimado conforme
sugerido em (Stedinger, 1980).

Neste artigo outras duas abordagens baseadas
em PD são estudadas. A primeira é a Programa-
ção Dinâmica Estocástica Independente (PDEI).
Esta abordagem ignora a correlação temporal das
vazões (ρm = 0,m = 1, ..., 12) utilizando apenas
um modelo independente de distribuição de proba-
bilidades lognormal. Consequentemente, a equa-
ção recursiva da PDEI utiliza probabilidades não
condicionadas para o cálculo do valor esperado.

A segunda abordagem é a Programação Dinâ-
mica Determińıstica (PDD), onde assume-se que
a correlação e o desvio padrão são nulos (ρm =
σm = 0,m = 1, ..., 12). Neste caso, ignora-se a
incerteza das afluências assumindo que as vazões
são iguais as médias mensais (wt(m,y) = µm,∀y).
O valor esperado em (8) é calculado determinis-
ticamente baseado no volume do final do estágio
resultante da ocorrência da vazão média durante
o estágio.

A variável de estado na PDD e PDEI é re-
duzida a somente o armazenamento xt, resul-
tando em poĺıticas mensais um(xt(m,y)) dependen-
tes apenas do volume.

3.1 Prinćıpio do equivalente certo (PEC)

O PEC (Bryson and Ho, 1975) estabelece que a
lei do controle ótimo para problemas de controle

estocástico tem a mesma estrutura da lei de con-
trole ótimo para o problema determińıstico (equi-
valente certo) associado. A única diferença é que
na lei de controle estocástico as verdadeiras va-
riáveis de estado, desconhecidas, são substitúıdas
por seus valores esperados.

A validade deste prinćıpio foi inicialmente
provada para sistemas do tipo linear-quadrático-
gaussiano (Joseph and Tau, 1961) (Gunckel and
Franklin, 1963) com controle ilimitado, custo qua-
drático e rúıdo branco gaussiano, assumindo o pa-
drão clássico de informação (Van de Water and
Willems, 1981). A prova mais tarde foi extendida
para alguns outros casos lineares com diferentes
estat́ısticas (Bar-Shalom and Tse, 1974). Para
casos práticos, na maioria das vezes o PEC não
pode ser comprovado. Em tais casos, na falta de
evidência contrária, experimentos com simulações
são adequados para inferir se um sistema parti-
cular é equivalente certo ou próximo disso (Bar-
Shalom, 1981).

Resumindo, a equivalência certa é garantida
quando as seguintes condições são satisfeitas:
(a) Não há restrições de desigualdade ativas nas
variáveis de controle e de estado;
(b) As entradas incertas são independentes e nor-
malmente distribúıdas;
(c) O desempenho (custos ou benef́ıcios) é medido
por função quadrática;
(d) A dinâmica do sistema é linear.

Em particular, o POE não atende a esses re-
quisitos, entretanto, se o modelo estiver próximo
à equivalência certa, a otimização determińıstica
produz poĺıticas de controle próximas as da oti-
mização estocástica. Apesar de, para um grande
conjunto de problemas de controle em reservató-
rios, a equivalência certa não valer, sistemas cujo
principal propósito consiste na geração hidrelé-
trica podem ser uma exceção. Isto porque os reser-
vatórios são mantidos em altos ńıveis para prover
uma queda hidráulica ótima, a capacidade do re-
servatório não restringe significantemente a opera-
ção e o critério de desempenho é aproximado por
uma função quadrática do armazenamento e da
turbinagem (Philbrick Jr. and Kitanidis, 1999).

Os procedimentos reportados neste artigo ava-
liam a validade do PEC no POE em estudos de
caso com um único reservatório em regime per-
manente no contexto de PD.

4 Simulação

Para avaliar o desempenho das três poĺıticas ba-
seadas em PD no POE, foram realizadas simu-
lações sobre um longo cenário de afluências W =
{w1, ..., wT }. Após tomar uma decisão de defluên-
cia ut, a vazão wt se torna conhecida (simulação
decisão-acaso) e então o armazenamento seguinte
xt+1 é determinado de acordo com a equação (2).

O desempenho de cada poĺıtica é quantificado



de acordo com as médias de custo, geração, ver-
timento e produtividade. A produtividade em t
é dada pela razão entre geração e a defluência do
estágio t.

5 Procedimento

Como o POE não atende teoricamente às condi-
ções do PEC, o impacto da violação de cada uma
de suas condições foi avaliado a partir da criação
de um modelo ligeiramente modificado que atende
ao PEC, por meio das seguintes alterações no mo-
delo original:
1) Apesar de f em (1) ser usualmente bem apro-
ximada por uma função quadrática, a função ob-
jetivo do problema não é exatamente quadrática
devido à não linearidade de g. Uma maneira de as-
segurar a condição de critério quadrático do PEC
é tornando g linear pela fixação da queda num
valor constante h(·) = hmed.
2) Apesar das vazões não serem variáveis aleató-
rias com distribuição normal e apresentarem cor-
relação temporal, foram geradas séries sintéticas
de vazões independentes temporalmente e normal-
mente distribúıdas, a partir das médias e variân-
cias mensais amostrais da série histórica, que fo-
ram então usadas no cálculo das poĺıticas e na re-
alização das simulações para avaliação de desem-
penho.
3) Apesar de existirem as restrições de desigual-
dade em (6) e (7), os limites máximos foram alte-
rados o suficiente para evitar que essas restrições
ficassem ativas na solução.

O modelo modificado com essas três altera-
ções e que portanto atende todas as condições do
PEC compõe o primeiro estudo de caso. A partir
desse modelo foram feitas alterações progressivas
retornando ao modelo original do POE, podendo
ser identificado o impacto espećıfico de cada con-
dição.

Para o sistema hidrotérmico considerado nos
estudos foram usados dados da usina hidrelétrica
de Furnas, localizada no rio Grande, com capaci-
dade instalada de 1312MW . Uma usina terme-
létrica de custo de geração quadrático e mesma
capacidade foi também considerada.

Para cada estudo de caso, uma série sintética
de 2000 anos foi gerada. No estudo de caso cor-
respondente ao modelo original as séries sintéticas
foram geradas por um modelo periódico autorre-
gressivo de ordem 1 (Stedinger and Taylor, 1982).
Uma metade foi usada para ajustar a poĺıtica e a
outra foi usada para simular a operação. As va-
zões e o armazenamento foram discretizados em
N = 20 e M = 100 faixas, respectivamente, para
a solução da equação recursiva. A variável ut foi
calculada por uma busca unidimensional por ra-
zão áurea. A tolerância de convergência das po-
ĺıticas foi de 10−4. As funções de custo futuro e
as poĺıticas foram aproximadas por interpolação

cúbica de valores discretos. Nas simulações, o ar-
mazenamento x0 foi sempre considerado em 50%
de volume útil.

Foi assumido c = 106.6 para a função de
custo. A queda ĺıquida média de Furnas é de
hmed = 89.8m. A demanda Dt no problema foi
assumida igual a potência instalada para todo es-
tágio t. A Tabela 1 contém outras constantes pre-
sentes no modelo. Os coeficientes dos polinômios
da cota volume e da cota montante e os dados es-
tat́ısticos das vazões de Furnas estão dispońıveis
no Apêndice.

Tabela 1: Dados da usina de Furnas

k umin qmax xmin xmax pper(
MW

(m3/s)m

)
(m3/s) (m3/s) (hm3) (hm3) (m)

0.008633 204 1402 5733 22950 0.979

6 Resultados

Para cada estudo de caso, poĺıticas ótimas foram
obtidas por PD. Logo depois, foram feitas compa-
rações por meio de simulações. Nos casos de 6.1
a 6.3, as simulações ocorreram sobre séries sinté-
ticas com distribuição normal não correlacionadas
e nos outros casos foram usadas séries correlacio-
nadas com distribuição lognormal.

6.1 Estudo de caso 1

No estudo de caso 1, foram consideradas todas
as três alterações no modelo de POE original de
modo a satisfazer todas as condições do PEC. Na
prática, a PD não pode ser aplicada a variáveis
ilimitadas, então os limites foram suficientemente
modificados para permitir a conjectura do que
acontece no caso ilimitado. Foram adotadas as
seguintes constantes:

xmax = 74600hm3, qmax = 2100m3/s,

xmin = umin = 0.

A Figura 1 mostra as regras de decisão dos
meses de janeiro e julho obtidas por PDD e PDEI
em regime permanente. As duas abordagens for-
neceram poĺıticas muito similares, sendo que, em
ambas, a turbinagem ótima converge para a va-
zão anual média (926 m3/s) para todos os meses
e para qualquer volume entre, aproximadamente,
20% e 80% da capacidade útil do reservatório. De-
cisões diferentes nas regiões fora desse intervalo
ocorrem devido ao risco de violar os limites de vo-
lume.

É importante destacar que a PDD, por con-
siderar um único cenário hidrológico de afluências
médias mensais, altera sua poĺıtica bruscamente à
medida que o volume se aproxima dos limites, ao
passo que a PDEI, por considerar vários cenários
com diferentes probabilidades, altera sua poĺıtica



Figura 1: Poĺıticas PDD e PDEI para o estudo 1.

de forma lenta e gradual. Isso proporciona à PDEI
uma decisão mais arrojada na região próxima ao
armazenamento máximo, e uma decisão mais con-
servadora na região próxima ao armazenamento
mı́nimo.

Os resultados indicam que, se não existissem
limites de armazenamento, a decisão ótima seria
turbinar um mesmo valor constante para todos os
ńıveis de armazenamento em todos os meses. Re-
almente, com um reservatório infinito, a poĺıtica
ótima seria turbinar o valor médio das vazões, dei-
xando que o reservatório absorva as diferenças en-
tre a afluência e a defluência, assegurando uma
geração hidrelétrica constante, e como a demanda
é constante, consequentemente uma complemen-
tação termelétrica constante e mı́nima. É impor-
tante lembrar que nesse modelo que atende o PEC
a função de geração hidrelétrica, que só depende
da turbinagem, é linear, não havendo benef́ıcio em
se operar o reservatório com um armazenamento
maior, e portanto com maior queda e produtivi-
dade.

Ambas as poĺıticas obtiveram o mesmo custo
médio de operação e a mesma geração hidrelétrica
média de 717.5MW . A produtividade média foi
de 0.775MW/m3/s, a qual corresponde a queda
constante assumida de 89.8m. Este estudo de caso
mostra que, sob as alterações consideradas, o POE
satisfaz o PEC, e a poĺıtica baseada na otimização
determińıstica é equivalente à poĺıtica baseada na
otimização estocástica.

6.2 Estudo de caso 2

O segundo estudo de caso considera o POE so-
mente com as duas primeiras alterações, retor-
nando aos valores originais os limites das restrições
de desigualdade, ou seja, os valores da Tabela 1.

As poĺıticas de operação correspondentes es-
tão apresentadas na Figura 2. Comparando com
as poĺıticas obtidas no estudo de caso anterior,
nota-se a redução da faixa intermediária de arma-
zenamento onde a decisão das duas poĺıticas era
constante e igual ao valor da vazão média.

Agora, as faixas inferior e superior de volume
armazenado onde as decisões são afetadas pelos
limites operacionais do reservatório predominam
sobre todo o espaço de estado.

Surgem agora duas regiões do espaço de es-
tado em cada mês do ano. A primeira região, in-

ferior, onde a PDEI é mais conservadora que a
PDD, e a segunda região, superior, onde a PDEI
é mais agressiva que a PDD. Essas duas regiões
estão separadas em 30% do volume útil no mês de
Janeiro, e 50% no mês de Julho.

Nota-se também que a restrição de turbina-
gem em janeiro esta ativa na poĺıtica PDD a partir
de 89 % de armazenamento, e na poĺıtica PDEI a
partir de 85%. Além disso, a faixa estável da po-
ĺıtica PDD foi reduzida, enquanto que na poĺıtica
PDEI ela desapareceu completamente.

A Tabela 2 contém os resultados médios de
simulação.

Figura 2: Poĺıticas PDD e PDEI para o estudo 2

Tabela 2: Resultados da simulação do estudo 2

Custo Geração Vertimento

(103$) (MW ) (m3/s)

PDD 38709 712.8 6.8

PDEI 38090 717.5 0.8

Apesar das diferenças nas poĺıticas da Figura
2, observadas em todos os meses do ano, os re-
sultados da simulação continuam próximos. A
PDEI obteve um desempenho levemente melhor,
com uma redução de custo de 1.6% e um aumento
de 0.6% de geração hidrelétrica em relação à PDD.
A PDD mostrou um vertimento médio de 6 m3/s,
maior que da PDEI, devido ao seu comportamento
mais conservador quando o volume está próximo
do máximo. Baseado neste estudo, está claro que
as restrições ativas interferem nas soluções ótimas
do POE e que o problema não é equivalente certo.
No entanto, observando os resultados da simula-
ção, a diferença nos desempenhos não foram sig-
nificativas.

6.3 Estudo de caso 3

No estudo de caso 3, além dos limites reais na
variáveis de estado e controle, a queda ĺıquida é
considerada variável segundo a equação (5), e con-
sequentemente a função objetivo deixa de ser qua-
drática, causando a violação de mais uma condi-
ção do PEC.

As poĺıticas resultantes são apresentadas na
Figura 3. Nota-se que o intervalo estável da PDD
desaparece, sendo substitúıdo por uma reta incli-
nada, padrão observado em todos os meses do ano.
As poĺıticas agora se preocupam com o impacto



que a queda tem na produtividade da usina hi-
drelétrica, reduzindo a turbinagem presente para
obter ganhos futuros de produtividade decorrentes
de operar o reservatório com maior volume arma-
zenado. O risco de vertimento foi potencializado,
tornando a PDD mais conservadora que a PDEI
sobre todo o espaço de estados, em todos os meses
do ano. Os resultados de simulação são apresen-
tados na Tabela 3.

Figura 3: Poĺıticas PDD e PDEI para o estudo 3.

Tabela 3: Resultados da simulação do estudo 3

Custo Geração Vertim. Produt.

(103$) (MW ) (m3/s)
(

MW
m3/s

)
PDD 39916 711.8 30.9 0.795

PDEI 38573 718.6 9.5 0.783

Nota-se que, em média, as diferenças aumen-
taram. A PDEI registrou 3.4% de redução no
custo e 1% de aumento na geração se compa-
rada com a PDD. Estas diferenças ocorrem de-
vido a diferenças no vertimento, uma vez que a
PDD verteu três vezes mais que a PDEI. Esta é
uma consequência da PDD ser mais conservadora
e manter o reservatório mais cheio que a PDEI.
Por outro lado, a PDD provocou um aumento de
1.5% de produtividade média. Embora maior pro-
dutividade tenha acarretado aumento na geração,
tal aumento não compensou as perdas por verti-
mento.

Em geral, pode-se dizer que o efeito queda
afasta o POE da equivalência certa, sendo uma
consequência das diferentes estratégias de evitar
vertimentos segundo as abordagens determińıstica
e estocástica.

6.4 Estudo de caso 4

Finalmente, para chegar a formulação original
do POE proposta na Seção 2, as incertezas das
afluências foram modeladas de acordo com uma
aproximação de cadeia de Markov discreta com
distribuição lognormal. Assim, a PDEM é agora
inclúıda na análise.

Para ilustrar a modelagem das vazões, a fun-
ção distribuição de probabilidade da lognormal
condicionada ajustada para os meses de janeiro
e julho aparecem na Figura 4(A)-(B). Para facili-
tar a visualização, somente 10 das 20 distribuições
estão inclúıdas na figura, juntamente com a distri-
buição normal em negrito. As estat́ısticas mensais

das vazões aparecem na Figura 6 para uma me-
lhor análise. Durante o peŕıodo úmido, as vazões

Figura 4: Funções densidade de probabilidade
condicionadas das vazões de Furnas.

médias são altas, mas as correlações são baixas,
resultando em distribuições como em (A), onde as
variâncias são grandes. Por outro lado, durante o
peŕıodo seco as vazões são menores, mas as corre-
lações são maiores, resultando distribuições como
em (B), onde as variâncias são pequenas.

As poĺıticas obtidas por PDD, PDEI e PDEM
sobre a série sintética markoviana de 1000 anos
aparece na Figura 5 para janeiro (A) e julho (B).
Tal série sintética preserva as correlações tempo-
rais das vazões, diferentemente das séries usadas
nas simulações anteriores.

Figura 5: Poĺıticas PDD, PDEI e PDEM de ja-
neiro e julho para o estudo 4.

Na PDEM, cada poĺıtica é associada a uma
função de distribuição de probabilidade da Fi-
gura 4, de acordo com a vazão do estágio ante-
rior. Observe que a poĺıtica da PDEI não corres-
ponde à posição central das poĺıticas da PDEM,
consequência da assimetria da distribuição lognor-
mal. Os resultados da simulação para este estudo
de caso são resumidos na Tabela 4.

Em decorrência do uso das correlações tem-
porais entre as vazões, a PDEM proporciona re-
dução de 0.5% no custo de operação em relação



Tabela 4: Resultados de simulação do estudo 4

Custo Geração Vertimento Produtiv.

(103$) (MW ) (m3/s)
(

MW
m3/s

)
PDD 45688 677.7 49.1 0.789

PDEI 44425 684.8 27.9 0.751

PDEM 44208 690.5 18.1 0.771

à PDEI, mostrando que as correlações existentes
na série hidrológica não têm grande influência no
POE, como indica a média de apenas 0.64 nas cor-
relações ponderadas pelas médias mensais.

O custo médio da PDEI foi 2.8% mais baixo
que o da PDD, uma pequena redução em relação
ao estudo de caso anterior. A diferença de geração
entre PDD e PDEM foi de 1%, e de 0.8% entre
PDEI e PDEM. O vertimento médio resultante
das abordagens estocásticas continuou menor que
o da PDD. A PDEM obteve o menor vertimento
médio, no entanto, sua produtividade foi reduzida.

6.5 Vertimentos turbináveis

Durante a simulação com as poĺıticas baseadas em
PD, do tipo decisão-acaso, observa-se a ocorrên-
cia de vertimentos turbináveis. Como todo ver-
timento turbinável é anti-econômico, uma estra-
tégia operativa consiste em eliminá-los durante a
simulação, como se o processo fosse acaso-decisão.
As poĺıticas operativas que trabalham com o reser-
vatório mais cheio se beneficiam mais dessa elimi-
nação, que é uma medida corretiva de bom senso
uma vez que não tem sentido verter se for posśıvel
turbinar.

A Tabela 5 apresenta os resultados da simu-
lação das poĺıticas operativas, mas desta vez eli-
minando os vertimentos turbináveis.

Tabela 5: Resultados de simulação do estudo 4
eliminando vertimentos turbináveis

Custo Geração Vertim.

(103$) (MW ) (m3/s)

PDD 44402 691.9 31.5

PDEI 43996 691.1 20.1

PDEM 43986 693.2 14.8

Nota-se que os custos operacionais reduziram
significativamente para todos as poĺıticas, redução
de 2.8% para a PDD, 0.97% para a PDEI e 0.5%
para a PDEM. Os benef́ıcios foram maiores para
a PDD, levando-a a um desempenho somente 1%
abaixo da PDEM.

Os resultados indicam que, embora o POE
seja um modelo de otimização estocástica sequen-
cial que não atende as condições do PEC, ele se
aproxima de satisfazê-las, assegurando pequena
subotimalidade em relação às poĺıticas baseadas
em otimização determińıstica.

7 Conclusões

Este artigo avaliou o Prinćıpio do Equivalente
Certo (PEC) no planejamento da operação ener-
gética a longo prazo (POE) no contexto de pro-
gramação dinâmica (PD). Os resultados mostra-
ram que no modelo POE ligeiramente modificado
onde as condições teóricas são satisfeitas, a equi-
valência certa ocorre entre as PDs determińıstica
e estocástica. Posteriormente, os testes indicaram
que, conforme cada condição deixa de ser aten-
dida retornando ao modelo original, os modelos se
afastam do PEC, mas continuam próximos dele.

A abordagem determińıstica determinou poĺı-
ticas mais conservadoras que as estocásticas, con-
duzindo a uma operação com queda ĺıquida e pro-
dutividade média mais altas, ocasionando maiores
vertimentos que nas poĺıticas baseadas em otimi-
zação estocástica. Quando vertimentos turbiná-
veis foram eliminados durante a simulação, a poĺı-
tica determińıstica foi a mais beneficiada, ficando
somente 1% abaixo de desempenho das poĺıticas
estocásticas.

Explorar as correlações das vazões na progra-
mação dinâmica estocástica markoviana resultou
em pouco benef́ıcio na simulação. Isto se deve ao
fato das correlações serem pequenas em peŕıodos
úmidos.

Portanto, embora não atenda as condições
teóricas do PEC, o POE neste estudo de caso está
próximo o suficiente para que poĺıticas operati-
vas baseadas em otimização determińıstica apre-
sentem desempenho comparável às poĺıticas ba-
seadas em otimização estocástica. Em trabalhos
futuros, deve-se verificar se esta afirmação é verda-
deira para outras usinas e para sistemas de maior
porte.

8 Apêndice

A Figura 6 contém as estat́ısticas da série de va-
zões e a Tabela 6 contém os coeficientes dos po-
linômios pmon e pjus, que são da forma a0 +a1z+
a2z

2 + a3z
3 + a4z

4.

Figura 6: Médias, desvios padrões e correlações
mensais das vazões de Furnas.
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Tabela 6: Coeficientes das funções polinomiais da
cota de montante e de jusante de Furnas

a0 10−3a1 10−7a2 10−12a3 10−17a4

pmon 735.2 3.497 -1.974 6.917 -9.773

pjus 671.6 1.017 -1.800 0.251 0
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