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Abstract— This article presents a new proposal for the relaxation of the persistent excitation (PE) condition
in adaptive control of dynamic systems. It is known that this condition is undesirable or even unfeasible in many
practical applications. However, on the conventional adaptive control, the estimated parameters convergence, the
asymptotic stability guarantee, and the null tracking error can only be assured if the PE condition is satisfied.
Thus, the new approach presented here aims to minimize this requirement by taking advantage of the dynamic
information already present in the estimation data. The properties of convergence and stability are investigated
using a Lyapunov candidate function. The main contribution of the proposed method is the convergence of the
estimates to their true values while also keeping the tracking error bounded with respect to an external reference
signal. Numerical results are offered from an application of the method in an open-loop unstable nonlinear
system. To verify the efficiency, other adaptive schemes available in the literature are compared to the new
proposal.
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Resumo— Este artigo apresenta uma nova proposta para o relaxamento da condi¢do de excitagio persistente
(EP) no controle adaptativo de sistema dindmicos. Sabe-se que esta condigdo é indesejével ou até mesmo invidvel
em muitas aplicagoes praticas. No entanto, no controle adaptativo convencional, a convergéncia dos parametros
estimados, a garantia de estabilidade assintética e o erro de rastreamento nulo somente podem ser assegurados
se a condicao de EP for satisfeita. Assim, a nova abordagem apresentada aqui pretende minimizar esta exigéncia
aproveitando a informagado dinamica ji presente nos dados de estimacado. As propriedades de convergéncia e
estabilidade sdo investigadas usando uma funcdo candidata de Lyapunov. A principal contribui¢do do método
proposto é a convergéncia das estimativas para seus valores verdadeiros enquanto também mantém limitado o
erro de rastreamento com respeito a um sinal de referéncia externo. Resultados numéricos sdo oferecidos a partir
de uma aplicagao do método em um sistema nao linear instavel em malha aberta. Para verificagao da eficiéncia,

outros esquemas adaptativos disponiveis na literatura sdo comparados a nova proposta.

Palavras-chave— Controle adaptativo, Excitagao persistente, Sistemas dindmicos.

1 Introducao

Na Teoria de Controle Adaptativo, a convergén-
cia assintética dos erros de rastreamento e a con-
vergéncia de parametros nao podem ser garanti-
das sem uma condicao de excitacao persistente
(Ioannou and Sun, 1996; Astrom and Witten-
mark, 2008; Sastry and Bodson, 2011). Isto é,
sem a condi¢ao de EP nao ha teoricamente como
assegurar a estabilidade assintética do sistema e
o rastreamento de referéncia em malha fechada.
Entretanto, a condicao de EP ¢é bastante exigente,
fato este que dificulta sua utilizagdo em muitos ca-
sos praticos (Narendra and Annaswamy, 1987; Na-
rendra and Annaswamy, 1989). O método mais
comum para viabilizar o cumprimento da condi-
cao de excitagao persistente é adicionar ao sinal
de controle um sinal senoidal de baixa amplitude
e rico em frequéncias. Tal sinal adicional serve
para excitar os estados do sistema e garantir a
qualidade da estimagao. FEntretanto, em muitos
casos praticos entradas exdgenas nao sao tolera-
das ou, quando sao, ocorrem baseadas em eventos
da planta (e ndo de modo persistente) (Sastry and
Bodson, 2011). Assim, o método mais comumente
proposto em boa parte dos trabalhos, alguns bem

recentes, e que utilizam controladores adaptativos,
recomenda como solucao um método de estima-
¢ao sujeito a restrigoes ou inconvenientes praticos
(Maghenem et al., 2017; Kiumarsi et al., 2017; Mo-
dares et al., 2016; Abouheaf et al., 2015; Vamvou-
dakis et al., 2012).

O conceito de excitagdo persistente em esque-
mas adaptativos e sua aplicagao em controle é
hé bastante tempo conhecido (Narendra and An-
naswamy, 1987). Por outro lado, algumas pes-
quisas e publicacoes recentes tem motivado novas
discussdes a respeito do tema. Algumas propos-
tas disponiveis na literatura tém sugerido métodos
de adaptagao com relaxamento parcial ou total da
condi¢ao de EP. Em (Pan, Zhang and Yu, 2016),
e artigos relacionados (Pan, Pan, Darouach and
Yu, 2016; Pan and Yu, 2016), propde-se um novo
esquema de controlador adaptativo para sistemas
monovaridveis (SISO) e lineares e invariantes no
tempo (LTT). Tal proposta de MRAC garante, sob
certa condigao, chamada de intervalo de excitagao
(IE), a convergéncia de pardmetros com uma con-
digdo de EP mais fraca. No estudo encontrado
em (Ortega and Barabanov, 2018), algumas pre-
missas da condigao de EP sao relaxadas com o
objetivo de atingir um consenso global em siste-



mas multi-agente de tempo continuo em sistemas
lineares e variantes no tempo. Este tltimo tra-
balho é um dos primeiros resultados reportados
na literatura sobre o tema, onde miltiplos agen-
tes interagem e atingem o consenso (sincronismo
global), visando a garantir ac¢oes de controle 6ti-
mas. Em (Chowdhary and Johnson, 2010) e tra-
balhos associados (Chowdhary et al., 2013; Miih-
legg et al., 2012), técnicas de inteligéncia artificial
para o aprendizado concorrente sao incorporadas
a um esquema de controlador para estimacao de
parametros sem excitagao persistente e sem a uti-
lizacao das medidas instantaneas dos estados do
sistema para a adaptacao. Essa proposta inova-
dora, entretanto, exige que o algoritmo de controle
realize uma busca exaustiva nos valores armaze-
nados da entrada de controle para maximizar seu
valor singular e calcular a cada iteracao o erro de
estimacao. Tal exigéncia aumenta em muito o es-
forgo computacional do algoritmo como um todo.
J4 em (Jha et al., 2018) é apresentado um novo
algoritmo de controle étimo adaptativo capaz de
lidar com incertezas nos parametros, porém sem
exigir conhecimento sobre as caracteristicas dina-
micas de um sistema linear. O trabalho é introdu-
zido para o caso monovariavel, onde as condigoes
de EP sao minimizadas e a estabilidade global é
atingida. Apesar de interessante, o trabalho apre-
senta em seus resultados estimativas proximas a
uma vizinhanga em torno dos valores reais das es-
timativas 6timas, o que, em suma, prejudica uma
melhor avaliacao dos resultados alegados.

A principal contribuigao deste artigo é a apre-
sentagao de uma nova metodologia que garante a
convergéncia dos parametros estimados com re-
laxamento da condigao de excitacao no controle
adaptativo de sistemas dindmicos. O novo mé-
todo nao propoe a adigao de um sinal externo ao
sinal de controle do sistema. Este estudo propode
inicialmente a andlise para o caso SISO, seleci-
onando como arquitetura o controlador adapta-
tivo por modelo de referéncia (MRAC). Sera pro-
vada a estabilidade assintética global e o rastrea-
mento de referéncia do sistema em malha fechada,
assegurando-se ainda a convergéncia dos parame-
tros para os seus valores verdadeiros. Para averi-
guar a eficicia do método proposto, um exemplo
ilustrativo é apresentado e o método é também
comparado com outros esquemas adaptativos que
possuem a mesma finalidade.

2 Formulagao do problema

O MRAC ¢é uma arquitetura bastante difundida
de controle adaptativo. Seu algoritmo visa a fa-
zer uma planta se comportar como um modelo de
referéncia previamente escolhido. Este trabalho
utiliza a estrutura bésica do MRAC como ponto
de partida para a andlise do método proposto. As-
sim, considere uma classe de sistemas nao-lineares

SISO com um conjunto linear de incertezas nos
parametros na forma a seguir

&= Az + b(f(z) + u), 1)
com A € R"™" necNeb=][0,...,0,1]7, onde
x = [21(t), 22(t), ..., 2, (t)]T € R™ é um vetor de

estados da planta, u(t) € R™ é uma entrada de
controle, e f(x) : R” — R é uma fungao que repre-
senta as nao linearidades do sistema. Um modelo
de referéncia que caracteriza a resposta desejada
para a planta pode ser escrito como

T, = Ayx, + byr, (2)

com b, = [0,...,0,b,,]7, onde A, € R
é estritamente uma matriz Hurwitz, =z, =
[21(t), 2r2(t), . s 2o (H)]T € R™ é um vetor de
estados de referéncia, e r(t) € R é um sinal de
referéncia limitado. As seguintes premissas sao
validas:

e r é mensuravel;
e o par (A,b) é controldvel; e

e f(x) é linearmente parametrizdvel na se-
guinte forma:

flx) =W Te(), (3)

onde, W* € Q., C RV N € N é um vetor de pa-
rametros constantes desconhecidos ou conhecidos
com incertezas, Q., = {z|||z|| < ¢} denota uma
esfera de raio constante e conhecido ¢, € RT,
e ®(z) : R* — RY & um vetor de fungoes de
regressao conhecidas.

Observagao 1: No caso nominal, o vetor de
parametros W* pode ser conhecido a priori.
Porém essa nem sempre é a regra. No entanto,
independente de qual seja do caso, a lei de
adaptacao a ser proposta deve assegurar que
W (t) — W*. Isto serd examinado mais a frente.

Seja xre(t) = [zf(t),’r(t)]T um sinal de refe-
réncia aumentado e W(t) € RY um vetor con-
tendo as estimativas de W*. Define-se e(t) o erro

de rastreamento conforme a seguir,

e(t) = a(t) — zr(1), (4)

e W(t)=W*—W(t), com W(t) € RN sendo um
vetor composto pelas diferencas entre os parame-
tros conhecidos e as suas respectivas estimativas.

O objetivo deste estudo é propor uma lei de
controle u(t) tal que e(t) e W(t) convirgam ex-
ponencialmente a zero quando ¢ — oo. Um sinal
limitado u(t) é dito de excitagdo persistente se, e
somente se, 3 o, Ty € RT, tal que (Narendra and
Annaswamy, 1987)

4Ty
/t u(t)u” (r)dr > ol. (5)



onde I é a matriz identidade.

Seguindo a formulacao classica da lei de con-
trole do MRAC conforme (Ioannou and Sun,
1996), tem-se

u(t) = Kre4+ K w,e —WT(x), (6)
—~ —— — ——
Upd Ure Uad

onde upq € a parcela de u referente a acao de retro-
alimentagao (feedback) proporcional-derivativa,
ur. refere-se a acdo de alimentagdo direta (feed-
forward), e uqgq é a parcela adaptativa da lei de
controle. Os vetores K. € R” e K, € R*! s30
ganhos do controlador e a escolha de K, satisfaz
a seguinte equagao

WK 2,0 = (A, — Nz, + b1, (7)

Substituindo (6) e (7) em (1), obtem-se a dindmica
do erro de rastreamento

é=Ae+bWTd(x), (8)

onde a adequada selegao de K. faz a matriz A :=
A — bKT ser estritamente Hurwitz. Assim, para
uma matriz arbitraria Q € R™*™ com Q@ = Q7 >
0, existe uma tnica solucdo P € R™*" com P =
PT > 0 que satisfaz a equacdo de Lyapunov a
seguir

ATP + PA=—-Q. (9)

Seja A = ®(x)e” Pb uma funcdo auxiliar. Uma
lei de adaptacao dos parametros pode ser escrita
como

W(t) = /P{A}, (10)

onde v € RT é um ganho de adaptacio, e
P,.{-} é um operador de projecao conforme abaixo
(Ioannou and Sun, 1996):

A, se ||[W||< cw ou |[W]=cw & WTA <0
A —WWTA/||W|?, caso contrério.

P {A} = {
(11)

Seja uma funcgao continua V : R™ — R uma fun-
¢ao candidata de Lyapunov na forma

1 1~ s
V(z) = 5(eTPe) + %(WTW)7 (12)
onde z = [¢7,WT]T € R™*N representa a dina-

mica composta por (8) e (10). Segue-se que, a
partir da formulacao classica do MRAC (Ioannou
and Sun, 1996), se W(0) € Q., ¢ u(t) atendem a
condicao de EP expressa em (5), entdo o sistema
em malha fechada atinge a estabilidade assintética
global na medida em que os sinais e(t) e W (t) con-
vergem exponencialmente a zero.

3 Meétodo proposto

O método proposto neste trabalho visa a tirar
vantagem da informagao de excitagdo presente
no vetor de pardmatros estimados W (t) e ja
disponivel a cada iteracao do algoritmo de
controle. A ideia principal é introduzir esta
informacao dinamica durante a etapa de calculo
das estimativas, sem recorrer a adigao de sinais
exOgenos na entrada de controle, e ainda garantir
que e(t), W(t) — 0, W(t) — W* quando t — co.

Definicao 1: Seja € = [e1(t),ea(t),...,en(t)]T €
RY um vetor erro de estimacdo, tal que € — 0
quando W(t) — W*, e calculado da seguinte ma-
neira

€i(t) = Wi — W;(t), ¥t >0, (13)
comi=1,2,...,n, n € N. Assim, a lei de adap-
tagdo dos parametros em (10) pode ser reescrita
na forma

W(t) = P {1®(e)c" Pb+ Kye},  (14)

onde K,, € RT ¢ um fator peso de ¢, e P,.{-} é o
operador de projecao conforme definido em (11).

4 Analise de convergéncia dos erros e
estabilidade global do sistema

O teorema a seguir estabelece os resultados da
andlise de convergéncia do erro de rastreamento
e, do erro de estimacao € e também da estabili-
dade global do sistema em malha fechada para o
método proposto.

Teorema 1 Considere o sistema descrito em (1)
alimentado pela lei de controle em (6) com (14),
onde o ganho do controlador K, é selecionado
de modo a satisfazer (7) e a constante K, é es-
colhida de forma que a matriz A em (8) seja
estritamente Hurwitz. Se 3 o,Ty € RT, tal
que tt+TO uw(r)uT (r)dr > ol, e ainda W(0) €
Qc.,, entdo, considerando que todos os sinais
de malha fechada sao uniformemente limitados,
e(t),W(t) — 0 quando t — oo, Yt > 0, e o sis-
tema atinge a estabilidade exponencial global.

Prova: Primeiro, considere o problema de con-
trole em ¢ € [0,00). Selecione a fungdo candidata
de Lyapunov em (12) para o sistema em malha
fechada. Utilizando (9), a derivada no tempo de
V ao longo de (8) é

v %(JQe) W (@()e P — Vj). (15)

Observar que W(0) € Q. Utilizando o resul-
tado do operador de projecao em (Toannou and



Sun, 1996), obtem-se W (t) € Q. ,Vt > 0. Substi-
tuindo (14) em (15)

. 1 Ky -
V= —i(eTQe) - T(WTG). (16)

onde K,y € RT. Conforme a definicio de ¢ em
(13), tem-se que

WTe>0,vt>0. (17)

Assim, conclui-se que

V <0, Vt>0. )

(18
A expressio negativa semi-definida de V em (18)
garante que e e W sao limitados (assim, e, W e
L., onde L., denota um espago de sinais li-
mitados). Aplicando-se o Lemma de Barbalat
(Khalil, 2002), mostra-se que e(t),W(t) — 0
quando t — oo e o sistema em malha fechada é
estavel. Além disso, como e, W € Lo, e V <0 é
satisfeita Vz(0) € R™, e V em (12) é radialmente
ilimitada (i.e. V(z) — oo quando ||z| = o0), a
estabilidade é global (Khalil, 2002). Como uma
decorréncia do fato de que e, W € Lo, , obtem-
se que I,W,(I),E,U € Lo, pelas suas respectivas
defini¢oes. Portanto, todos os sinais do sistema
em malha fechada sao uniformemente limitados,
vt > 0.
O

Corolario 1: Considerando ainda a definicao do
vetor de erro em (4), se e — 0, entdo & — .,
o que implica na convergéncia dos parametros
para os seus valores verdadeiros (conforme (13),
se W (t) — W*, logo € — 0).

5 Resultados de simulacao

O diagrama de blocos na Fig(1) apresenta a ideia
geral do esquema de controle proposto.

r X,
Modelo de
‘ referéncia, £q.(2)
. :

+

Planta X
controlada
(Ea)

Upp |
{  (Eaf6)

~—

u pd
(Eq(6))

Lei de
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adaptagdo ]
| Eq(14) COMEQ(3) | /Tp

w

*{ Ugq
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Figura 1: Ideia geral do controlador proposto.

Para ilustrar a eficicia do método proposto,
considere o modelo do péndulo invertido conforme
a seguir

&= {8 é]wf { ? } (W*Td(z) +u), (19)

com W*T' = [1, — 1,057 e &) =
[sen(w1), |ra|wg, e®1%2]T onde x7 (rad) e o
(rad/s) séo, respectivamente, a posicao e a veloci-
dade angular do péndulo, e u(-) (Volts) é a tensao
de entrada de controle. O modelo de referéncia é
dado por

S PN ) P

onde 2(0) = 2,.(0) = [1,1]7, » = 1 em ¢ € [20, 25),
er=0emt e [0,20)U][25,00).

A selecao de parametros para a lei de con-
trole proposta em (6) com (14) é conforme pro-
cedimento a seguir: primeiro, resolve-se (7) para
obter-se K, = [—1,-2, l]T; segundo, escolhe-se
[1,5, 1, 3]T tal que A seja estritamente Hurwitz;
terceiro, soluciona-se (9) com @ = diag (10, 10)
para obter-se P, onde diag (x1, 22, - ,2,) denota
a matriz diagonal com elementos de x; a x,; fi-
nalmente, define-se v = 3,5, K, =6 e c, =5 em
(14).

As simulagcoes sao realizadas em Matlab Simu-
link R2017a (versao 1.132) em um notebook com
CPU Intel Core i3-80UG executando Windows 10,
onde o método de solucao do sistema de equagoes
(solver) é o odel de passo-fixo com um tamanho
de passo (step-size) igual a 1ms e as demais con-
figuracoes mantidas padrao. Para fins de compa-
racao sao também utilizadas nas simulagoes ou-
tros dois algoritmos disponiveis na literatura: a
versdo cldssica do MRAC (formulagdo dada em
(TIoannou and Sun, 1996)) e o Model Reference
Composite Learning Control (MRCLC), onde as
configuragoes do MRCLC sao mantidas as mes-
mas conforme apresentacao dada em (Pan, Zhang
and Yu, 2016) e os demais parametros que sdo co-
muns a todos os trés algoritmos de controle sao
definidos com os mesmos valores para uma com-
paracao justa. Os resultados obtidos sao exibidos
nas Figs.((2) - (4)).

Uma avaliacao visual do desempenho de con-
trole mostra que, no geral, em todos os controla-
dores os estados do modelo de referéncia x, sao
rastreados pelos estados da planta z, e, em parti-
cular, o comportamento dos sinais de entrada de
controle u sao relativamente suaves e aceitdveis
em termos de uma possivel aplicagao pratica de
cada algoritmo. Apesar disso, e utilizando uma
métrica numérica mais precisa, como a norma-2
do erro de rastreamento, observa-se que o MRAC
é o algoritmo que apresenta o pior desempenho
nesta métrica (Jle|l2 = 1,44), seguido do MRCLC



(llellz = 1,31) e, por fim, com o melhor desem-
penho, o método proposto (|lell2 = 0,433). No
entanto, é somente nos resultados do MRCLC e
do método proposto que é observada a convergén-
cia dos parametros (Figs.(2(d)),(3(d)),(4(d))). No
MRAC néo h4 a convergéncia de W para seus va-
lores verdadeiros em W*.

Como ja mencionado na Introducao deste tra-
balho, a proposta do MRCLC apresentada recen-
temente em (Pan, Zhang and Yu, 2016)) é baseada
na utilizagdo de um intervalo de excitagcao, como
premissa para o relaxamento da condicao de ex-
citagao persistente com real convergéncia dos pa-
rametros estimados. E sendo esse também o foco
do presente estudo, serd apresentado a seguir um
comparativo dois a dois entre 0 MRCLC e o mé-
todo proposto. Ja foi mecionado que o erro de
rastreamento é menor no método proposto que no
MRCLC. Além disso, os parametros no MRCLC
demoram mais tempo para convergir do que no
método proposto (ver Figs.(2(d))(4(d))). Neste
particular, as estimativas convergem rapidamente
no método proposto (em menos de 2s de tempo
de simulagdo), enquanto que no MRCLC levam
mais que 100s para convergirem (ver Fig.(5)). O
desempenho do MRCLC nos estagios iniciais da
adaptacio t € [0,50) é levemente pior, o que é re-
fletido no comportamento do seu sinal de entrada
de controle u. Assim, verifica-se neste intervalo
que o maior pico de u no MRCLC ¢é 11, 38% maior
que o maior pico de u no método proposto (ver
Figs.(2(b))(4(b))). Uma avaliacao do tempo utili-
zado para execugao da simulagao (tempo de CPU)
mostra-nos que o MRCLC também revela-se mais
lento na execugao do seu algoritmo. Gastou-se
6,7s no método proposto, contra 9,58s (isto é,
42,9% a mais) no MRCLC. Portanto, & luz dessas
informacoes, o método proposto mostra-se tam-
bém superior ao algoritmo do MRCLC.

6 Conclusoes

Neste artigo um esquema de controle adaptativo
foi desenvolvido com sucesso para garantir, além
das propriedades bésicas de estabilidade global e
erro de rastreameto nulo, a real convergéncia dos
parametros estimados para os seus valores verda-
deiros. A principal contribuicao do presente es-
tudo é que, no esquema proposto, foi apresentado
um método para o relaxamento da condicao de ex-
citagao persistente, o que o torna interessante do
ponto de vista de possiveis implementacoes prati-
cas. Um sistema instavel em malha aberta foi se-
lecionado como exemplo ilustrativo da eficicia do
método proposto e, comparado a outros dois mé-
todos disponiveis na literatura, demonstrou supe-
rioridade em termos de desempenho de controle.
Como continuidade & pesquisa, pretende-se am-
pliar a técnica proposta para os casos onde ha
perturbacdo interna/externa, e a extensdo para

classes mais amplas de sistemas nao lineares com
parametros incertos e variantes no tempo estd atu-
almente sob investigacao.
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