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Abstract— This paper proposes a recursive solution for the regulation problem of discrete-time linear systems with unknown
time-varying state delays. The proposed approach is based on modeling the delayed system as an augmented system with unob-
served Markovian jumps. A recursive robust regulator is designed from a dynamic model which encompasses all possible Markov
chain states. The control law is obtained by application of the robust regularized least-squares approach, which combines penalty
functions and the optimal solution to the regularized least-squares problem with uncertainties. A numerical example illustrates the
performance of the proposed strategy when compared to existing techniques in the literature.
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Resumo— Este artigo propõe uma solução recursiva para o problema de regulação de sistemas lineares de tempo discreto com
atraso variante e desconhecido no estado. A abordagem proposta utiliza a representação do sistema com atraso por um sistema
aumentado com saltos Markovianos não observados. O regulador robusto recursivo é projetado a partir de um modelo dinâmico
que engloba todos os possíveis modos de operação do sistema Markoviano. A lei de controle é obtida pela aplicação da técnica
de mínimos quadrados regularizados robustos, que combina o método de funções penalidade e a solução ótima do problema de
mínimos quadrados regularizados com incertezas. Um exemplo numérico ilustra o desempenho da estratégia proposta quando
comparada a abordagens existentes na literatura.

Palavras-chave— Sistemas lineares com atraso variante desconhecido, Sistemas lineares com saltos Markovianos, Mínimos
quadrados regularizados robustos, Realimentação de estado.

1 Introdução

Sistemas lineares com atrasos nos estados (SLAEs)
constituem uma classe de sistemas cuja dinâmica fu-
tura depende não apenas de seu estado atual, mas tam-
bém dos estados passados. O atraso pode advir da pró-
pria natureza do processo, ser consequência da ação de
controle ou ser introduzido intencionalmente no mo-
delo, e sua presença pode impactar consideravelmente
a estabilidade e o desempenho do sistema.

Assim, a análise e a síntese de sistemas com atra-
sos têm despertado uma atenção considerável, espe-
cialmente por serem empregados em diversas aplica-
ções, como sistemas de controle em rede (Qiu et al.,
2015), gerenciamento de estoque (Ignaciuk, 2014) e
modelos de doenças infecciosas (Wang e Liu, 2015).

As principais abordagens para o projeto de con-
troladores para sistemas com atrasos são baseadas em
desigualdades lineares matriciais (LMIs, do inglês, Li-
near Matrix Inequalities), como os resultados apresen-
tados por Miranda e Leite (2008), Liu et al. (2010) e
Keqi e Zhi (2015).

No entanto, abordagens recursivas em termos de
equações de Riccati também foram propostas. Por
exemplo, Fridman (2014, Chap. 6) propôs um regu-
lador linear quadrático para sistemas com atraso cons-
tante, pela aplicação do método de elevação (em in-
glês, lifting method), o qual consiste em um processo
de aumento do vetor de estados que resulta na trans-
formação do sistema com atraso em um sistema au-
mentado livre de atrasos.

Seguindo essa linha, Bortolin et al. (2018) desen-

volveram um regulador linear quadrático robusto para
sistemas lineares incertos com atraso constante. Nesse
caso, a lei de controle é obtida pela aplicação de uma
técnica de mínimos quadrados regularizados robustos
que permite obter uma solução em termos de equações
de Riccati.

Neste artigo, propõe-se uma extensão dos resul-
tados de Fridman (2014) e de Bortolin et al. (2018), a
partir do desenvolvimento de um regulador robusto re-
cursivo para o controle de sistemas lineares com atraso
variante e desconhecido no estado. A estratégia pro-
posta é inspirada na abordagem de Chan e Ozguner
(1995), a qual consiste em representar o sistema com
atrasos como um sistema aumentado com saltos Mar-
kovianos não observados.

Dessa forma, a análise e a síntese de sistemas com
atraso variante são equivalentes aos resultados obtidos
para os sistemas lineares sujeitos a saltos Markovia-
nos (SLSMs) (Costa et al., 2005). Esta abordagem
vem sendo muito utilizada, principalmente na área de
sistemas de controle em rede (Mao et al., 2007; Qiu
et al., 2015).

Portanto, o regulador robusto recursivo proposto
é deduzido a partir de um SLSM, sob a hipótese de
que o controlador não possui acesso ao estado da ca-
deia de Markov. Para este cenário, a lei de controle
é obtida por métodos de aproximação baseados em
condições de otimalidade, como o método variacio-
nal (do Val e Başar, 1999), devido às propriedades de
não-convexidade do problema de otimização.

Considerando essas características, adotamos
uma nova metodologia para a obtenção da lei de con-



trole, a qual difere das existentes na literatura por for-
necer uma solução cuja recursividade é estabelecida
por meio de equações de Riccati apresentadas em um
arranjo matricial.

A metodologia empregada consiste na reformula-
ção do SLSM como um sistema determinístico deno-
minado sistema aumentado singular (Bortolin, 2017),
o qual engloba todos os possíveis estados da cadeia de
Markov. Em seguida, o controlador é projetado para
este novo sistema pela aplicação da técnica de míni-
mos quadrados regularizados robustos, de maneira se-
melhante àquela proposta por Cerri (2009) e Bortolin
et al. (2018).

As seções deste artigo estão organizadas da se-
guinte maneira: na Seção 2, o SLAE é transformado
em um SLSM e o problema de controle para o SLSM
é apresentado. Na Seção 3, o SLSM com cadeia de
Markov não observada é reformulado como um sis-
tema aumentado singular e o problema de regulação
para este novo sistema é definido. Na Seção 4, a téc-
nica de mínimos quadrados regularizados robustos é
apresentada. Na Seção 5, o regulador robusto recur-
sivo para SLSM via sistema aumentado singular é de-
duzido. Na Seção 6, um exemplo numérico ilustra
a estratégia proposta, comparando-a com abordagens
baseadas em LMIs. Na Seção 7, as conclusões deste
estudo são apresentadas.

Notações: Rn representa o conjunto de vetores n-
dimensionais, e Rm,n o conjunto de matrizes reais de
dimensões m×n. Para uma matriz real P, P� 0 (P� 0)
significa que P é uma matriz simétrica (semi)definida
positiva. O símbolo sobrescrito T denota o transposto.
In é a matriz identidade de dimensão n× n. A matriz
nula de dimensão apropriada é denotada por O. E{x}
é o valor esperado de x. A notação ‖x‖ é adotada para
a norma euclidiana de x e ‖x‖P é a norma ponderada
de x, definida por (xT Px)

1
2 . A matriz diag(A1, . . . , As)

representa um bloco matricial diagonal constituído por
{A1, . . . , As}. Adota-se, por simplicidade, a notação
Y T XY = Y T X(•).

2 Formulação do Problema

Considere o SLAE descrito por

xk+1 = Ak xk +Ad,k xk−dk +Bk uk, ∀k ≥ 0
xk = ϕ0(k), k ∈ [−dmax,0],

(1)

em que Ak, Ad,k ∈ Rn,n e Bk ∈ Rn,m são matrizes conhe-
cidas, xk ∈ Rn é o estado no instante k, xk−dk ∈ Rn é o
estado atrasado em dk amostras e uk ∈ Rm é a entrada
de controle. O atraso dk é variante no tempo tal que

0≤ dmin ≤ dk ≤ dmax, (2)

com dmin e dmax representando os valores mínimo e má-
ximo de dk, respectivamente. Assume-se ϕ0(k) como
condição inicial do sistema para k = −dmax,−dmax +

1, . . . ,0. Observe que, no caso de atraso invariante no
tempo, tem-se dmin = dmax.

Neste artigo, considera-se que o atraso dk é des-
conhecido e comporta-se como uma cadeia de Markov
de tempo discreto, visto que, em muitas aplicações re-
ais, o atraso no instante atual possui relação com o
atraso no instante anterior (Nilsson, 1998).

Associado ao SLAE (1), considere o custo de N
estágios JN(x,u) definido por

JN(x,u) =
N−1

∑
k=0

(
xT

k Qk xk +uT
k Rk uk

)
+ xT

N PNxN , (3)

onde PN � 0, Qk � 0 e Rk � 0 são matrizes de pondera-
ção de dimensões apropriadas.

Uma técnica empregada no estudo de sistemas
com atrasos consiste no aumento do vetor de estados
pela aplicação do método de elevação (Xia et al., 2007;
Hetel et al., 2008), o qual reescreve o SLAE como um
sistema aumentado livre de atrasos, mantendo-se a di-
nâmica do sistema original. Com base neste método,
o projeto do controlador para o SLAE (1) pode ser re-
duzido ao problema de regulação de um SLSM (Costa
et al., 2005).

Com este propósito, considere a cadeia de
Markov θ(k) que assume valores no conjunto
S = {1, . . . ,s}, sendo s = dmax − dmin + 1. As proba-
bilidades de transição, que governam as variações do
atraso dk, são representadas em uma matriz denomi-
nada matriz de probabilidades de transição e denotada
por P= [pi j]∈Rs,s, para todo i, j ∈ S, cujas entradas sa-
tisfazem às seguintes condições:

Pr[θ(k+1) = j|θ(k) = i] = pi j, Pr[θ(0) = i] = πi,0,

s

∑
j=1

pi j = 1 e 0≤ pi j ≤ 1.
(4)

Assim, o SLAE (1) pode ser reescrito como o se-
guinte SLSM:

zk+1 = Fθ(k),k zk + Gθ(k),k vk, ∀k ≥ 0, (5)

com Fθ(k),k ∈ Rnd ,nd e Gθ(k),k ∈ Rnd ,m, sendo
nd = (dmax +1)n,

zk :=


xk

xk−1
...

xk−dmax+1
xk−dmax

 , z0 :=


ϕ0(0)

ϕ0(−1)
...

ϕ0(−dmax +1)
ϕ0(−dmax)

 , vk := uk,

e, para todo θ(k) = i ∈ S,

Fi,k :=


Ak

i+dmin−2 zeros︷ ︸︸ ︷
O · · · O Ad,k · · · O

O

Idmaxn
...
O

 e Gi,k :=


Bk
O
O
...
O

 .

De forma semelhante, o custo quadrático (3) pode
ser reescrito como

JN(θ ,z,v)=
N−1

∑
k=0

(
zT

k Qθ(k),k zk + vT
k Rθ(k),k vk

)
+

zT
N Pθ(N),N zN , (6)



com Pθ(N),N := diag(PN ,O, . . . ,O), Rθ(k),k := Rk

e Qθ(k),k := diag(Qk,O, . . . ,O).

Deste modo, o sistema com atraso variante e des-
conhecido (1) é equivalente ao SLSM (5) com cadeia
de Markov não observada. Portanto, o problema de
projetar um regulador recursivo para o SLAE (1) é
equivalente ao problema de controle para o SLSM (5),
definido por

min
v∈U

E
{
JN(θ ,z,v)

}
s.a. zk+1 = Fθ(k),k zk +Gθ(k),k vk,

(7)

com uma lei de controle por realimentação de estado
independente do modo de operação dada por

vk =Kk zk, ∀k ≥ 0, (8)

onde a matriz Kk ∈ Rm,nd é o ganho a ser determinado.
Na próxima seção, o SLSM será reescrito como

um sistema determinístico que engloba todos os pos-
síveis estados da cadeia de Markov, o que permitirá a
dedução de um regulador recursivo para o mesmo.

3 Sistema Aumentado Singular

Nesta seção, o SLSM (5) será reformulado como um
sistema independente da cadeia de Markov, por meio
da aplicação da função indicadora 11C, para um con-
junto C, definida por

11C(ω) =

{
1, se ω ∈ C,
0, caso contrário. (9)

Note que 11{θ(k)=i}(ω) = 1 se θ(k) = i e
11{θ(k)=i}(ω) = 0 em caso contrário, para todo i ∈ S.

O SLSM (5) pode ser reescrito em termos da fun-
ção indicadora da seguinte forma:

s

∑
i=1

11{θ(k)=i} zk+1 =
s

∑
i=1

(
Fi,k 11{θ(k)=i}

)
zk +

s

∑
i=1

(
Gi,k 11{θ(k)=i}

)
vk. (10)

Pré- e pós- multiplicando (10) pelas probabilida-
des de transição pi j, segue que(

s

∑
i=1

pi j 11{θ(k)=i}

)
zk+1 =

(
s

∑
i=1

pi j 11{θ(k)=i}Fi,k

)
zk +(

s

∑
i=1

pi j 11{θ(k)=i}Gi,k

)
vk, ∀ j ∈ S. (11)

Observe que a função indicadora 11{θ(k)=i} pode
ser considerada como um parâmetro incerto, visto que
não há informações disponíveis sobre o estado da ca-
deia de Markov θ(k). Assim, a partir da forma ma-
tricial do sistema de equações dado por (11), define-
se um sistema dinâmico sujeito a incertezas paramé-
tricas denominado sistema aumentado singular (SAS)
(Bortolin, 2017), o qual é representado por

δEk zk+1 = δMk zk +δNk vk, (12)

com as matrizes de incertezas modeladas da seguinte
forma:[

δEk δMk δNk
]
=H∆T,k

[
EEk EMk ENk

]
, (13)

sendo

H =

 Ind . . . O Ind . . . O . . . Ind . . . O
...

. . .
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
O . . . Ind O . . . Ind . . . O . . . Ind

 ,
ET

Ek
= [ p11Ind . . . p1sInd . . . ps1Ind . . . pssInd ] ,

ET
Mk

=
[

p11FT
1,k . . . p1sFT

1,k . . . ps1FT
s,k . . . pssFT

s,k

]
,

ET
Nk

=
[

p11GT
1,k . . . p1sGT

1,k . . . ps1GT
s,k . . . pssGT

s,k

]
,

∆T,k =diag
(
∆T,11, . . . ,∆T,1s, . . . ,∆T,s1, . . . ,∆T,ss

)
,

com ∆T,i j = diag
(
11{θ(k)=i} Ind

)
.

Similarmente, o custo quadrático (6) também
pode ser reescrito em termos da função indicadora, re-
sultando em

V(z,v) = zT
N PN zN +

N−1

∑
k=0

[
zT

k (δ
T
Q,k Qk δQ,k)zk + vT

k (δ
T
R,k Rk δR,k)vk

]
, (14)

onde Qk = diag(Q1,k, . . . ,Qs,k), Rk = diag(R1,k, . . . ,Rs,k) e
PN ∈ Rnd ,nd . Os parâmetros incertos δR,k e δQ,k são
modelados por

δR,k =HR ∆R,k ER e δQ,k =HQ ∆Q,k EQ, (15)

com

HR = Ism, ER = Im, HQ = Isnd , EQ = Ind ,

∆R,k =
[
11{θ(k)=1}Im . . . 11{θ(k)=s}Im

]T
,

e ∆Q,k =
[
11{θ(k)=1}Ind . . . 11{θ(k)=s}Ind

]T
.

Portanto, o problema (7) pode ser reescrito como
o seguinte problema de otimização equivalente:

min
zk+1,vk

max
δT

V(z,v)

s.a. δEk zk+1 = δMk zk +δNk vk,
(16)

com δT = {δQ,k,δR,k,δEk,δMk,δNk}. A seguir, uma es-
tratégia para a obtenção da sequência ótima (z∗k+1,v

∗
k)

será apresentada.

4 Mínimos Quadrados Regularizados Robustos

Esta seção apresenta uma abordagem para a solução de
problemas de otimização sujeitos a incertezas nos da-
dos. A solução proposta combina o método de funções
penalidade (Bazaraa et al., 2006) ao problema de mí-
nimos quadrados regularizados com incertezas (Sayed
e Nascimento, 1999).

Considere o seguinte problema de otimização res-
trita:

min
z

max
δM,δw,δN,δy

F(z)

s.a (N +δN)z = y+δy,
(17)



onde F(z) = ‖z‖2
U +‖(M+δM)z− (w+δw)‖2

V , com M ∈
Rr,s e N ∈ Rl,s matrizes conhecidas, w ∈ Rr e y ∈ Rl

vetores de medidas, z ∈ Rs um vetor desconhecido,
U � 0 e V � 0 matrizes de ponderação e as incertezas
{δM,δw,δN,δy} modeladas por[

δM δw
]
= L141

[
EM Ew

]
,[

δN δy
]

= L242
[
EN Ey

]
,

(18)

sendo {L1,L2} matrizes não-nulas, {41,42} matrizes
de contração arbitrárias e {EM ,Ew,EN ,Ey}matrizes co-
nhecidas.

O problema de otimização restrito (17) pode ser
aproximado por uma sequência de problemas irrestri-
tos, de acordo com o método de funções penalidade.
Através desse método, o conjunto de restrições é inse-
rido na função objetivo, por meio de um parâmetro de
penalidade µ > 0, de forma a penalizar qualquer vio-
lação das restrições. Assim, para cada µ > 0, tem-se o
seguinte problema de otimização irrestrito:

min
xµ

max
δA,δb

J(xµ )=
∥∥xµ

∥∥2
Q +

∥∥(A+δA)xµ − (b+δb)
∥∥2

Wµ
,

com
[
δA δb

]
= H ∆

[
EA Eb

]
, (19)

sendo

xµ = z, Q =U, A =

[
M
N

]
, δA =

[
δM
δN

]
, b =

[
w
y

]
,

δb =

[
δw
δy

]
, Wµ =

[
V O
O µIl

]
, H =

[
L1 O
O L2

]
,

∆ =

[
41 O
O 42

]
, EA =

[
EM
EN

]
e Eb =

[
Ew
Ey

]
.

O procedimento para resolver (17) consiste em
obter iterativamente as soluções ótimas x∗µ para (19),
tais que a sequência {µk} tenda ao infinito. Assim, a
sequência de soluções {x∗µ} converge para a solução
ótima de (17).

A solução ótima x∗µ do problema de otimização
(19) foi apresentada por Sayed e Nascimento (1999) e
reescrita em termos de uma arranjo matricial por Cerri
e Terra (2017). Neste artigo, considera-se o caso ge-
ral do funcional apresentado por Cerri e Terra (2017),
assumindo-se que todos os termos relacionados à va-
riável z estão sujeitos a incertezas.

O Lema 1 apresenta a solução ótima para os pro-
blemas (17) e (19).

Lema 1 (Bortolin, 2017) Considere os problemas de

otimização (17) e (19). Suponha que a matriz
[

Is
A

EA

]
é

posto coluna pleno. Então,
(i) para cada µ> 0, a solução ótima x̂µ e o valor

mínimo J
(
x̂µ

)
referentes ao problema irrestrito (19)

são dados por

[
x̂µ

J(x̂µ )

]
=


O O
O b
O Eb

Is O


T 

Q−1 O O Is

O Ŵ−1
µ (λ̂µ ) O A

O O λ̂−1
µ I EA

Is AT ET
A O


−1

O
b

Eb

O

,

onde

Ŵ−1
µ (λ̂µ ) = diag

(
V−1− λ̂

−1
µ L1LT

1 ,µ
−1I− λ̂

−1
µ L2LT

2

)
e λ̂µ = (1+α) ||diag(LT

1 V L1, µLT
2 L2)||

para algum α > 0;

(ii) quando a matriz
[

N
EM
EN

]
tem posto linha pleno,

a solução ótima z∗ = limµ→+∞ x̂∗µ e o valor mínimo
F(z∗) = limµ→+∞ J(x̂∗µ ) referentes ao problema restrito
(17) são dados por

[
z∗

F(z∗)

]
=


O O
O w
O y
O Ew
O Ey
Is O



T 
U−1 O O O O Is

O V−1 O O O M
O O O O O N
O O O O O EM
O O O O O EN
Is MT NT ET

M ET
N O



−1
O
w
y

Ew
Ey
O

.

5 Regulador Robusto Recursivo

A solução para o problema (16) pode ser obtida com
base na técnica de programação dinâmica (Bertsekas,
1995) e na aplicação do método de funções penali-
dade. Dessa forma, esse problema pode ser expresso
pelos seguintes problemas de otimização irrestrita:

min
z1,v0

max
δT,0

{
Jµ,0

(
z1,v0

)
+min

z2,v1
max
δT,1

{
Jµ,1

(
z2,v1

)
+

. . .+ min
zt ,vt−1

max
δT,t−1

{
Jµ,t−1

(
zt ,vt−1

)
+ . . . +

min
zN+1,vN

max
δT,N

{
Jµ,N

(
zN+1,vN

)} }}}
, (21)

sendo δT,k = {δQ,k,δR,k,δEk,δMk,δNk}. O custo por
estágio Jµ,k é obtido pela aplicação do método de fun-
ções penalidade ao problema (16) para cada passo
k ≥ 0, resultando em

Jµ,k
(
zk+1,vk

)
= zT

k+1Pk+1 zk+1 + (22) O δR,k
O O

δEk −δNk

[zk+1
vk

]
−

 O
−δQ,k

δMk

zk

T

Mµ,k

(
•

)
,

com Mµ,k = diag(Rk,Qk,µInd ) e µ > 0 fixo. Assim, a
solução para (21) pode ser obtida iterativamente pela
otimização do funcional (22) a cada passo k, ou seja,
resolvendo-se o seguinte problema:

min
zk+1,vk

max
δT,k

Jµ,k
(
zk+1,vk

)
. (23)

A cada passo k, a solução de (23) pode ser ob-
tida através da abordagem de mínimos quadrados re-
gularizados robustos (Seção 4), a partir das seguintes
identificações entre (19) e (22):

Q← Pk+1, Wµ ←Mµ,k, xµ ←
[

zk+1
vk

]
,



A←

O O
O O
O O

, δA←

 O δR,k
O O

δEk −δNk

, b←

O
O
O

zk,

δb←

 O
−δQ,k

δMk

zk, EA←

 O ER
O O
EEk −ENk

, Eb←

 O
−EQ
EMk

,
H← diag(HR,HQ,H) e ∆← diag

(
∆R,k,∆Q,k,∆T,k

)
.

O Lema 2 apresenta a solução ótima para (23),
por meio da aplicação do Lema 1.

Lema 2 Considere o problema de otimização (23),
com λ̂ > 0 fixado. A solução ótima (z∗

λ ,k+1,v
∗
λ ,k) para

cada k ≥ 0 é dada porz∗
λ ,k+1

v∗
λ ,k

J∗
λ ,k

=

Ind O O
O Im O
O O zk


T Lλ ,k

Kλ ,k

Pλ ,k

 zk,

onde a malha fechada Lλ ,k, o ganho de realimenta-
ção Kλ ,k e a solução da equação de Riccati Pλ ,k são
obtidos a partir de (20).

O Algoritmo 1 apresenta o procedimento para a
obtenção da solução {x∗k+1,u

∗
k}

N−1
k=0 para o SLAE (1) via

SLSM e SAS.

Algoritmo 1: Regulador Robusto Recursivo para
SLAE via SLSM e SAS

SLSM: Determine os parâmetros do SLSM: Fθ(k),k,
Gθ(k),k e z0.

SAS: Defina os parâmetros do SAS: H, EEk , EMk ,
ENk , HQ, EQ, HR e ER.

Regulador Robusto Recursivo:

Passo 1: Defina λ̂ , N e PN � 0.

Passo 2: Calcule para cada k = N−1, . . . ,0:

Lλ ,k, Kλ ,k e Pλ ,k via (20).

SLAE: Obtenha para cada k = 0, . . . ,N−1:

xk+1 = Ak xk +Ad,k xk−dk +Bk vk

com vk =Kλ ,k zk.

6 Exemplo Numérico

Considere o SLAE (1) com as seguintes matrizes de
parâmetros:

Ak =

[
0,9 0,5
0,8 1,0

]
, Ad,k =

[
0,8 0
0,8 0,5

]
, Bk =

[
3
3

]
, ∀k ≥ 0,

e a condição inicial φ0(k) =
[
1 −1

]T , para todo k ≤ 0.
Com relação ao custo de N estágios (3), adotam-

se as seguintes matrizes:

PN = Qk = I2 e Rk = 1, ∀k ≥ 0.

Para avaliar o desempenho do regulador robusto
recursivo, será apresentada uma comparação entre o
Algoritmo 1 e duas abordagens baseadas em LMIs,
propostas por Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun et al.
(2009, Thm. 2).

Todas as rotinas foram implementadas no soft-
ware MAT LABr, versão 9.0.0.341360 (R2016a), em
um computador com processador Intelr CoreT M i7-
3770 com frequência de 3,40 GHz, memória RAM de
8,0 GB e sistema operacional Windowsr 10 Home.

As LMIs foram implementadas na plataforma
Yalmip (Löfberg, 2004), com o solver SeDuMi
(Sturm, 1999). Consideramos os seguintes valores
para os parâmetros da abordagem de Sun et al. (2009,
Thm. 2):

λ0 = λ1 = 1,3, λi = 1,2, i ∈ [2,7],

δ0 = 0,2, δ1 = 0,3, δ j = 0,1, j ∈ [2,7] e µ = 1,2.

Para o Algoritmo 1, assume-se

λ̂ = 1,5, PN = diag(I2,O, . . . ,O) e

pi j =
1
s
, ∀i, j ∈ S,sendo s = dmax−dmin +1.

O comportamento dinâmico do SLAE foi avali-
ado por uma simulação de Monte Carlo com um total
de 1000 possíveis realizações da cadeia de Markov.
Em cada realização, considerou-se o horizonte 1000 e
o atraso dk foi selecionado de acordo com a matriz de
probabilidades de transição conforme o algoritmo de
Häggström (2002, Chap. 3). As trajetórias resultantes
serão comparadas pela média das normas euclidianas,
definida por

E
{
||xk||

}
≈ 1

1000

1000

∑
`=1
||x(`)k ||, ∀k ≥ 0,

Lλ ,k

Kλ ,k

Pλ ,k

=

O O O Ind O
O O O O Im

O O M̂T
k O O




O Ind O Ind O
Ind −Pλ ,k+1 O O O
O O Σ Êk −N̂k

Ind O ÊT
k O O

O O −N̂T
k O O


−1 

O
O

M̂k

O
O

 (20)

com Êk←
[
O O ET

Ek

]T
, M̂k←

[
O −ET

Q ET
Mk

]T
, N̂k←

[
ET
R O ET

Nk

]T
, Σ← λ̂−1 diag

(
Im, Ind , Is2nd

)
e λ̂ > 0.



em que ||x(`)k || é a norma do estado regulado obtida
na realização `. O desempenho de cada método será
avaliado de acordo com o valor máximo do atraso
dmax ∈ [1, 7], sendo o valor mínimo dmin = 0 fixo.

A Figura 1 apresenta o comportamento da média
das normas euclidianas dos estados do SLAE obtida
por cada método, assumindo-se dmax = 1. Observe que
todas as médias convergem para zero, sendo que o re-
gulador robusto recursivo apresenta um desempenho
mais suave em relação às abordagens via LMIs.
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Xia et al. (2007, Cor. 4)
Sun et al. (2009, Thm. 2)

Figura 1: Comparação das médias dos estados regu-
lados para dmax = 1.

Os ganhos de realimentação K∗R,1000, K∗X e K∗S ob-
tidos, para dmax = 1, pelo regulador robusto recursivo
e pelas abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun
et al. (2009, Thm. 2), respectivamente, são dados por

K∗R,1000 =
[
−0,3754 −0,2659 −0,1233 −0,0380

]
,

K∗X =
[
−0,3394 −0,1753

]
e

K∗S =
[
−0,4553 −0,2409

]
.

A média das normas euclidianas dos estados regu-
lados obtida por cada método para dmax = 7 é ilustrada
na Figura 2. Note que o aumento no valor de dmax re-
fletiu no desempenho de todos os métodos, porém to-
dos ainda convergem para zero, e o regulador robusto
recursivo continua a apresentar um desempenho mais
suave que as abordagens via LMIs.
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Figura 2: Comparação das médias dos estados regu-
lados para dmax = 7.

O comportamento da média do custo de N está-
gios JN (3) obtida por cada método para dmax = 7 é

apresentado na Figura 3. Observe que, para cada mé-
todo, o custo JN converge conforme o valor de N au-
menta. As abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e
Sun et al. (2009, Thm. 2) obtiveram os custos ótimos
J∗X ,1000 ≈ 21,37 e J∗S,1000 ≈ 15,40, respectivamente, en-
quanto o valor obtido pelo regulador robusto recursivo
foi J∗R,1000 ≈ 13,78.
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Figura 3: Comparação das médias dos custos de N
estágios JN para dmax = 7.

Na Figura 4 são ilustradas as médias dos custos
totais ótimos J∗1000 obtidos por cada método, conforme
o valor de dmax. Note que a abordagem de Xia et al.
(2007, Cor. 4) obtém os maiores valores, ao passo que
o regulador robusto recursivo e o método de Sun et al.
(2009, Thm. 2) obtêm valores próximos.
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Figura 4: Comparação das médias dos custos totais
ótimos J∗1000 em função de dmax.

Na Figura 5 são apresentadas as médias, relativas
a 100 experimentos, dos tempos de CPU despendidos
por cada método para determinar o valor do ganho de
realimentação. Considera-se o tempo necessário para
a resolução das LMIs de cada abordagem e o tempo
para o regulador robusto recursivo determinar o ganho
ótimo K∗

λ ,Nc
, sendo Nc o horizonte que satisfaz a con-

dição ||Pλ ,Nc+1−Pλ ,Nc
||< 0,001.

Como a dimensão do sistema aumentado cresce
com o aumento de dmax, o tempo de CPU despendido
também cresce. No entanto, o regulador robusto recur-
sivo se destaca em relação às abordagens via LMIs,
por despender o menor tempo para todos os valo-
res atribuídos a dmax. Em particular, para dmax = 7,
as abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun
et al. (2009, Thm. 2) apresentaram os tempos de CPU



TX ≈ 3,97s e TS ≈ 11,08s, respectivamente, enquanto
o tempo do regulador robusto recursivo foi TR≈ 0,61s.
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Figura 5: Comparação das médias dos tempos de
CPU em função de dmax.

Para ilustrar a influência das probabilidades de
transição no desempenho do regulador robusto recur-
sivo, realizamos a simulação de Monte Carlo consi-
derando três matrizes de probabilidades de transição,
dadas por:

P1 =

[
0,5 0,5
0,5 0,5

]
, P2 =

[
0,95 0,05
0,20 0,80

]
e P3 =

[
0,05 0,95
0,80 0,20

]
.

A Figura 6 ilustra as médias das normas euclidi-
anas dos estados regulados obtidas pelo regulador ro-
busto recursivo para cada matriz de probabilidades de
transição, com dmax = 1. Note que a dinâmica do sis-
tema depende dos valores atribuídos às probabilidades
de transição.
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Figura 6: Médias dos estados regulados obtidas pelo
Regulador Robusto Recursivo para dmax = 1.

7 Conclusões

Neste artigo, uma solução recursiva para o problema
de regulação de sistemas lineares de tempo discreto
com atraso variante e desconhecido no estado foi pro-
posta. O regulador robusto recursivo projetado é ba-
seado em equações de Riccati dadas por um arranjo
matricial.

Para avaliar o desempenho do regulador proposto,
foi apresentada uma comparação com duas aborda-
gens existentes na literatura, as quais são dadas em
termos de LMIs. Os resultados mostraram que o regu-
lador robusto recursivo é capaz de obter respostas com
convergência mais suave e custos ótimos menores ou
equivalentes aos das outras abordagens.

Além disso, os resultados sugerem que o regula-
dor robusto recursivo é conveniente para os casos em
que o valor máximo do atraso dmax é relativamente
grande, visto que o tempo de CPU despendido é o me-
nor entre os três métodos analisados. Na sequência
deste trabalho, os resultados serão estendidos a siste-
mas com atrasos sujeitos a incertezas paramétricas.
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