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Abstract— This paper proposes a recursive solution for the regulation problem of discrete-time linear systems with unknown
time-varying state delays. The proposed approach is based on modeling the delayed system as an augmented system with unob-
served Markovian jumps. A recursive robust regulator is designed from a dynamic model which encompasses all possible Markov
chain states. The control law is obtained by application of the robust regularized least-squares approach, which combines penalty
functions and the optimal solution to the regularized least-squares problem with uncertainties. A numerical example illustrates the
performance of the proposed strategy when compared to existing techniques in the literature.
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Resumo— Este artigo propde uma solucdo recursiva para o problema de regulacdo de sistemas lineares de tempo discreto com
atraso variante e desconhecido no estado. A abordagem proposta utiliza a representagdo do sistema com atraso por um sistema
aumentado com saltos Markovianos ndo observados. O regulador robusto recursivo € projetado a partir de um modelo dindmico
que engloba todos os possiveis modos de operagdo do sistema Markoviano. A lei de controle € obtida pela aplicacdo da técnica
de minimos quadrados regularizados robustos, que combina o método de funcdes penalidade e a solugdo 6tima do problema de
minimos quadrados regularizados com incertezas. Um exemplo numérico ilustra o desempenho da estratégia proposta quando

comparada a abordagens existentes na literatura.

Palavras-chave— Sistemas lineares com atraso variante desconhecido, Sistemas lineares com saltos Markovianos, Minimos

quadrados regularizados robustos, Realimentagdo de estado.

1 Introdugao

Sistemas lineares com atrasos nos estados (SLAESs)
constituem uma classe de sistemas cuja dindmica fu-
tura depende ndo apenas de seu estado atual, mas tam-
bém dos estados passados. O atraso pode advir da pro-
pria natureza do processo, ser consequéncia da a¢do de
controle ou ser introduzido intencionalmente no mo-
delo, e sua presenga pode impactar consideravelmente
a estabilidade e o desempenho do sistema.

Assim, a analise e a sintese de sistemas com atra-
sos tém despertado uma atencdo considerdvel, espe-
cialmente por serem empregados em diversas aplica-
cdes, como sistemas de controle em rede (Qiu et al.,
2015), gerenciamento de estoque (Ignaciuk, 2014) e
modelos de doencgas infecciosas (Wang e Liu, 2015).

As principais abordagens para o projeto de con-
troladores para sistemas com atrasos sao baseadas em
desigualdades lineares matriciais (LMIs, do inglés, Li-
near Matrix Inequalities), como os resultados apresen-
tados por Miranda e Leite (2008), Liu et al. (2010) e
Keqi e Zhi (2015).

No entanto, abordagens recursivas em termos de
equagdes de Riccati também foram propostas. Por
exemplo, Fridman (2014, Chap. 6) propds um regu-
lador linear quadrético para sistemas com atraso cons-
tante, pela aplicacdo do método de elevacdo (em in-
glés, lifting method), o qual consiste em um processo
de aumento do vetor de estados que resulta na trans-
formacdo do sistema com atraso em um sistema au-
mentado livre de atrasos.

Seguindo essa linha, Bortolin et al. (2018) desen-

volveram um regulador linear quadrético robusto para
sistemas lineares incertos com atraso constante. Nesse
caso, a lei de controle € obtida pela aplicacdo de uma
técnica de minimos quadrados regularizados robustos
que permite obter uma solucio em termos de equagdes
de Riccati.

Neste artigo, propde-se uma extensio dos resul-
tados de Fridman (2014) e de Bortolin et al. (2018), a
partir do desenvolvimento de um regulador robusto re-
cursivo para o controle de sistemas lineares com atraso
variante e desconhecido no estado. A estratégia pro-
posta ¢ inspirada na abordagem de Chan e Ozguner
(1995), a qual consiste em representar o sistema com
atrasos como um sistema aumentado com saltos Mar-
kovianos ndo observados.

Dessa forma, a andlise e a sintese de sistemas com
atraso variante séo equivalentes aos resultados obtidos
para os sistemas lineares sujeitos a saltos Markovia-
nos (SLSMs) (Costa et al., 2005). Esta abordagem
vem sendo muito utilizada, principalmente na drea de
sistemas de controle em rede (Mao et al., 2007; Qiu
etal., 2015).

Portanto, o regulador robusto recursivo proposto
¢ deduzido a partir de um SLSM, sob a hipdtese de
que o controlador ndo possui acesso ao estado da ca-
deia de Markov. Para este cenario, a lei de controle
é obtida por métodos de aproximacdo baseados em
condigdes de otimalidade, como o método variacio-
nal (do Val e Basar, 1999), devido as propriedades de
nao-convexidade do problema de otimizacao.

Considerando essas caracteristicas, adotamos
uma nova metodologia para a obtencdo da lei de con-



trole, a qual difere das existentes na literatura por for-
necer uma solucdo cuja recursividade € estabelecida
por meio de equacdes de Riccati apresentadas em um
arranjo matricial.

A metodologia empregada consiste na reformula-
¢do do SLSM como um sistema deterministico deno-
minado sistema aumentado singular (Bortolin, 2017),
o qual engloba todos os possiveis estados da cadeia de
Markov. Em seguida, o controlador é projetado para
este novo sistema pela aplicagdo da técnica de mini-
mos quadrados regularizados robustos, de maneira se-
melhante aquela proposta por Cerri (2009) e Bortolin
et al. (2018).

As sec¢des deste artigo estdo organizadas da se-
guinte maneira: na Secdo 2, o SLAE ¢é transformado
em um SL.SM e o problema de controle para o SLSM
¢ apresentado. Na Secdo 3, o SLSM com cadeia de
Markov ndo observada é reformulado como um sis-
tema aumentado singular e o problema de regulacio
para este novo sistema € definido. Na Sec@o 4, a téc-
nica de minimos quadrados regularizados robustos é
apresentada. Na Secdo 5, o regulador robusto recur-
sivo para SLSM via sistema aumentado singular é de-
duzido. Na Secdo 6, um exemplo numérico ilustra
a estratégia proposta, comparando-a com abordagens
baseadas em LMIs. Na Secdo 7, as conclusdes deste
estudo s@o apresentadas.

Notacoes: R” representa o conjunto de vetores n-
dimensionais, e R™" o conjunto de matrizes reais de
dimensdes m x n. Para uma matriz real P, P = 0 (P > 0)
significa que P é uma matriz simétrica (semi)definida
positiva. O simbolo sobrescrito 7 denota o transposto.
I, é a matriz identidade de dimensdo n x n. A matriz
nula de dimenséo apropriada é denotada por O. E{x}
é o valor esperado de x. A notacgdo |x| € adotada para
a norma euclidiana de x e ||x||p € a norma ponderada
de x, definida por (x7Px)>. A matriz diag(A1, ..., Ay)
representa um bloco matricial diagonal constituido por
{A1, ..., As}. Adota-se, por simplicidade, a notagdo
YTXy =YTX(o).

2 Formulacdo do Problema
Considere o SLAE descrito por

X1 = Ap X +Ad k Xk—a, + Brug, Vk >0

1
Xk = (PO(k)7 ke [_dmaxvo]a )

em que A, Ay € R"™" e By € R™™ sdo matrizes conhe-
cidas, x; € R" é o estado no instante k, x;_g, € R" é 0
estado atrasado em dj, amostras e u;, € R™ € a entrada
de controle. O atraso d; € variante no tempo tal que

0 S dmin S dk S dmax» (2)

com d,yin € day representando os valores minimo e mé-
ximo de dy, respectivamente. Assume-se @y(k) como
condicdo inicial do sistema para k = —dyuax, —dmax +
1,...,0. Observe que, no caso de atraso invariante no
tempo, tem-se dyin = dmax-

Neste artigo, considera-se que o atraso dj € des-
conhecido e comporta-se como uma cadeia de Markov
de tempo discreto, visto que, em muitas aplicagcdes re-
ais, o atraso no instante atual possui relacdo com o
atraso no instante anterior (Nilsson, 1998).

Associado ao SLAE (1), considere o custo de N
estagios Jy(x,u) definido por

N—1
In(eu) =Y (xf Qxx+uf Reug) +x§ Pyxy, (3)
k=0
onde Py = 0, Oy > 0 e Ry > 0 sdo matrizes de pondera-
¢a0 de dimensdes apropriadas.

Uma técnica empregada no estudo de sistemas
com atrasos consiste no aumento do vetor de estados
pela aplicagdo do método de elevacdo (Xia et al., 2007;
Hetel et al., 2008), o qual reescreve o0 SLAE como um
sistema aumentado livre de atrasos, mantendo-se a di-
namica do sistema original. Com base neste método,
o projeto do controlador para o SLAE (1) pode ser re-
duzido ao problema de regulacao de um SLSM (Costa
et al., 2005).

Com este propdsito, considere a cadeia de
Markov 6(k) que assume valores no conjunto
8 ={1,...,s}, sendo s = dyax — diin + 1. As proba-
bilidades de transi¢do, que governam as varia¢des do
atraso dy, sdo representadas em uma matriz denomi-
nada matriz de probabilidades de transi¢do e denotada
por P= [p;;] € R**, para todo i, j € 8, cujas entradas sa-
tisfazem as seguintes condicdes:

Pr{6(k+1) = jl6(k) = i] = pij, Pr(6(0) =] = m;p,
Y 4)

Y pij=1e0<p;<l
=1

Assim, o SLAE (1) pode ser reescrito como o se-
guinte SLSM:

Zk+1 = Fooyk 2k + Gory k vk, Yk =0, &)

com  Fgpyy, € R™™ e Gguyy € R™™,  sendo
ng = (dmax + 1)n,
Xk ®0(0)
X1 @o(—1)
Tk = y 20 1= y Vi = Ug,
Xk d g1 @0(—dmax+1)
Xk—dipar @0 (—dmax)
e, paratodo 6(k) =i €S,
i+dmin—2 Z€T0S
—_——— . B
A O O Agy -0 x
Fi 5 eG:=
Lgpaen ¥ :
Y 0

De forma semelhante, o custo quadrético (3) pode
Ser reescrito como

N—1

InO.zv)=Y (zf Qowyxzk + Vi Rogeyive)+
k=0

25 Py w)NZN,  (6)



com Pyy y = diag(Py,0,...,0), Rggur:= Rk
S Qe(k),k = diag(Qk7 07 EEE) 0)

Deste modo, o sistema com atraso variante e des-
conhecido (1) € equivalente ao SLSM (5) com cadeia
de Markov ndo observada. Portanto, o problema de
projetar um regulador recursivo para o SLAE (1) é
equivalente ao problema de controle para o SLSM (5),
definido por

min E{av(0.07)}

sa. Zk+1 = Foyxzk + Gok) k Vi

(7

com uma lei de controle por realimentacdo de estado
independente do modo de operag¢do dada por

v = Ky zx, Yk >0, €]

onde a matriz K;, € R™" ¢ o ganho a ser determinado.
Na préxima secdo, o SLSM serd reescrito como
um sistema deterministico que engloba todos os pos-
siveis estados da cadeia de Markov, o que permitird a
deducdo de um regulador recursivo para 0 mesmo.

3 Sistema Aumentado Singular

Nesta se¢@o, o SLSM (5) serd reformulado como um
sistema independente da cadeia de Markov, por meio
da aplicacdo da funcdo indicadora le, para um con-
junto €, definida por

le(w) = {

Note que Igp—p(@w) =1 se O(k) =i e
I g ()i (@) = 0 em caso contrério, para todo i € 3.

O SLSM (5) pode ser reescrito em termos da fun-
¢do indicadora da seguinte forma:

1, se we C,
0, caso contrério.

€))

N

Y Wogo—iy k1 =), <E,kﬂ{9(k):i}> %+
i=1 i

g(Gi,k“{e(k):i}> v (10)

Pré- e p6s- multiplicando (10) pelas probabilida-
des de transicdo p;;, segue que

<Zpijﬂ{9(k)—i}) Zpt1 = <2Pij]1{9(k)—i} Fi,k) 7%+
i=1 i=1

(Z Pijllig ()=} Gi.k) vi, Vi€8. (11
=1

Observe que a fungdo indicadora llig;)—;; pode
ser considerada como um pardmetro incerto, visto que
ndo ha informacdes disponiveis sobre o estado da ca-
deia de Markov 6(k). Assim, a partir da forma ma-
tricial do sistema de equagdes dado por (11), define-
se um sistema dindmico sujeito a incertezas paramé-
tricas denominado sistema aumentado singular (SAS)
(Bortolin, 2017), o qual é representado por

OE;Zir1 = OMy zi + 0Ny vy, (12)

com as matrizes de incertezas modeladas da seguinte
forma:

[6Ex My ONi| = H ATy [Eg, En, En,]. (13)
sendo
Ly .o O Ly ... 0 ..., ... O
H=1 s s
O ...lyy O ...y, ... O ... I,

Sgk = [plllnd plslnd psllnd psslnl’]’
Ene, = [PllFlT,k o DU e Pt F p”FSH’
8_:{\@ = [P11G1T,k PlsGlT,k pﬂGsT,k PmGsT,k]’

A‘J’,k:diag (A‘.TA,II7"'7A'.T,ls7'"7A'.T.S|7"'7A‘.T.SS)7

com A‘J‘,ij = diag (]l{e(k):i} Ind) .

Similarmente, o custo quadritico (6) também
pode ser reescrito em termos da fungo indicadora, re-
sultando em

V(zv) =25 Pnan +
N—1
Y [z,f(&ik U 80.4) 2k + Vi (8 x Ric S )vic|,  (14)
k=0
onde Qk = diag(Qlﬁk, cey Qs’k), ﬂ%k = diag(RLkv . 7Rs,k) €
Py € R Os pardmetros incertos O x € g g s30
modelados por

O =Hp A Ex e Sgix =Hag Agy g, (15)
com

:HIR = Ly, 83% = I, j—CQ = Isnda 89 :Indv
T
Axx = Mrowy=11dm - - No@y=sym]

T

e Aox = [How=1lns - Yow=syna]" -

Portanto, o problema (7) pode ser reescrito como
o seguinte problema de otimizacgdo equivalente:

min max V(z,v)
Zk+1,Vk O (16)

s.a. O0E;ziy1 = OMyzx + ONy vy,

com &g = {3q 4,0 kO Ex,0 My, 6N }. A seguir, uma es-
tratégia para a obtencdo da sequéncia tima (z;_;,v;)
serd apresentada.

4 Minimos Quadrados Regularizados Robustos

Esta secdo apresenta uma abordagem para a solugdo de
problemas de otimizacdo sujeitos a incertezas nos da-
dos. A solugdo proposta combina o método de fungdes
penalidade (Bazaraa et al., 2006) ao problema de mi-
nimos quadrados regularizados com incertezas (Sayed
e Nascimento, 1999).

Considere o seguinte problema de otimizagao res-

trita:

min _ max _ F(z)
. 8M.5w,5N,8y (17)

s.a (N+6N)z=y+ 8y,



onde F(z) = ||z|[5 + [| (M + M)z — (w+ 8w)|[y;, com M €
R e N € R’ matrizes conhecidas, w e R" ¢ y € R/
vetores de medidas, z € R® um vetor desconhecido,
U - 0 e V > 0 matrizes de ponderacdo e as incertezas
{6M,dw,ON, 6y} modeladas por

[6M 5W] =L\ [EM Ew]7
(18)
[6N 8y] = L\, [En Eyl,

sendo {L;,L,} matrizes ndo-nulas, {A,A,;} matrizes
de contracdo arbitrarias € {Ey;, Ew, Ey, E,} matrizes co-
nhecidas.

O problema de otimizagdo restrito (17) pode ser
aproximado por uma sequéncia de problemas irrestri-
tos, de acordo com o método de funcdes penalidade.
Através desse método, o conjunto de restrigdes € inse-
rido na fungdo objetivo, por meio de um pardmetro de
penalidade u > 0, de forma a penalizar qualquer vio-
lacdo das restricdes. Assim, para cada u > 0, tem-se o
seguinte problema de otimizagao irrestrito:

. 2 2
min max J(xu) = |lxu | +[|(4+84)xu = (b+3b) [y, .

X
com [8A 8b| =HA [E4 Ep), (19)

sendo

W=z 0=U, A= mﬁA: [‘;ﬂb: m

. ow |V o L O
ab*[éy]’W“*{O ;u,}’H*{O Lz}’
(A0 _ [Em _ [Ew
A_[O Az}’EA_{EN} eEb_{Ey]'

O procedimento para resolver (17) consiste em
obter iterativamente as solugdes 6timas xj; para (19),
tais que a sequéncia {u;} tenda ao infinito. Assim, a
sequéncia de solugdes {xj,} converge para a solucdo
otima de (17).

A solugdo 6tima x;; do problema de otimizagdo
(19) foi apresentada por Sayed e Nascimento (1999) e
reescrita em termos de uma arranjo matricial por Cerri
e Terra (2017). Neste artigo, considera-se o caso ge-
ral do funcional apresentado por Cerri e Terra (2017),
assumindo-se que todos os termos relacionados a va-
ridvel z estdo sujeitos a incertezas.

O Lema 1 apresenta a solug@o 6tima para os pro-
blemas (17) e (19).

Lema 1 (Bortolin, 2017) Considere os problemas de
I

otimizagdo (17) e (19). Suponha que a matriz [ f‘ } é
A

posto coluna pleno. Entdo,

(i) para cada u> 0, a solugdo otima %, e o valor
minimo J (%) referentes ao problema irrestrito (19)
sdo dados por

o00l"lo' o o 1] '[o
{XE}ZOZ) 0 Wy'(dw) 0 A b
JED] 0B | 0o 0 AME  |E|

Is O L, AT El o 0

onde
Wy ) = diag (V" 2y aid 1= 2 L5
e Ay = (1+a) ||diag(LTVLy, uL5 L,)||
para algum o, > 0;

N

(ii) quando a matriz |:§M:| tem posto linha pleno,
N

a solugcdo dtima z* = limy_, | )%Z e o valor minimo

F(z%) = limy e J(£};) referentes ao problema restrito
(17) sdo dados por

T

00 uUlo oo oI 18]
Ow ov'io o owMm w
] |0y O 0 O 0 ON y
{F(z*)]_ OE, O O O O OEy E,
OE, O O O O O Ey Ey
I O I, M' NTEJE], O 0

5 Regulador Robusto Recursivo

A solugdo para o problema (16) pode ser obtida com
base na técnica de programacgdo dinamica (Bertsekas,
1995) e na aplicacdo do método de funcdes penali-
dade. Dessa forma, esse problema pode ser expresso
pelos seguintes problemas de otimizagao irrestrita:

min max < Jyu0 (Z],VO) -+ min max § Ju,1 (zg,v1)+
IR ) 2V 8y '

...+ min max {3u’t,1(zt,vt,1) +... 4+
UVi—1 Oy

IN+1YN O N

min max {Jun(zv+1.0v) } }}}7 (2D

sendo &g = {80 k,0% k,OEr,6 My, 6N}, O custo por
estdgio J, x € obtido pela aplicagdo do método de fun-
¢oes penalidade ao problema (16) para cada passo
k >0, resultando em

Juwe (rs1:vk) = Zs Prs1 21 + (22)

0 Sxx 0 g
0] 0] |:Zk+1:| _ —697/( Zk Mu,k('),
SE, —8N, | LYk SM,

com My ; = diag(Ry,Q,uly,) € p >0 fixo. Assim, a
solugdo para (21) pode ser obtida iterativamente pela
otimizagdo do funcional (22) a cada passo k, ou seja,
resolvendo-se o seguinte problema:

min max Jy x(2er1,ve)- 23
Zk+1:Vk 59'.]( d”1k< kol k) ( )

A cada passo k, a solucdo de (23) pode ser ob-
tida através da abordagem de minimos quadrados re-
gularizados robustos (Secdo 4), a partir das seguintes
identificagdes entre (19) e (22):

Zk+1
Qgiplﬁklv Wli eM,Lth Xu% |: Vi :|7



00 0 Sy 0
A« 00|, 84« | 0 0|, b |0|z,
00 SE;, —8N; 0

0 0 &g 0]
Ob + —69’/{ 2y Ea < | O O |, Ep+ —SQ s

OMy € —En Envy

H + diag (Hx,Hq,H) e A< diag (Ag .00 kA7 k).

O Lema 2 apresenta a solugdo 6tima para (23),
por meio da aplica¢do do Lema 1.

Lema 2 Considere o problema de otimizagdo (23),
com A > 0 fixado. A solugdo dtima (2} , . ,.v; ) para
cada k > 0 é dada por

T

Z;L,kﬂ I, O O Lok
Vik | =10 In O Kok | 2k
3371{ 0O 0O Tk (Pl,k

onde a malha fechada L ;, o ganho de realimenta-
¢do Ky i e a solugdo da equagdo de Riccati Py, i sdo
obtidos a partir de (20).

O Algoritmo 1 apresenta o procedimento para a
obtengdo da solug@o {x;_,,uy }f(vz’ol parao SLAE (1) via
SLSM e SAS.

Algoritmo 1: Regulador Robusto Recursivo para
SLAE via SLSM e SAS

SLSM: Determine os parametros do SLSM: Fy 4,
G@(k),k € 20-

SAS: Defina os pardmetros do SAS: K, Eg,, Ex,»
8Nk’ %Qa EQs %R € ER

Regulador Robusto Recursivo:

Passo 1: Defina 1, NePy>=0.

Passo 2: Calcule paracadak=N—1,...,0:
Ll,k? Kl,k € fPl.,k via (20)
SLAE: Obtenha para cada k=0,...,N—1:

X1 = AgXg +Agk Xe—a, + Brvk

com vy = :Kk,kzk-

6 Exemplo Numérico

Considere o SLAE (1) com as seguintes matrizes de
parametros:

0905 08 07 . [3
A"_{o,s 1,0] Adk [08 05] B"_M’szo’

e a condigdo inicial ¢y (k) = [1 —1] T para todo k < 0.
Com relagdo ao custo de N estdgios (3), adotam-
se as seguintes matrizes:

Pv=0r=DbL e Ry=1,Vk>0.

Para avaliar o desempenho do regulador robusto
recursivo, serd apresentada uma comparacgio entre o
Algoritmo 1 e duas abordagens baseadas em LMIs,
propostas por Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun et al.
(2009, Thm. 2).

Todas as rotinas foram implementadas no soft-
ware MATLAB®, versdo 9.0.0.341360 (R2016a), em
um computador com processador Intel® Core™ i7-
3770 com frequéncia de 3,40 GHz, meméria RAM de
8,0 GB e sistema operacional Windows® 10 Home.

As LMIs foram implementadas na plataforma
Yalmip (Lofberg, 2004), com o solver SeDuMi
(Sturm, 1999). Consideramos os seguintes valores
para os parametros da abordagem de Sun et al. (2009,
Thm. 2):

Ao=M=13, L=12 ic2]7),
&=02,86=03,8=01, 2T eu=12

Para o Algoritmo 1, assume-se
=15, Py =diag(h,0,...,0) e
1
pij = —, Vi,j € 8,sendo s = dyax — dpmin + 1.
s

O comportamento dindmico do SLAE foi avali-
ado por uma simulagdo de Monte Carlo com um total
de 1000 possiveis realizagdes da cadeia de Markov.
Em cada realizag@o, considerou-se o horizonte 1000 e
o atraso dj, foi selecionado de acordo com a matriz de
probabilidades de transicao conforme o algoritmo de
Hiaggstrom (2002, Chap. 3). As trajetdrias resultantes
serdo comparadas pela média das normas euclidianas,
definida por

E 1 1000 0
{Ibult} ~ 75 X 1”11 v =0,

0
Lok 00 0 I, 0] |
K| =10 0 0 o0 I |0
Pk o o M 0 o] |,
0

com B[00 eL]", My [0 —&h €], Ny

L, 0 I, o] 'fo
~Piis1 O O O 0
0 T B N M, (20)
0 El o o 0
o -N'o o )
(R 0 €5,)", £ A" diag (I Tugs 1) © 2> 0.



em que ||x,(f)|| ¢ a norma do estado regulado obtida

na realizacdo ¢. O desempenho de cada método sera
avaliado de acordo com o valor maximo do atraso
dinax € [1, 7], sendo o valor minimo d;;, = 0 fixo.

A Figura 1 apresenta o comportamento da média
das normas euclidianas dos estados do SLAE obtida
por cada método, assumindo-se d,,,, = 1. Observe que
todas as médias convergem para zero, sendo que o re-
gulador robusto recursivo apresenta um desempenho
mais suave em relag@o as abordagens via LMIs.

apresentado na Figura 3. Observe que, para cada mé-
todo, o custo Jy converge conforme o valor de N au-
menta. As abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e
Sun et al. (2009, Thm. 2) obtiveram os custos 6timos
J;E.IOOO ~21,37e J§,1000 ~ 15,40, respectivamente, en-
quanto o valor obtido pelo regulador robusto recursivo
foi ]13,1000 ~ 13,78.

1,5 T T T T
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--------- Xia et al. (2007, Cor. 4)
1 e = = = Sun et al. (2009, Thm. 2) L]
=
—
= 05 .
0 T e i -
20 40 60 80 100
k

Figura 1: Comparacido das médias dos estados regu-
lados para djq = 1.

Os ganhos de realimentagdo X% |09, Kx € K§ ob-
tidos, para dyqc = 1, pelo regulador robusto recursivo
e pelas abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun
et al. (2009, Thm. 2), respectivamente, sdo dados por

K 1000 = [~0.3754 —0,2659 —0,1233 —0,0380] ,
K3 = [-0,3394 —0,1753] e
K& = [~0,4553 —0,2409] .

A média das normas euclidianas dos estados regu-
lados obtida por cada método para dy,,qx = 7 € ilustrada
na Figura 2. Note que o aumento no valor de d,,,x re-
fletiu no desempenho de todos os métodos, porém to-
dos ainda convergem para zero, e o regulador robusto
recursivo continua a apresentar um desempenho mais
suave que as abordagens via LMIs.

1,5 T T T T T
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--------- Xia et al. (2007, Cor. 4)
= = = Sun et al. (2009, Thm. 2) L]

E{ llxel| }

1 L
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k

Figura 2: Comparacdo das médias dos estados regu-
lados para dpqr = 7.

O comportamento da média do custo de N estd-
gios Jy (3) obtida por cada método para dyax = 7 €

40 T I -
Regulador Robusto Recursivo
ol | Xia et al. (2007, Cor. 4) ||
= = = Sunetal. (2009, Thm. 2)
=
Z | i s, -
~20 -
2 I s e
10 1
0 | |
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N

Figura 3: Comparacido das médias dos custos de N
estagios Jy para dyqx = 7.

Na Figura 4 sdo ilustradas as médias dos custos
totais 6timos J{, obtidos por cada método, conforme
o valor de d,.. Note que a abordagem de Xia et al.
(2007, Cor. 4) obtém os maiores valores, ao passo que
o regulador robusto recursivo e o método de Sun et al.
(2009, Thm. 2) obté€m valores préximos.

45 T : : T :
Regulador Robusto Recursivo
35 [ Xia et al. (2007, Cor. 4)

= = = Sun et al. (2009, Thm. 2)

25 |- 1

]E{Jfooo}

Figura 4: Comparagdo das médias dos custos totais
6timos J7 g em fungio de dyqy.

Na Figura 5 sdo apresentadas as médias, relativas
a 100 experimentos, dos tempos de CPU despendidos
por cada método para determinar o valor do ganho de
realimentacdo. Considera-se o tempo necessario para
a resolucdo das LMIs de cada abordagem e o tempo
para o regulador robusto recursivo determinar o ganho
otimo IK}‘L N sendo N, o horizonte que satisfaz a con-
dicao ||P n, 11 — P2l <0,001.

Como a dimensdo do sistema aumentado cresce
com o aumento de d,;4x, 0 tempo de CPU despendido
também cresce. No entanto, o regulador robusto recur-
sivo se destaca em relagdo as abordagens via LMIs,
por despender o menor tempo para todos os valo-
res atribuidos a d,,,,. Em particular, para dy,q = 7,
as abordagens de Xia et al. (2007, Cor. 4) e Sun
et al. (2009, Thm. 2) apresentaram os tempos de CPU



Tx ~ 3,97s e Tg ~ 11,08s, respectivamente, enquanto
o tempo do regulador robusto recursivo foi Tg = 0,61s.
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Figura 5: Comparacdo das médias dos tempos de
CPU em fungdo de d;;qy.

Para ilustrar a influéncia das probabilidades de
transi¢do no desempenho do regulador robusto recur-
sivo, realizamos a simula¢do de Monte Carlo consi-
derando trés matrizes de probabilidades de transicao,
dadas por:

1@1{0’5 o,s] P2[0,95 0,05}

0,5 0,5 0,20 0,80
s [0,05 095
e "= {0,80 0,20] -

A Figura 6 ilustra as médias das normas euclidi-
anas dos estados regulados obtidas pelo regulador ro-
busto recursivo para cada matriz de probabilidades de
transi¢do, com d,,, = 1. Note que a dindmica do sis-
tema depende dos valores atribuidos as probabilidades
de transicao.

1,5 T T

E{ |l }

Figura 6: Médias dos estados regulados obtidas pelo
Regulador Robusto Recursivo para dyqx = 1.

7 Conclusoes

Neste artigo, uma solu¢@o recursiva para o problema
de regulacdo de sistemas lineares de tempo discreto
com atraso variante e desconhecido no estado foi pro-
posta. O regulador robusto recursivo projetado é ba-
seado em equagdes de Riccati dadas por um arranjo
matricial.

Para avaliar o desempenho do regulador proposto,
foi apresentada uma comparagdo com duas aborda-
gens existentes na literatura, as quais sd@o dadas em
termos de LMIs. Os resultados mostraram que o regu-
lador robusto recursivo é capaz de obter respostas com
convergéncia mais suave e custos 6timos menores ou
equivalentes aos das outras abordagens.

Além disso, os resultados sugerem que o regula-
dor robusto recursivo é conveniente para 0s casos em
que o valor maximo do atraso d,,,, € relativamente
grande, visto que o tempo de CPU despendido é o me-
nor entre os trés métodos analisados. Na sequéncia
deste trabalho, os resultados serdo estendidos a siste-
mas com atrasos sujeitos a incertezas paramétricas.
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