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Abstract— In this paper, we propose a new generalization for the design of the multivariable Super-Twisting
algorithm. This method circumvents the rather restrictive hypotheses of symmetry or the total knowledge of the
input matrix of the system previously reported in the literature. By means of a Lyapunov approach we show that
the proposed controller is able to assure global properties of stability and convergence in finite time. Simulation
results illustrate the effectiveness of the proposed technique considering a practical application.
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Resumo— Neste artigo, é proposta uma nova generalização para o projeto do algoritmo Super-Twisting mul-
tivariável. Este método contorna as hipóteses bastante restritivas de simetria ou do total conhecimento da matriz
de entrada do sistema consideradas previamente na literatura. Por meio de uma abordagem de Lyapunov mostra-
se que o controlador proposto é capaz de assegurar propriedades globais de estabilidade e convergência em tempo
finito. Resultados de simulação ilustram a efetividade da técnica proposta considerando uma aplicação prática.

Palavras-chave— Algoritmo Super-Twisting, modos deslizantes de ordem superior, controle multivariável,
sistemas incertos..

1 Introdução

O controle por modos deslizantes (Sliding Mode
Control - SMC), é uma técnica de controle não-
linear robusto muito eficiente para lidar com sis-
temas incertos(Utkin, 1992; Edwards and Spur-
geon, 1998). Entretanto, a natureza descont́ınua
da lei de controle resulta em um indesejável efeito
de chattering, que consiste em oscilações de alta
frequência das variáveis do sistema. Essas osci-
lações podem reduzir a acurácia do controlador,
provocar desgaste das partes mecânicas móveis,
dentre outras dificuldades práticas.(Utkin, 1992).

O conceito do controle por modos deslizantes
de ordem superior(Levant, 1993) foi desenvolvido
com base nessa motivação de eliminar o problema
do chattering. Esse novo conceito difere de outras
estratégias propostas anteriormente na literatura
por ser capaz de preservar as principais vantagens
de robustez e de acurácia do controle por modos
deslizantes convencional.

O algoritmo Super-Twisting (Super-Twisting
Algorithm - STA)(Levant, 1993) vem despertando
um grande interesse por ser o único controlador
baseado em modos deslizantes de ordem superior
que não necessita de nenhuma informação sobre a
derivada da variável de deslizamento para ser im-
plementado (Levant, 2003). Além disso, essa algo-
ritmo é capaz de assegurar convergência em tempo
finito por meio de um sinal de controle cont́ınuo,
sendo assim menos propenso ao chattering.

Inicialmente a análise de estabilidade e con-
vergência do STA baseou-se em métodos geomé-
tricos (Levant, 1993), ou na teoria de sistemas
homogêneos(Levant, 2005). Recentemente, Mo-
reno e Osório introduziram uma nova abordagem
baseada em uma função de Lyapunov (Moreno

and Osorio, 2008; Moreno and Osorio, 2012) que
deu um novo impulso, possibilitando novos de-
senvolvimentos e a ampliação da abrangência da
aplicabilidade do algoritmo (Moreno and Oso-
rio, 2008; Shtessel et al., 2010; Gonzalez et al.,
2012; Shtessel et al., 2012). No entanto, os traba-
lhos ficaram restritos a sistemas monovariáveis.

Considerando uma abordagem desacoplada,
os algoritmos desenvolvidos para o caso monova-
riável podem ser aplicados para o caso multivariá-
vel, decompondo o sistema em malhas escalares
apropriadas. No entanto, essa abordagem pode
não ser bem sucedida se o sistema for muito aco-
plado. Para resolver esse problema, foi proposta
em (Nagesh and Edwards, 2014) uma extensão
multivariável para o STA baseada em controle ve-
torial unitário. No entanto, o resultado obtido
necessita do conhecimento exato da matriz de en-
trada do sistema.

Tentando contornar essa restrição, um novo
projeto para o STA multivariável foi proposto em
(Vidal et al., 2016) considerando matrizes de en-
trada Kp simétricas e positivas definidas incertas.
Nesse contexto, mostrou-se que apenas o conheci-
mento de limitantes inferior e superior dos autova-
lores da matriz Kp é necessário para implementar
a lei de controle.

Nesse artigo, o resultado obtido em (Vidal
et al., 2016) é generalizado, relaxando-se a hipó-
tese de que a matriz de entrada Kp do sistema
seja simétrica e positiva definida. Para obter um
resultado mais geral, assume-se o conhecimento
de uma matriz simetrizante Sp. Mas, tendo em
vista a fragilidade da condição de simetria, es-
pecialmente num cenário incerto, considera-se o
conhecimento de uma matriz simetrizante para
um valor nominal da matriz Kp. Dessa forma,



admite-se que a matriz KpSp seja predominante-
mente simétrica e positiva definida com uma pe-
quena parte antissimétrica. Usando uma aborda-
gem de Lyapunov, mostra-se que o projeto do STA
multivariável pode ser feito utilizando apenas o co-
nhecimento dos limitantes inferior e superior dos
autovalores da parte simétrica da matriz KpSp e
do limitante superior da norma da parte antis-
simétrica de KpSp. A viabilidade da estratégia
proposta é ilustrada considerando o problema de
estabilização do movimento de um satélite.

2 Definição do Problema

Considere o sistema MIMO incerto descrito por:

σ̇ = Kp[u+ γ(σ, t)] + f(t), (1)

sendo que σ ∈ Rm é o vetor de estados, u ∈ Rm é a
entrada do sistema, Kp ∈ Rm×m é a matriz de en-
trada considerada incerta, γ : Rm → R representa
incertezas e pertubações, e f ∈ Rm é uma incer-
teza absolutamente continua e variante no tempo.
As seguintes hipóteses são consideradas:

(A1) Existe uma matriz Sp conhecida tal que

KpSp = Kps + µKpa = Kp ,

onde Kps = KT
ps > 0, Kpa é antissimétrica, e

µ > 0 é um parâmetro com valor baixo.

(A2) A matriz de entrada Kp é incerta, porém são
conhecidos os limitantes superior (λM ) e in-
ferior (λm), do maior e menor autovalor de
Kps, e um limitante superior µ da norma de
µKpa.

(A3) As perturbações e incertezas satisfazem as se-
guintes desigualdades:

‖γ(t, σ)‖ ≤ δ1‖σ‖ , ‖φ(t)‖ ≤ δ2,

onde φ(t) = K−1p
df(t)
dt e δ1, δ2 ≥ 0.

Note que a matriz Sp não é única, e esta apenas
deve satisfazer a hipótese A1. Posteriormente é
apresentado um exemplo onde a matriz Sp é, por
conveniência, considerada como inversa de uma
matriz de entrada. De modo geral, outros méto-
dos poderiam ser utilizados para encontrar uma
matriz Sp. Além disso, de acordo com a Hipó-
tese (A3), a função f(t) possui derivada unifor-
memente limitada e γ(t, 0) = 0.

O objetivo é determinar uma lei de controle
u(t) para que o estado σ(t) convirja para zero em
um tempo finito.

3 MIMO STA

Com o intuito de atingir esse objetivo, considera-
se a extensão multivariável para o STA, proposta
em (Nagesh and Edwards, 2014), dada por:

u = −k1
σ

‖σ‖
1
2

− k2σ + ξ,

ξ̇ = −k3
σ

‖σ‖
− k4σ.

(2)

A principal vantagem dessa extensão, em re-
lação ao super twisting convencional, é a maior
robustez e aplicabilidade em diferentes classes de
sistemas incertos, por lidar com incertezas não de-
sacopláveis e pertubações dependentes dos esta-
dos. Em (Nagesh and Edwards, 2014), a matriz
de entrada é cancelada por meio da utilização da
sua inversa de modo que a dinâmica do sistema em
malha fechada fica completamente independente
da matriz Kp.

Considerando o algoritmo apresentado em (2),
a dinâmica do sistema em malha fechada pode ser
escrita como:

σ̇ = Kp

[
− k1

σ

‖σ‖
1
2

− k2σ + z

]
+Kpγ(σ, t),

ż =

[
− k3

σ

‖σ‖
− k4σ

]
+ φ(σ, t),

(3)

sendo a variável auxiliar z = ξ+K
−1
p f(t) e a fun-

ção φ = d
dt

[
K
−1
p f(t)

]
. Note que, como a matriz

de entrada é incerta, e portanto não exatamente
conhecida, o controlador não é capaz de cancelá-
la. Além disso, o sistema (3) possui equações di-
ferenciais com lado direito descont́ınuo. Como as
teorias convencionais de existência e unicidade de
soluções não podem ser aplicadas para esse caso,
a definição de Filippov para a solução de equa-
ções diferenciais com lado direito descontiuo é as-
sumida (Filippov, 1964).

O resultado principal é dado pelo teorema a
seguir.

Teorema 1 Considere a planta (1) com a lei de
controle dada por (2) e suponha que as hipóteses
(A1)-(A3) sejam satisfeitas. Se os ganhos k1, k2,
k3, e k4 forem escolhidos de acordo com (4) e (5),
então o sistema em malha fechada descrito por
(3) é globalmente estável e a superf́ıcie de desli-
zamento σ̇ = σ = 0 é alcançada em tempo finito
para quaisquer condições iniciais [σT0 , z

T
0 ]
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√
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(5)

Prova: Considere a função candidata de Lyapu-
nov

V (σ, z) =

(
2k3 +

k21
2
λM

)
‖σ‖+

(
k4 +

k22
2
λM

)
σTσ

+ zT (Kps)z + k1k2λM
σTσ

‖σ‖
1
2

− k2σT (Kps)z

− k1
zT (Kps)σ

‖σ‖
1
2

.

(6)

Note que no caso em que Kp é a matriz
identidade e λm = λM = 1, a função candi-
data (6) é equivalente à proposta em (Nagesh and
Edwards, 2014). Além disso, se a matriz Kp for
simétrica, Sp = I e Kps = Kp. Nesse caso, a
função candidata (6) seria equivalente à proposta
em (Vidal et al., 2016). Dessa forma, pode-se di-
zer que a função proposta nesse trabalho é de fato
uma generalização das funções propostas anteri-
ormente na literatura.

Pela equação(6) observa-se que V (σ, z) é po-
sitiva definida e radialmente não limitada pois:

V ≥ 2k3‖σ‖+ k4σ
Tσ +

1

2
zTKpsz +

1

2
ζTKpsζ,

onde: ζ =
[
k1

σT

‖σ‖
1
2

k2σ
T −zT

]T
. Além

disso, a função é continua em todo ponto, e di-
ferenciável em todo ponto exceto no subespaço
S = {(σ, z) ∈ R2m|σ = 0}.

Derivando (6) ao longo das soluções do sis-
tema, tem-se

V̇ =

(
2k3 +

k21
2
λM

)
σT σ̇

‖σ‖
+ (2k4 + k22λM )σT σ̇

+ 2zTKpsż +
3

2

k1k2λMσ
T σ̇

‖σ‖ 1
2

− k2(zTKpsσ̇ + σTKpsż)

− k1
[
żTKpsσ + zTKpsσ̇

]
‖σ‖ 1

2

+
k1
2

(zTKpsσ)(σT σ̇)

‖σ‖ 5
2

.

(7)

Pela dinâmica de malha fechada, (3), os ter-
mos σ̇ e ż podem ser expandidos, resultando em:

V̇ =
(

2k3
σT

‖σ‖ +
k21
2 λM

σT

‖σ‖

)[
− k1 Kpσ

‖σ‖
1
2
− k2Kpσ

+Kpz +Kpγ
]
+(2k4σ

T + k22λMσ
T )[

−k1 Kpσ

‖σ‖
1
2
−k2Kpσ+Kpz +Kpγ

]
+ 2zTKps[

− k3 σ
‖σ‖ − k4σ + φ

]
+ 3

2
k1k2λMσT

‖σ‖
1
2[

− k1 Kpσ

‖σ‖
1
2
− k2Kpσ +Kpz +Kpγ

]
− k2zTKps

[
−k1 Kpσ

‖σ‖
1
2
−k2Kpσ+Kpz +Kpγ

]
− k2σTKps

[
− k3 σ

‖σ‖ − k4σ + φ
]

−k1
[
− k3 σ

‖σ‖ − k4σ + φ
]T
Kpsσ

‖σ‖ 1
2

−k1zTKps

[
−k1 Kpσ

‖σ‖
1
2
−k2Kpσ+Kpz +Kpγ

]
‖σ‖ 1

2

+ k1
2

(zTKpsσ)

‖σ‖
5
2

[
− k1 σ

TKpσ

‖σ‖
1
2
− k2σTKpσ

+ σTKpz + σTKpγ
]
.

(8)

Simplificando os termos semelhantes em (8),



e notando que Kp = Kps + µKpa obtêm-se

V̇ =−k1
(
k3+

k21λM

2

)
σTKpsσ

‖σ‖
3
2
−k2

(
k3+

k21λM

2

)
σTKpsσ
‖σ‖

+
2k3σ

TµKpaz
‖σ‖ +

k21λM

2
σT(Kps+µKpa)z

‖σ‖ − k1k
2
2λMσTKpsσ

‖σ‖
1
2

− k1k4σ
TKpsσ

‖σ‖
1
2

− k32λMσTKpsσ − k2k4σTKpsσ

+ k22λMσ
T (Kps + µKpa)z + 2k4σ

T (µKpa)z

− 3k21k2λM

2
σTKpsσ
‖σ‖ − 3k1k

2
2λM

2
σTKpsσ

‖σ‖
1
2

+ 3k1k2λM

2
σT(Kps+µKpa)z

‖σ‖
1
2

+
k1k2z

TKps(Kps+µKpa)σ

‖σ‖
1
2

+k22z
TKps(Kps+µKpa)σ−k2zTKps(Kps+µKpa)z

+
k21z

TKps(Kps+µKpa)σ
‖σ‖ +

k1k2z
TKps(Kps+µKpa)σ

‖σ‖
1
2

− k1z
TKps(Kps+µKpa)z

‖σ‖
1
2

− k21
2

(zTKpsσ)(σ
TKpsσ)

‖σ‖3

− k1k2
2

(zTKpsσ)(σ
TKpsσ)

‖σ‖
5
2

+ k1
2
(zTKpsσ)[σ

T(Kps+µKpa)z]

‖σ‖
5
2

+
(

2k3 +
k21
2 λM

)
σT (Kps+µKpa)γ

‖σ‖ + 2zTKpsφ(t)

+ (2k4 + k22λM )σT(Kps+µKpa)γ−k2σTKpsφ(t)

+ 3k1k2λM

2
σT (Kps+µKpa)γ

‖σ‖
1
2

− k1σ
TKpsφ

‖σ‖ 1
2

− k1z
TKps(Kps+µKpa)γ

‖σ‖
1
2

−k2zTKps(Kps+µKpa)γ

+
k1
2

(zTKpsσ)[σT (Kps + µKpa)γ]

‖σ‖ 5
2

.

Note que é posśıvel separar os termos depen-
dentes de Kps, e não dependentes de µKpa, dos
termos dependentes de µKpa, i.e.,

V̇ = V̇s + V̇a,

V̇s=−k1
(
k3+

k21λM

2

)
σTKpsσ

‖σ‖
3
2
−k2

(
k3+

k21λM

2

)
σTKpsσ
‖σ‖
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σTKpsz
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k1k
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2
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1
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1
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psσ

−k2zTK2
psz +

k21z
TK2

psσ
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k1k2z

TK2
psσ

‖σ‖
1
2

− k1z
TK2

psz

‖σ‖
1
2
− k21

2
(zTKpsσ)(σ

TKpsσ)
‖σ‖3

− k1k2
2

(zTKpsσ)(σ
TKpsσ)

‖σ‖
5
2

+ k1
2
(zTKpsσ)(σ

TKpsz)

‖σ‖
5
2

+
(

2k3 +
k21
2 λM

)
σTKpsγ
‖σ‖ + 2zTKpsφ(t)

+ (2k4 + k22λM )σTKpsγ−k2σTKpsφ(t)

+ 3k1k2λM

2
σTKpsγ

‖σ‖
1
2
− k1σ

TKpsφ

‖σ‖ 1
2

− k1z
TK2

psγ

‖σ‖
1
2
−k2zTK2

psγ+ k1
2

(zTKpsσ)(σ
TKpsγ)

‖σ‖
5
2

,

V̇a =

(
2k3 +

k21
2
λM

)(
σTµKpaz

‖σ‖
+
σTµKpaγ

‖σ‖

)
+ (2k4 + k22λM )

(
σTµKpaz + σTµKpaγ

)
+

(
3k1k2λM

2

)(
σTµKpaz

‖σ‖ 1
2

+
σTµKpaγ

‖σ‖ 1
2

)
+ k1k2

zT (KpsµKpa)σ

‖σ‖ 1
2

+ k22z
T (KpsµKpa)σ

− k2zT (KpsµKpa)z − k2zT (KpsµKpa)γ

+
k21z

T (KpsµKpa)σ

‖σ‖
+
k1k2z

T (KpsµKpa)σ

‖σ‖ 1
2

− k1z
T (KpsµKpa)z

‖σ‖ 1
2

− k1z
T (KpsµKpa)γ

‖σ‖ 1
2

+
k1
2

(zTKpsσ)

‖σ‖
5
2

(
σTµKpaz + σTµKpaγ

)
.

Considerando os limitantes superiores para as
perturbações, ‖γ(t, σ)‖ ≤ δ1‖σ‖ e ‖φ(t)‖ ≤ δ2,
propostos na hipótese (A3), a função V̇a pode ser
majorada por

V̇a ≤
(

2k3 +
k21
2
λM

)[
µ‖σ‖‖z‖
‖σ‖

+
µδ1‖σ‖2

‖σ‖

]
+ (2k4 + k22λM )

[
µ‖σ‖‖z‖+ µδ1‖σ‖2

]
+

(
3

2
k1k2λM

)[
µ‖σ‖‖z‖
‖σ‖ 1

2

+
µδ1‖σ‖2

‖σ‖ 1
2

]
+ k1k2λMµ

‖z‖‖σ‖
‖σ‖ 1

2

+ k22λMµ‖z‖‖σ‖

+ k2λMµ‖z‖2 + k2λMµδ1‖z‖‖σ‖

+
k21λMµ‖z‖‖σ‖

‖σ‖
+
k1k2λMµ‖z‖‖σ‖

‖σ‖ 1
2

+
k1λMµ‖z‖2

‖σ‖ 1
2

+
k1λMµδ1‖z‖‖σ‖

‖σ‖ 1
2

+
k1λMµ‖z‖2‖σ‖2

2‖σ‖ 5
2

+
k1λMµδ1‖z‖‖σ‖3

2‖σ‖ 5
2

.

(9)

O majorante para a função V̇s pode ser ob-
tido seguindo os mesmos passos apresentados em
(Vidal et al., 2016). Para que o artigo fique
autocontido esse desenvolvimento é apresentado
a seguir. Considerando a Proposição 1 (ver o
Apêndice) e os limitantes superiores da Hipótese
(A3) para as perturbações ‖γ(t, σ)‖ ≤ δ1‖σ‖ e



‖φ(t)‖ ≤ δ2, pode ser verificado que

V̇s≤−k1λm
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‖σ‖
1
2

+
3k1k2λ

2
M

2
‖σ‖‖z‖
‖σ‖

1
2

+
k1k2λ

2
M‖z‖‖σ‖
‖σ‖

1
2

+k22λ
2
M‖z‖‖σ‖

−k2λ2m‖z‖2 +
k21λ

2
M‖z‖‖σ‖

1
2

‖σ‖
1
2

+
k1k2λ

2
M‖z‖‖σ‖
‖σ‖

1
2

− k1λ
2
m‖z‖

2

‖σ‖
1
2
− k21

2
λ2
M‖z‖‖σ‖

1
2

‖σ‖
1
2

− k1k2
2

λ2
M‖z‖‖σ‖
‖σ‖

1
2

+ k1
2
λ2
m‖z‖

2

‖σ‖
1
2

+
(

2k3 +
k21
2 λM

)
λMδ1‖σ‖+ 2λMδ2‖z‖

+ (2k4 + k22λM )‖σ‖2λMδ1+k2λMδ2‖σ‖

.+
3k1k2λ

2
M

2
δ1‖σ‖2

‖σ‖
1
2

+
k1λMδ2‖σ‖
‖σ‖ 1

2

+
k1λ

2
Mδ1‖z‖‖σ‖
‖σ‖

1
2

+k2λ
2
Mδ1‖z‖‖σ‖

+
k1
2

λ2Mδ1‖z‖‖σ‖
‖σ‖ 1

2

.

Definindo o vetor χ =
[
‖σ‖ 1

2 ‖σ‖ ‖z‖
]T

, a

forma matricial de V̇ pode ser escrita como:

V̇ ≤ − 1

‖σ‖ 1
2

χT (Ω− Ωa)χ− χT (Ψ−Ψa)χ,

V̇ ≤ − 1

‖σ‖ 1
2

χTΩχ− χTΨχ,

(10)

onde Ω e Ψ contem os elementos de V̇s, e Ωa e
Ψa contem os elementos de V̇a. Além disso, Ω =
Ω− Ωa e Ψ = Ψ−Ψa tem a forma

Ω=

Ω11 0 Ω13

0 Ω22 Ω23

Ω13 Ω23 Ω33

Ψ=

Ψ11 0 Ψ13

0 Ψ22 Ψ23

Ψ13 Ψ23 Ψ33


e são compostos por

Ω11 = λm

(
k1k3 +

k31
2 λM

)
− k1λMδ2,

Ω13 = −k21λ2M − λMδ2 − µ
(
k3 +

3k21
4
λM

)
,

Ω22 = λm
(
k1k4+ 5

2k1k
2
2λM

)
− 3

2k1k2λ
2
Mδ1(λM+µ),

Ω23 = −2k1k2λ
2
M − µ

(
7k1k2 + 3k1δ1

4

)
λM ,

Ω33 =
k1
2

(λ2m − 3µλM ),

Ψ11 = λm
(
k2k3+2k21k2λM

)
− k2λMδ2

− 2k3δ1(λM + µ)− k21
2 λMδ1(λM + µ),

Ψ13 = −3

4
k1λ

2
Mδ1,

Ψ22 = λm
(
k2k4 + k32λM

)
− k22λMδ1(λM + µ)

− 2k4δ1(λM + µ),

Ψ23 = −k22λM(λM+µ)− k2
2 λMδ1(λM+µ)−k4µ,

Ψ33 = k2(λ2m − µλM ),

Para assegurar que Ω = Ω
T
> 0 e Ψ = Ψ

T
>

0, pode-se adotar o critério de Sylvester. Dessa
forma, as condições referentes aos ganhos e ao pa-
râmetro µ são obtidas de modo a garantir que to-
dos os menores principais ĺıderes de ambas as ma-
trizes sejam positivos. O objetivo é obter relações
mais diretas do que as encontradas em (Nagesh
and Edwards, 2014).

Além disso, uma posśıvel forma de lidar com
os novos termos provenientes da parte antissimé-
trica, que são prejudiciais, seria considerar que
o parâmetro µ fosse suficientemente pequeno, de
modo que esses termos pudessem ser dominados
pelos termos de sinal positivo favoráveis. Porém,
essa abordagem poderia acarretar em um valor de
µ excessivamente pequeno, o que na prática res-
tringiria a aplicabilidade da técnica. Por esse mo-
tivo, a solução adotada foi, sempre que posśıvel,
utilizar os próprios ganhos do algoritmo para do-
minar os termos da parte antissimétrica.

Dessa forma, as relações obtidas aqui para os
ganhos podem ser mais conservadoras que as ob-
tidas em (Vidal et al., 2016). Todavia, esse pro-
blema pode ser contornado por meio do uso da
matriz Sp introduzida nesse trabalho.

Assim, verifica-se que Ω = Ω
T
> 0 e Ψ =

Ψ
T
> 0 são satisfeitas se as desigualdades (4) e

(5) forem obedecidas. Nesse caso, a desigualdade
(10) pode ser reescrita como

V̇ ≤ −λmin(Ω)

‖σ‖ 1
2

‖χ‖2 − λmin(Ψ)‖χ‖2, (11)

onde λmin(Ω), λmin(Ψ) > 0 são os menores autova-
lores das matrizes simétricas e positivas definidas
Ω e Ψ. A função de Lyapunov apresentada em (6)
pode ser reescrita em um novo formato ao agru-
parmos seus termos em matrizes auxiliares. As-

sim, V (σ, z) = χ̄TPχ̄, onde χ̄ =

[
σT

‖σ‖
1
2
σT zT

]T
e P = PT > 0, tem-se

λmin(P )‖χ̄‖2 ≤ V ≤ λmax(P )‖χ̄‖2,



onde ‖χ̄‖ = ‖χ‖ e λmin(P ), λmax(P ) > 0 são res-
pectivamente o menor e maior autovalores da ma-
triz P . Considerando a desigualdade (11) e a se-
guinte relação

‖σ‖ 1
2 ≤ ‖χ‖ ≤ V

1
2√

λmin(P )
,

segue que

V̇ ≤ −α1V
1
2 − α2V, (12)

∀(σ(t), z(t)) ∈ R2m\S, onde

α1 =

√
λmin(P )λmin(Ω)

λmax(P )
, α2 =

λmin(Ψ)

λmax(P )
.

Observando a relação (12), juntamente com
o fato de que as trajetórias do sistema em
malha-fechada não podem permanecer em S\{0},
conclui-se que V (σ, z) é uma função continua-
mente decrescente. Assim, considerando a gene-
ralização do Teorema de Lyapunov para inclusões
diferenciais feita em (Deimling, 1992, Proposition
14.1) , o ponto de equiĺıbrio da origem (σ, z) = 0
e a superf́ıcie de deslizamento σ = σ̇ = 0 são al-
cançados em tempo finito partindo de qualquer
condição inicial. Adicionalmente, pela equação de
comparação

v̇ = −α1v
1
2 − α2v, v(t0) ≥ 0,

verifica-se que (σ, z) converge para zero após um
intervalo de tempo

Tf =
2

α2
ln

(
α2

α1
V

1
2 (σ(t0), z(t0)) + 1

)
.

2

3.1 Resultados de Simulação

Visando não só validar a técnica apresentada neste
artigo, mas também avaliar seu desempenho em
relação ao esquema apresentado em (Vidal et al.,
2016), considerou-se o mesmo problema apresen-
tado em (Nagesh and Edwards, 2014; Sidi, 1997).
Tal problema consiste em estabilizar o movimento
de um satélite controlado por propulsores, com
dinâmica descrita pelas equações de corpo ŕıgido
não-lineares

ẇ = J−1(T + γ̄ − w × Jw),

sendo que T ∈ R3 é o torque fornecido pelos pro-
pulsores, J ∈ R3×3 é uma matriz de inércia simé-
trica e positiva definida, w ∈ R3 é a velocidade
angular inercial do satélite, γ̄ = ‖w‖Jw é uma
perturbação não-linear dependente do estado, e o
śımbolo × denota o produto vetorial.

Utilizando o STA multivariável, pretende-se
projetar um controle de torque T de modo que a

superf́ıcie de deslizamento w = ẇ = 0 seja alcan-
çada em tempo finito para estabilizar o movimento
do satélite. Definindo-se a lei de controle por

T = −k1
w

‖w‖ 1
2

−k2w+ ξ, ξ̇ = −k3
w

‖w‖
−k4w

(13)
a dinâmica em malha-fechada pode ser escrita da
seguinte forma

ẇ = −k1J−1
w

‖w‖ 1
2

−k2J−1w+J−1z+J−1γ(t, w),

ż = −k3
w

‖w‖
− k4w,

(14)
onde γ(t, w) = γ̄ − w × Jw e z = ξ. Como a per-
tubação considerada depende quadraticamente da
norma de w, a hipótese (A3) não é válida global-
mente. Porém, a seguinte relação local é satisfeita
para o caso em que ‖w‖ ≤ 1

‖γ(t, w)‖ ≤ 2

λm
‖w‖2 ≤ 2

λm
‖w‖, (‖w‖ ≤ 1),

(15)
em que λm é o autovalor mı́nimo de J−1. Dessa
forma, para ‖w‖ ≤ 1 a hipótese (A3) é válida lo-
calmente com δ1 = 2

λm
e δ2 = 0. A partir desse

fato, da função (6), e de que V (w, z) é uma função
continuamente decrescente do tempo, tem-se que
2k3‖w(t)‖ ≤ V (w, z) ≤ V (w0, z0), ∀t. Assim, a
validade local da hipótese (A3), para essa pertu-
bação, é estendida ∀t se as condições iniciais w0 e
z0 satisfizerem V (w0, z0) ≤ 2k3.

Para a simulação, é considerada uma matriz
de inércia referente a um pequeno satélite (Goeree
and Fasse, 2000), descrita por

J = Jn + κD, (16)

onde

Jn =

 2.7388 −0.0031 −0.0269
−0.0031 2.7924 0.0136
−0.0269 0.0136 2.1741

 ,
é a matriz de inércia nominal, e

D =

0.05 0.04 0.04
0.04 0.05 0.04
0.04 0.04 0.05

 .
O termo κD representa a incerteza, com κ ∈
[−3, 3].

Para implementar a estratégia de controle a
matriz Sp é escolhida como sendo a inversa do
valor nominal da matriz de entrada. Desse modo,
Sp = Jn e a matriz resultante J é dada por

J = J−1Jn,

J = I + (κD)−1Jn,

sendo I a identidade ∈ R3×3. A escolha proposta
para a matriz Sp representa uma prática comum



da literatura que busca cancelar a matriz de en-
trada do sistema. Essa abordagem permite redu-
zir o valor de λM e também melhorar o condicio-
namento da parte simétrica, reduzindo a relação
de λM/λm. Essas reduções são importantes pois
possibilitam a escolha de ganhos menores, dimi-
nuindo o esforço de controle necessário.

Note que, embora as matrizes Jn e D sejam si-
métricas, ao considerar Sp como uma aproximação
da inversa de J−1, a matriz J possui uma parte
antissimétrica. Dessa forma, uma importante van-
tagem da abordagem proposta nesse artigo é a
possibilidade de tratar matrizes com partes antis-
simétricas, principalmente porque as técnicas de
controle por modos deslizantes foram desenvolvi-
das para lidar com incertezas e também porque
esse caso é mais comum na prática.

Assim, foram calculados os limitantes λm =
1.011 e λM = 1.184 para os os autovalores da parte
simétrica da nova matriz de entrada do sistema,
J , sendo válidos para todas as matrizes de inér-
cia obtidas variando κ no intervalo considerado.
Seguindo as desigualdades (4)-(5), foram conside-
rados os seguintes ganhos no controlador: k1 = 1,
k2 = 3.5, k3 = 22.8, e k4 = 744.7 . O método de
Euler com passo 10−6 foi utilizado para integração
numérica.

Seguindo o objetivo de comparar o de-
sempenho do esquema de controle desse artigo
com o esquema de (Vidal et al., 2016), foram
considerados os mesmos parâmetros de simula-
ção e as seguintes condições iniciais w(0) =

[−0.002 − 0.007 0.03]
T

, e z(0) = ξ(0) = 0.
O controle STA baseado no Teorema 1 é apre-

sentado na Fig. 1, enquanto o resultado apresen-
tado pela proposta de (Vidal et al., 2016), é apre-
sentado na Fig. 2. Em ambos os casos as es-
trategias de controle garantem convergência em
tempo finito para zero com um tempo de conver-
gência bem semelhante. No entanto o esforço de
controle da estratégia deste trabalho é significati-
vamente menor do que o apresentado em (Vidal
et al., 2016).

4 Conclusões

O presente artigo apresentou uma nova proposta
de implementação para o STA multivariável. Esse
novo projeto permitiu relaxar as hipóteses de si-
metria ou total conhecimento da matriz de en-
trada do sistema, generalizando os resultados an-
teriormente obtidos na literatura para sistemas
com matrizes de entrada compostas por partes si-
métricas e antissimétricas.

Ao introduzir uma matriz simetrizante, ba-
seada no valor nominal da matriz de entrada,
obteve-se uma matriz resultante predominante-
mente simétrica e positiva definida com uma pe-
quena parte antissimétrica. Essa técnica, possibi-
lita a escolha de ganhos menores para a implemen-
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Figura 1: Desempenho do STA multivariável no
controle de um satélite com matriz de inércia in-
certa e w(0) = [−0.002 −0.007 0.03]T : (a) com-
ponentes do vetor velocidade angular inercial (•)
w1, (•) w2, (•) w3; (b) componentes do vetor de
torque (•) T1, (•) T2, (•) T3.
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Figura 2: Performance do STA multivariável apre-
sentada em (Vidal et al. 2016) , para w(0) =
[−0.002 −0.007 0.03]T : (a) componentes do ve-
tor velocidade angular inercial (•) w1, (•) w2, (•)
w3; (b) componentes do vetor de torque (•) T1,
(•) T2, (•) T3.

tação do controlador, por acarretar em limitantes
dos autovalores mais favoráveis.

Utilizando uma abordagem de Lyapunov, foi
mostrado que apenas o conhecimento de limitan-
tes superior e inferior para os autovalores da parte
simétrica da matriz de entrada e um limitante su-
perior da norma da parte antissimétrica é neces-



sário para o ajuste dos ganhos do controlador de
modo a obter convergência global em tempo finito
para a superf́ıcie de deslizamento.

Resultados de simulação ilustram a viabili-
dade da implementação proposta considerando o
controle do movimento de um satélite que é um
problema de interesse prático.

5 Agradecimentos

O presente trabalho foi realizado com apoio do
CNPq, Conselho Nacional de Desenvolvimento Ci-
ent́ıfico e Tecnológico - Brasil, e foi parcialmente
financiado por FAPERJ e CAPES.

Referências

Deimling, K. (1992). Multivalued Differential
Equations, De Gruyter Series in Nonlinear
Analysis and Applications, De Gruyter.

Edwards, C. and Spurgeon, S. (1998). Sliding
Mode Control : Theory and Applications,
Systems and Control Book Series, Taylor &
Francis.

Filippov, A. F. (1964). Differential equations
with discontinuous right-hand side, Ameri-
can Math. Soc. Translations 42(2): 199–231.

Goeree, B. and Fasse, E. (2000). Sliding mode at-
titude control of a small satellite for ground
tracking maneuvers, American Control Con-
ference, 2000. Proceedings of the 2000, Vol. 2,
pp. 1134–1138.

Gonzalez, T., Moreno, J. A. and Fridman, L.
(2012). Variable gain super-twisting sliding
mode control, IEEE Trans. Autom. Control
57(8): 2100–2105.

Levant, A. (1993). Sliding order and sliding accu-
racy in sliding mode control, Int. J. of Robust
and Nonlinear Contr. 58(6): 1247–1263.

Levant, A. (2003). Higher-order sliding modes,
differentiation and output-feedback control,
Int. J. Contr. 76(9): 924–941.

Levant, A. (2005). Homogeneity approach to
high-order sliding mode design, Automatica
41(5): 823–830.

Moreno, J. and Osorio, M. (2008). A Lyapunov
approach to second-order sliding mode con-
trollers and observers, Decision and Control,
2008. CDC 2008. 47th IEEE Conference on,
pp. 2856–2861.

Moreno, J. and Osorio, M. (2012). Strict
Lyapunov functions for the super-twisting
algorithm, IEEE Trans. Autom. Control
57(4): 1035–1040.

Nagesh, I. and Edwards, C. (2014). A multiva-
riable super-twisting sliding mode approach,
Automatica 50(3): 984–988.

Shtessel, Y. B., Moreno, J. A., Plestan, F., Frid-
man, L. M. and Poznyak, A. S. (2010). Super-
twisting adaptive sliding mode control: A
lyapunov design, Proc. IEEE Conf. on De-
cision and Control, pp. 5109–5113.

Shtessel, Y., Taleb, M. and Plestan, F. (2012).
A novel adaptive-gain supertwisting sliding
mode controller: Methodology and applica-
tion, Automatica 48(5): 759–769.

Sidi, M. J. (1997). Spacecraft Dynamics and
Control: A Practical Engineering Approach,
Cambridge University Press.

Utkin, V. I. (1992). Sliding Modes in Control and
Optimization, Springer-Verlag.

Vidal, P. V. N. M., Nunes, E. V. L. and Hsu,
L. (2016). Multivariable super-twisting algo-
rithm for a class of systems with uncertain
input matrix, Proceedings of the American
Control Conference, Boston, pp. 7201–7206.

Apêndice

Proposição 1

(zTKpsσ)(zTKpsσ)

‖σ‖ 5
2

≤
zTK2

psz

‖σ‖ 1
2

,

onde σ, z ∈ Rm.

Prova: Seja σ̄ = σ
‖σ‖ um vetor unitário. Então

zTKpsσ̄ ≤ ||zTKps|| =
√
zTK2

psz,

onde a desigualdade é consequência da Desigual-
dade de Cauchy-Schwarz para produtos internos.
Portanto, segue que

(zTKpsσ)(zTKpsσ)

‖σ‖ 5
2

=
(zTKpsσ̄)(zTKpsσ̄)

‖σ‖ 1
2

≤
zTK2

psz

‖σ‖ 1
2

.
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