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Av. Horacio Macedo, 950 — Cidade Universitária — 21941-915 — Rio de Janeiro, RJ, Brasil
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Abstract— This paper presents a stabilization method for linear time invariant systems with known time-
varying measurement delays and subject to a matched disturbance signal that might represent an actuator fault.
Part of the state vector is known (measured) in current time. The proposed method utilizes an open-loop predictor
associated to a state observer based on the Super-Twisting Algorithm. This observer allows for the reconstruction
of the unmodeled fault signals, being robust to parametric uncertainties, whereas the predictor advances in time
the delayed output signal. Then, a sliding mode control law is developed to achieve global stabilization even in
presence of parametric uncertainties and delays. Numerical simulations illustrate the efficiency of our approach.

Keywords— Sliding Mode Observer, Super-Twisting Algorithm, Predictors, Fault Reconstruction.

Resumo— Este artigo apresenta um método para estabilização de sistemas lineares invariantes no tempo
apresentando atrasos de medição variantes no tempo conhecidos e sujeitos a um sinal de perturbação casada
que pode estar representando uma falha de atuador. Parte dos estados são conhecidos (medidos) no tempo
presente. A metodologia utiliza um preditor em malha aberta em conjunto com um observador baseado no
Algoritmo Super-Twisting. O observador permite a reconstrução do sinal de perturbação não modelado, sendo
robusto a incertezas paramétricas, enquanto o preditor avança no tempo o sinal de sáıda atrasado. Uma lei de
controle por modos deslizantes é projetada para obter a estabilização global do sistema mesmo na presença de
incertezas paramétricas e atrasos. Simulações numéricas são apresentadas para demonstrar a eficiência da nossa
abordagem.

Palavras-chave— Observador por Modos Deslizantes, Algoritmo Super-Twisting, Preditores, Reconstrução
de Falhas.

1 Introdução

Atrasos de atuação ou medição estão presentes na
maioria das aplicações de engenharia de controle
(Krstic, 2010a), tais como, por exemplo, contro-
les de processos qúımicos, usinagem, sistemas de
combustão ou teleoperação. A presença de atra-
sos significativos de medição pode causar instabi-
lidades e desempenho inadequado das malhas de
controle.

Em sistemas com atrasos apenas na medi-
ção, o controle é geralmente feito baseado em um
preditor (Mirkin and Raskin, 2003). Para siste-
mas estáveis com atrasos de medição constantes,
uma lei de controle baseada no Preditor de Smith
(Smith, 1957) é frequentemente adotada. Este
método foi posteriormente estendido para siste-
mas instáveis ou representados por equações de
estado (Artstein, 1982). Em (Krstic, 2010b), um
atraso de entrada arbitrário e variante no tempo é
compensado utilizando um preditor obtido a par-
tir da técnica de PDE-backstepping (Smyshlyaev
and Krstic, 2005), na qual o atraso é represen-
tado por uma equação diferencial parcial (PDE
- Partial Differential Equation). Um preditor si-
milar é desenvolvido em (Léchappé et al., 2018),
através de métodos de Lyapunov, sendo capaz de
lidar com atrasos de entrada e sáıda simultâneos.

Este artigo demonstra que no caso de atrasos so-
mente na sáıda, a predição é exata sem ser ne-
cessário impor condições à taxa de variação do
atraso. Apesar de amplamente utilizados, a maio-
ria dos preditores propostos exige o conhecimento
do modelo e do atraso, não sendo robustos a in-
certezas ou perturbações (Léchappé et al., 2015).
O uso de métodos adaptativos permite que al-
guns desses problemas sejam contornados (Bresch-
Pietri and Krstic, 2009; Krstic, 2010a). Outra es-
tratégia bastante utilizada para atrasos de medi-
ção é o uso de observadores em cascata (Ahmed-
Ali et al., 2012; Coutinho et al., 2014). No en-
tanto, esta estratégia só pode ser aplicada a siste-
mas com atrasos de medição arbitrários e duração
constante. Mesmo no caso de durações mais cur-
tas, o número de observadores na cascata pode
ser muito elevado, tornando seu uso dificultado
em certas aplicações (Holloway and Krstic, 2016).

A utilização de sistemas remotamente aciona-
dos também desperta o interesse por métodos de
reconstrução de falhas para permitir tanto o di-
agnóstico quanto o controle em malha fechada,
através da estimação do estado e das pertur-
bações que representam os efeitos de falhas nos
atuadores. Dentre as técnicas utilizadas para
a estimação simultânea de estado e perturba-
ção estão os observadores de entrada desconhe-



cida (UIO - Unknown Input Observers) (Patton
and Chen, 1993; Hui and Zak, 2005; Chakrabarty
et al., 2017) e observadores por modos deslizantes
(Edwards et al., 2000; Tan and Edwards, 2003).
Em (Pinto et al., 2017), um observador de en-
trada desconhecida foi desenvolvido para uma fa-
lha estruturada, utilizando a técnica de PDE-
backstepping e uma lei de controle por modo des-
lizantes foi aplicada de forma a rejeitar o efeito da
falha no sinal de sáıda, que também continha um
atraso variante no tempo.

Para sistemas incertos, o uso de controle por
modos deslizantes (SMC - Sliding Mode Control)
(Utkin, 1992) é uma estratégia interessante de-
vido à sua robustez a estas incertezas e também
a respostas transitórias rápidas. Em (Richard
et al., 2001), é explorada a possibilidade do uso
de preditores em malha aberta em conjunto com
SMC, abordando principalmente os sistemas com
presença de atrasos de duração constante nos esta-
dos e introduzindo a possibilidade de uso no caso
de atrasos na entrada. Uma lei de controle SMC
para estabilização de sistemas incertos com atraso
constante e conhecido de entrada é proposta em
(Roh and Oh, 1999), mas sem a reconstrução ou
detecção de falhas de atuadores. Novas estraté-
gias de predição para sistemas com atraso de me-
dição constante foram propostas por (Léchappé
et al., 2015) de forma a atenuar o efeito de per-
turbações, ou eliminá-lo no caso de perturbação
constante. Em todos os casos, a estratégia visava
apenas a rejeição de perturbação ou o aumento da
robustez, sem a preocupação com a reconstrução
do sinal desconhecido.

O presente artigo apresenta um método para
estabilização de um sistema linear invariante no
tempo (LTI - Linear Time Invariant) onde parte
dos estados é conhecida no tempo presente e a
sáıda apresenta um atraso de medição conhecido e
variante no tempo, que permite simultaneamente
a reconstrução do sinal de falha para diagnóstico
do sistema. Utilizando um preditor em malha
aberta e um observador baseado em modos des-
lizantes de segunda ordem (STA - Super-Twisting
Algorithm) (Nagesh and Edwards, 2014), é posśı-
vel obter uma estimativa em tempo presente dos
estados que não estão diretamente dispońıveis e
do sinal de falha. Finalmente, uma lei de con-
trole por modos deslizantes é utilizada para esta-
bilizar globalmente o sistema mesmo na presença
de incertezas paramétricas e perturbações (falhas)
não-estruturadas ou modeladas.

Este resultado mostra que preditores podem
ser utilizados para compensar o atraso de medição
em tempo finito, independentemente das condi-
ções iniciais e, juntamente com o controle por mo-
dos deslizantes atingir a estabilização em tempo
finito. Apesar de, em geral, não existirem predi-
tores expĺıcitos para sistemas não-lineares, é pos-
śıvel utilizar um preditor para um sistema linear
em conjunto com uma lei de controle não-linear.

2 Formulação do Problema

2.1 Descrição do Sistema

Considere um sistema linear invariante no tempo
que apresenta uma falha de atuador representada
por uma entrada desconhecida e não-mensurável
d(t) ∈ Rp e posśıveis incertezas paramétricas,
agrupadas no termo δ(x, t):{

ẋ(t) = Ax(t) +B [u(t) + d(t)] +Dδ(x, t)
y(t) = Cx(t− τ(t)),

(1)

onde x(t) ∈ Rn é o vetor de estado e u(t) ∈ Rm
é a entrada conhecida do sistema. A sáıda y(t) ∈
Rp, q ≤ p < n, apresenta um atraso de medição
variante no tempo conhecido τ(t). As matrizes
A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×m, D ∈ Rn×h, C ∈ Rp×n são
consideradas conhecidas.

Por simplicidade, adotaremos a notação x :=
x(t) para as variáveis no tempo presente e xτ :=
x(t− τ(t)) para variáveis atrasadas.

Neste sistema, o vetor de estado x é parcial-
mente conhecido, de tal forma que o sistema pode
ser escrito como:

[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
A11 A12

A21 A22

] [
x1

x2

]
+

[
B1

0

]
(u+ d)

+

[
D1

D2

]
δ(x, t)

y(t) = xτ,2,

(2)

onde xτ,2 := x2(t − τ(t)), x1 ∈ Rn−p é conhe-
cido e x2 ∈ Rp é não-mensurável. As matrizes
A11, A12, A21, A22 e B1 possuem as dimensões
adequadas. Essa classe de sistemas pode repre-
sentar, por exemplo, um caso onde x1 modela a
dinâmica de um atuador, tal como uma válvula
piloto, e x2 a dinâmica do processo, cujo efeito só
será percebido de forma atrasada na sáıda.

Sobre o sistema, as seguintes hipóteses são as-
sumidas

(H.1) O vetor de estados x1(t) é conhecido no
tempo presente.

(H.2) A falha do atuador d(t) é limitada em
norma de tal forma que:

‖d(t)‖ ≤ α. (3)

(H.3) A derivada do atraso τ̇ é limitada em
norma por uma constante conhecida
r̄ > 0, não necessariamente pequena,
tal que:

‖τ̇‖ ≤ r̄. (4)

(H.4) O par (A,B) é controlável.
(H.5) A matriz B possui posto completo.
(H.6) Os efeitos das incertezas paramétricas

δ(x, t) são limitados em norma por

‖δ(x, t)‖ ≤ δ̄‖x‖, (5)

onde δ̄ > 0 é uma constante conhecida.
O objetivo deste trabalho é desenvolver uma

lei de controle que permita estabilizar o sistema,
mesmo na presença da falha d(t) e de incertezas
paramétricas, além de permitir a reconstrução do
sinal de falha para diagnóstico do sistema.



3 Observador-Preditor

Nesta seção será desenvolvido um observador-
preditor capaz de estimar o valor presente da va-
riável x2 bem como reconstruir a perturbação d,
a partir da sáıda do sistema y.

3.1 Preditor para Atraso de Medição

Inicialmente consideremos o sistema (2) sem a pre-
sença de incertezas paramétricas (δ(x, t) = 0).
Considerando a hipótese (H.1), é posśıvel veri-
ficar que a variável x2 pode ser vista como um
sistema linear com uma entrada conhecida, o ve-
tor de estado x1, e uma sáıda atrasada y =
x2(t − τ(t)). Assim, é posśıvel se obter uma
estimativa x̂2 a partir da solução exata do sis-
tema sem incertezas, pelo método de variação de
constantes (Artstein, 1982; Krstic, 2009; Léchappé
et al., 2018), dada por:

x̂2 = eA22τ(t)xτ,2 +

∫ t

t−τ(t)

eA22(t−θ)A21x1(θ)dθ. (6)

A principal vantagem desta abordagem é que,
sendo o sistema totalmente conhecido, o valor es-
timado x̂2 é uma previsão exata de x2 a partir de
seu valor atrasado xτ,2, obtida em tempo finito.

No caso de existirem incertezas paramétricas,
a solução exata para o sistema de x2 será dada
por

x2 = eA22τ(t)xτ,2

+

∫ t

t−τ(t)

eA22(t−θ) [A21x1(θ) +D2δ(x, θ)] dθ. (7)

Desta forma, utilizando o preditor (6), a pre-
dição estará sujeita a um reśıduo x̃2 = x2− x̂2. A
partir de (6) e (7), verificamos que

x̃2 =

∫ t

t−τ(t)

eA22(t−θ)D2δ(x, θ)dθ. (8)

Por esta expressão, podemos ver que, além da
magnitude das incertezas, a duração do atraso tem
uma influência significativa na magnitude do reśı-
duo, que pode ser majorado por

‖x̃2‖ ≤ τ(t)δ̄‖eA22τ(t)D2‖ sup
θ∈[t−τ(t),t]

(‖x(θ)‖). (9)

3.2 Observador Super-Twisting

A partir da estimativa x̂2 é posśıvel utilizar um
observador por modos deslizantes de segunda
ordem, utilizando o Algoritmo Super-Twitsting
(STA) (Nagesh and Edwards, 2014; Chalanga
et al., 2016) para obter uma estimativa do sinal
de falha d(t). Definindo a variável de erro:

x̃1 = x1 − x̂1, (10)

podemos definir o observador como em:
˙̂x1 =A11x̂1 +A12x̂2 +B1u+ ν

ν =−k1 x̃1

‖x̃1‖1/2
+ k2x̃1 + ξ̂

˙̂
ξ =−k3 x̃1

‖x̃1‖ − k4x̃1
(11)

onde x̂1 é a estimativa do estado x1 e x̂2 é o va-
lor predito de x2 obtido pelo observador-preditor
proposto na seção 3.1. Observe que a predição x̂2
obtida anteriormente é exata no caso de não ha-
ver incertezas paramétricas ou no atraso. No caso
onde há incertezas, é posśıvel que o reśıduo x̃2 não
seja zero. Neste caso, o observador STA poderá
ser capaz de tratar as incertezas como parte do
sinal de falha.

A partir das hipóteses (H.2) e (H.6), é posśıvel
utilizar diretamente o procedimento em (Nagesh
and Edwards, 2014, eq. 25) para determinar os ga-
nhos k1, · · · , k4, de forma a garantir que um modo
deslizante ˙̃x1 = x̃1 ≡ 0 seja atingido em tempo
finito. Procedimentos semelhantes para determi-
nação dos ganhos (ver (Levant, 1993) e (Moreno
and Osorio, 2008)) também podem ser utilizados.

A dinâmica do erro de observação x̃1 pode ser
escrita, incluindo efeitos de incertezas como:


˙̃x1 =A11x̃1 +A12x̃2 +B1d+D1δ(x, t)− ν
ν =−k1

x̃1
‖x̃1‖1/2

+ k2x̃1 + ξ̂

˙̂
ξ =−k3

x̃1
‖x̃1‖

− k4x̃1

(12)

Após o modo deslizante ser atingido, pode-se
ver que:{

0 = 0 +A12x̃2 +B1d+D1δ(x, t)− ν
ν = ξ̂,

˙̂
ξ = 0

(13)

Rearrumando a primeira equação, obtém-se:

ξ̂ = B1d+D1δ(x, t) +A12x̃2, (14)

que representa uma estimativa do efeito da falha
e das perturbações em x1. Observe que no caso
em que não há incertezas paramétricas, o sinal

ξ̂ pode ser usado diretamente para se obter uma
reconstrução do sinal de falha d.

3.3 Observador-preditor

Podemos então agrupar o preditor (6) e o observa-
dor (11) em um observador-preditor para sistemas
com atraso de medição e vetor de estado parcial-
mente conhecido:

x̂2 = eA22τ(t)xτ,2
+
∫ t
t−τ(t)

eA22(t−θ)A21x1(θ)dθ
˙̂x1 =A11x̂1 +A12x̂2 +B1u+ ν

ν =−k1
x̃1

‖x̃1‖1/2
+ k2x̃1 + ξ̂

˙̂
ξ =−k3

x̃1
‖x̃1‖

− k4x̃1

(15)

onde x̃1 = x1 − x̂1.

Este preditor é capaz de obter estimativas
para o estado x2 e para a perturbação e incertezas

agregadas ξ̂ em tempo finito. No caso sem incer-
tezas, podemos obter uma reconstrução da falha

d diretamente do sinal ξ̂, considerando a hipótese
(H.5).



4 Controlador por modos deslizantes

Uma vez obtidas as estimativas x̂2 e ξ̂ e conside-
rando a hipótese (H.4), podemos projetar uma lei
de controle por modos deslizantes de forma a ob-
ter a estabilização em tempo finito, com robustez
às incertezas do modelo.

4.1 Lei de Controle

Primeiramente, vamos definir o vetor de estado

x̄ =

[
x1

x̂2

]
, (16)

que contém o estado medido x1 e a estimativa
x̂2 obtida pelo preditor (6), ambas no tempo pre-
sente. Vamos definir a variável de deslizamento

s(t) = Sx̄ =
[
I S2

] [x1

x̂2

]
, (17)

onde S é uma matriz a ser projetada, de tal forma
que SB seja não-singular.

De (6) obtemos que

˙̂x2 = (1− τ̇)eA22τ ẋτ,2 + τ̇A22e
A22xτ,2

+A21x1 − (1− τ̇)eA22τA21xτ,1

+A22

∫ t

t−τ
eA22(t−θ)A21x1(θ)dθ. (18)

Utilizando-se (2) e (6) para fazer as substituições
apropriadas, verifica-se que

˙̂x2 = A21x1 +A22x̂2 + (1− τ̇)eA22τD2δ(x, t− τ).
(19)

Para simplificar a notação, definamos

ζ1(x, t) := D1δ(x, t), (20)

ζ2(x, t) := (1− τ̇)eA22τD2δ(x, t− τ). (21)

Considere a transformação linear

T :=

[
I S2

0 I

]
, (22)

tal que [
s
x̂2

]
= T

[
x1

x̂2

]
, (23)

Podemos, então, escrever nestas coordenadas:

[
ṡ
˙̂x2

]
=

[
Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]
︸ ︷︷ ︸

Ā

[
s
x̂2

]
+

[
B1

0

]
(u+ d)

+

[
ζ1(x, t) + S2ζ2(x, t)

ζ2(x, t)

]
y(t) = xτ,2,

(24)

onde Ā11 = A11 + S2A21, Ā12 = S2A22 + A12 −
Ā11S2, Ā21 = A21 e Ā22 = A22 −A21S2.

Para projetar a matriz S, vamos inicial-
mente considerar a equação (24) para ˙̂x2 quando
não há incertezas paramétricas, ou seja, quando
ζ2(x, t) = 0. Durante o modo deslizante teremos
s = 0 e, então,

˙̂x2 = Ā22x̂2, (25)

ou seja, durante o deslizamento, a dinâmica será
governada por Ā22 = A22 − A21S2. A hipótese
(H.4) assegura que o par (A22, A21) é controlável
(ver (Edwards and Spurgeon, 1998, Prop. 3.3)) e,
desta forma, qualquer técnica de realimentação de
estados pode ser utilizada para projetar S2 de tal
forma que Ā22 seja Hurwitz.

Consideremos a lei de controle

u = ud + unom + uSM, (26)

onde ud é o termo utilizado para rejeição de per-
turbação, unom é a parcela nominal do controle e
uSM é um termo chaveado que servirá para levar
o sistema ao modo deslizante s ≡ 0.

Inicialmente, vamos observar a equação para
x1 em (2):

ẋ1 = A11x1 +A12x2 +B1(u+ d) + ζ1(x, t). (27)

Da equação (14) podemos definir:

ud = −B†1 ξ̂ = −d−B†1D1δ(x, t)−B†1A12x̃2. (28)

Aplicando (28) a (27), verificamos que esta se
torna:

ẋ1 = A11x1 +A12x̂2 +B1[unom + uSM]. (29)

já que x̃2 = x2 − x̂2. Observe que ud é capaz
de rejeitar a perturbação d e a parte casada das
incertezas paramétricas A12x̃2 e ζ1(x, t).

Considerando a lei de controle ud aplicada,
podemos projetar unom utilizando o método do
controle equivalente (Shtessel et al., 2014), atra-
vés da solução da equação ṡ = 0 para o sistema
nominal (sem incertezas), e considerando que a
equação de x1 já está na forma (29). Assim, su-
pondo uSM = 0, podemos escrever

0 = SAx̄+ SB(unom). (30)

Como SB é não-singular por projeto, temos

unom = −(SB)−1SAx̄. (31)

Finalmente, definimos um termo chaveado
que levará o sistema a um modo deslizante:

uSM = −ρ(SB)−1sign(s), (32)

onde sign(s) = [sign(s1) · · · sign(sn−p)]
T

e ρ >
0 deve ser suficientemente grande para majorar
as incertezas e perturbações não rejeitadas pelos
demais termos.

Assim, a lei de controle pode ser escrita de
forma completa

u = −B†1 ξ̂ − (SB)−1SAx̄− ρ(SB)−1sign(s). (33)

4.2 Análise de Estabilidade

Aplicando (33) em (24), obtemos
ṡ = S2ζ2(x, t)− ρsign(s)
˙̂x2 = Ā21s+ Ā22x̂2 + ζ2(x, t)
y = xτ,2 = x̂τ,2 + x̃τ,2.

(34)

A partir do sistema em malha fechada (34), é
posśıvel verificar que o modo deslizante é atingido
em tempo finito pelo seguinte teorema.



Teorema 1 A lei de controle (33) aplicada ao sis-
tema (2), sujeito às hipóteses (H.1) a (H.6), com

ρ ≥ φδ̄(1 + r̄)‖eA22τD2‖‖x‖+ η (35)

onde η > 0 e φ > 1 são constantes arbitrárias,
leva o sistema a um modo deslizante s = Sx̄ ≡ 0
em tempo finito.

Prova: Seja a função de Lyapunov V = sT s/2.
Derivando V ao longo das trajetórias de (34) e
utilizando a definição de ζ2(x, t) em (21), obtemos

V̇ = sTS2ζ2(x, t)− ρsT sign(s), (36)

V̇ = (1− τ̇)sT eA22τD2δ(x, t− τ)− ρsT sign(s).
(37)

Observe que

sT sign(s) = ‖s‖1 ≥ ‖s‖2, (38)

−ρsT sign(s) ≤ −ρ‖s‖2. (39)

Como V̇ apresenta um termo atrasado, usaremos o
Teorema de Razumikhin (Gu et al., 2003, Teorema
1.4). Suponha que ‖x(t + θ)‖ < φ‖x(t)‖, para
φ > 1, −τ(t) ≤ θ ≤ 0. Então,

‖δ(x, t+ θ)‖ ≤ δ̄‖x(t+ θ)‖ ≤ φδ̄‖x(t)‖, (40)

‖δ(x, t− τ)‖ ≤ φδ̄‖x(t)‖. (41)

Assim, usando (H.3), temos

V̇ ≤ −‖s‖
[
ρ− φδ̄(1 + r̄)‖eA22τD2‖‖x(t)‖

]
. (42)

Se

ρ ≥ φδ̄(1 + r̄)‖eA22τD2‖‖x‖+ η, (43)

então

V̇ ≤ −η‖s‖ < 0, (44)

mostrando que s é Globalmente Assintoticamente
Estável. Além disso, como

V̇ ≤ −η
√
V . (45)

é posśıvel ver que a superf́ıcie de deslizamento s ≡
0 é atingida em tempo finito. �

Na equação (37) é posśıvel observar um termo
dependente da taxa de variação do atraso τ̇ ,
oriundo da perturbação ζ2(x, t). Para obter o ma-
jorante apresentado na equação (42), faz-se neces-
sário que τ̇ seja limitado, o que é assumido pela
hipótese (H.3). No caso de um sistema sem incer-
tezas paramétricas, teremos δ(x, t) = 0 na equa-
ção (37) e esta hipótese poderá ser relaxada, já que

V̇ não apresentará o termo dependente do atraso.
Uma vez atingido o modo deslizante, é posśı-

vel verificar que o sistema em malha fechada (34)
é assintoticamente estável através do seguinte co-
rolário.

Corolário 1 Quando o modo deslizante nas con-
dições do Teorema 1 é atingido, o sistema (34),

sujeito às hipóteses (H.1) a (H.6) é assintotica-
mente estável se existir uma matriz P2 > 0 tal
que P2Ā22 + ĀT22P2 = −I e

δ̄ <
1

2φλmax(P2)(1 + r̄)
(√

1 + ‖S2‖2
)
‖eA22τD2‖

.

(46)

onde φ > 1 é uma constante arbitrária como no
Teorema 1, e λmax(P2) é o maior autovalor da
matriz P2.

Prova: Quando o modo deslizante for atingido,
teremos s ≡ 0 e a dinâmica do sistema, obtida da
equação (34), será

˙̂x2 = Ā22x̂2 + ζ2(x, t). (47)

Observe que Ā22 é Hurwitz por projeto, en-
tão podemos assumir que existe uma matriz po-
sitiva definida simétrica P2 > 0 tal que P2Ā22 +
ĀT22P2 = −I. Então, considere a função de Lya-
punov V2(x̂2) = x̂T2 P2x̂2. Sua derivada ao longo
das trajetórias de (47) é:

V̇2(x̂2) = −x̂T2 x̂2 + 2x̂T2 P2ζ2(x, t) (48)

≤ −‖x̂2‖2 + 2λmax(P2)‖x̂2‖‖ζ2(x, t)‖
= −λmax(P2)‖x̂2‖ [µ‖x̂2‖ − 2‖ζ2(x, t)‖] ,

onde µ := 1/λmax(P2).
Por (21), sabemos que

ζ2(x, t) = (1− τ̇)eA22τD2δ(x, t− τ) (49)

depende de uma variável atrasada e, portanto,
iremos novamente utilizar o Teorema de Razu-
mikhin. Durante o modo deslizante, temos que

x1 = −S2x̂2, então ‖x‖ ≤
(√

1 + ‖S2‖2
)
‖x̂2‖.

Assim, utilizando (41), podemos escrever

‖δ(x, t− τ)‖ ≤ φδ̄
(√

1 + ‖S2‖2
)
‖x̂2‖. (50)

Desta forma, substituindo (50) em (49)

V̇2(x̂2) ≤− λmax(P2)‖x̂2‖2 [µ− β1] , (51)

β1 :=2φδ̄(1 + r̄)
(√

1 + ‖S2‖2
)
‖eA22τD2‖. (52)

Se β1 < µ, teremos V̇2(x̂2) ≤ 0, nas condições
do Teorema de Razumikhin, o que mostra que o
sistema é assintoticamente estável, sempre que

2φδ̄(1 + r̄)
(√

1 + ‖S2‖2
)
‖eA22τD2‖ <

1

λmax(P2)
(53)

e nos permite chegar à condição (46). �
Do Corolário 1, podemos ver que x̂2 → 0

quando t → ∞. Como durante o modo desli-
zante x1 = −S2x̂2, também podemos verificar que

x1 → 0. Além disso, ‖x‖ ≤
(√

1 + ‖S2‖2
)
‖x̂2‖

e por (H.6), temos que o efeito da perturbação
também será levado a zero e, como consequência,
x̃2 → 0 pela equação (8). Assim, teremos também
x2 → 0, demonstrando que o sistema é estabi-
lizado, apesar da presença de falhas e incertezas
paramétricas limitadas pela condição (46).



Observe que a hipótese (H.6) permite que

o sistema seja estabilizado na origem. É posśı-
vel relaxar esta hipótese utilizando um majorante
mais geral para incerteza paramétrica, do tipo
‖δ(x, t)‖ ≤ δ̄1‖x‖ + δ̄2. Neste caso, no entanto,
as variáveis de estado ficam limitadas a uma re-
gião suficientemente pequena ao redor da origem.

5 Simulações

Para demonstrar o método proposto, foi utilizado
um sistema sem incertezas (δ(x, y) = 0) com a
forma (2), onde:

A =

[
−1 1
−3 1

]
, B =

[
1
0

]
, C =

[
1 0

]
. (54)

Foi utilizado um sinal de falha de atuador d(t) =
0.1 sin(2t) + 0.2 cos(3t) e um atraso de sáıda cons-
tante τ(t) = 0.5s. Os ganhos foram determina-
dos de forma a atender o método apresentado em
(Nagesh and Edwards, 2014, eq. 25), e fixados em
k1 = k3 = 5 e k2 = k4 = 2. O sistema não apre-
sentava incertezas e foi utilizada a lei de controle
(33), com S = [1 − 5] e ρ = 2, constante.

A Figura 1 mostra as variáveis de estado x1
(azul) e x2 (preto) e sáıda y (vermelho) do exem-
plo proposto estabilizado pela lei de controle (33),
projetada a partir do estado x1 e das estimativas

ξ̂ e x̂2 obtidas pelo observador (15). A Figura 2
compara x2 (azul) e sua estimativa x̂2 (vermelho)
obtida utilizando o preditor (6) evidenciando que
a predição ocorre em tempo finito.

A Figura 3 mostra o sinal de falha d e sua

estimativa d̂ = B†1 ξ̂, onde B†1 = (BT1 B1)−1BT1 é
a pseudo-inversa de B1 (Strang, 2009, pag. 122),
obtida a partir do observador (11), também con-
vergindo em tempo finito. Nas figuras 4 e 5 podem
ser vistas, respectivamente, a variável de desliza-
mento s e o sinal de controle u.

Para testar a robustez do método a incertezas,
foi utilizado

D =

[
0.4 0.4
0.4 0.4

]
, δ(x, t) = x. (55)

O ganho da lei de controle foi ajustado para ρ = 5
apenas para aumentar a velocidade de convergên-
cia. A Figura 6 mostra que o sistema ainda é esta-
bilizado pela lei de controle, apesar da incerteza.
Na Figura 7 vemos que a estimativa x̂2 apresenta
um erro grande devido a incerteza paramétrica. A
Figura 8 mostra que o observador STA utilizado
para reconstruir a perturbação consegue estimar o
reśıduo x̃2, permitindo seu uso na lei de controle.

6 Conclusões

Foi apresentado um método para estabilização de
sistemas lineares invariantes no tempo apresen-
tando um atraso de medição variante no tempo
conhecido e sujeitos a uma perturbação casada
que pode representar uma falha de atuador. Parte

0 1 2 3 4 5
Tempo (s)

0.00

0.05

0.10

0.15
x1
x2

y

Figura 1: Variáveis de estado x1 (azul) e x2 (preto) e sáıda
y (vermelho) do exemplo proposto, estabilizado pela lei
de controle (33), projetada a partir do estado x1 e das

estimativas ξ̂ e x̂2 obtidas pelo observador (15).
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Figura 2: Variável de estado x2 (azul) e sua estimativa x̂2

(vermelho) obtida utilizando o preditor (6), mostrando que
a predição ocorre em tempo finito.

dos estados são conhecidos sem atrasos. A me-
todologia utilizou um preditor em malha aberta
em conjunto com um observador baseado no Al-
goritmo Super-Twisting. O uso deste observador
permitiu a reconstrução do sinal de perturbação,
sendo também robusto a incertezas paramétricas.
Uma vantagem obtida nesta configuração é que
mesmo utilizando um preditor em malha aberta,
ainda foi posśıvel estimar o estado e as falhas em
tempo finito.

Uma lei de controle por modos deslizantes foi
projetada para obter a estabilização global do sis-
tema apresentando robustez a incertezas. Uti-
lizando o Teorema de Razumikhin foi mostrado
que o modo deslizante é atingido em tempo fi-
nito, mesmo na presença de perturbações e atra-
sos, além de garantir-se que o sistema em malha
fechada é assintoticamente estável. Como desafios
futuros, serão estudados os efeitos de incertezas no
atraso e a extensão do método para classes de sis-
temas não-lineares.
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