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Abstract— This paper presents the application of a new approach to calculate Savitzky-Golay differentia-
tors based on symmetrical differentiation in comparison with the regular polynomial derivative in order to find
differences and similarities between the two methods and demonstrate that, in the heart rate determination
application, the new symmetrical differentiation is helpfull due to its lower noise power gain.
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Resumo— Este artigo apresenta a aplicação de uma nova abordagem para calcular filtros diferenciadores de
Savitzky-Golay baseada em diferenciações simétricas em comparação com a tradicional derivada polinomial, sob
o propósito de encontrar diferenças e similaridades entre os dois métodos e demonstrar que, na determinação da
frequência card́ıaca, a diferenciação simétrica é mais útil devido ao seu baixo ganho de potência do rúıdo.

Palavras-chave— Diferenciadores Savitzky-Golay, diferenciação digital, ganho de potência do rúıdo, eletro-
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1 Introdução

Os filtros de Savitzky-Golay são filtros digitais
propostos para suavização e diferenciação de si-
nais de forma a aumentar a relação sinal-rúıdo sem
distorcer muito o sinal (Savitzky and Golay, 1964).

Entre várias caracteŕısticas, uma que se des-
taca, do ponto de vista da engenharia , é sua sim-
plicidade em seus coeficientes. Uma vez que estes
são representados por razões entre números intei-
ros com denominador comum (Jianwen Luo and
Bai, 2005), tais filtros se tornam convenientes para
aplicações de baixo custo e baixa potência, assim
como requerido muitas vezes nas tecnologias da
Internet das Coisas (IoT), Sensores Inteligentes e
Dispositivos Médicos Vest́ıveis.

A sáıda suavizada x̂(n) tem sua construção
fundamentada no ajuste polinomial de mı́nimos
quadrados feito em janelas simétricas de pontos,
indexados em −m ≤ k ≤ m, para um sinal de
entrada x(n), sendo dada por

x̂(n+ i) =

m∑
k=−m

hi,k x(n+ k) , (1)

na qual a sáıda deve ser sempre centralizada na
janela (i = 0), resultando em

x̂(n) =

m∑
k=−m

h0,k x(n+ k) , (2)

onde h0,k é um conjunto de 2m+ 1 coeficientes de
convolução que é capaz de ajustar a sáıda suavi-
zada por um polinômio de grau p

x̂i =

p∑
q=0

bq i
q (3)

dentro de uma janela de 2m+ 1 amostras do sinal
de entrada indexadas em −m ≤ i ≤ m, onde bq
é um conjunto de p + 1 coeficientes polinomiais
obtidos ao resolver as equações demonstradas em
(Savitzky and Golay, 1964). Denota-se xi o sinal
de entrada janelado e indexado da forma descrita,
dentro do contexto dos filtros de Savitzky-Golay,
enquanto x(n) se refere ao sinal de entrada amos-
trado corrente dentro do contexto mais genérico
de processamento de sinais digitais.

Tabelas de coeficientes de convolução, calcu-
lados para janelas simétricas de até 25 pontos e de
até 5◦ grau polinomial, foram publicados também
em (Savitzky and Golay, 1964).

Usando uma abordagem matricial, o filtro su-
avizador também pode ser resolvido por

X̂ = S(STS)−1STX = HX (4)

onde X e X̂ são os vetores coluna dos sinais de
entrada e sáıda (com seus elementos dados res-
pectivamente por xi e x̂i para −m ≤ i ≤ m) e S
é a matriz de Vandermonde (com cada elemento
dado por sk,q = kq para−m ≤ k ≤ m e 0 ≤ q ≤ p)
(Orfanidis, 1996). Deste modo, H é a matriz dos
coeficientes do filtro (com seus elementos hi,k para
−m ≤ i ≤ m e −m ≤ k ≤ m), a qual depende
apenas de S e seus elementos são relacionados a
(2).

De forma similar, os filtros de Savitzky-Golay
podem também implementar diferenciadores di-
gitais, denotados aqui como Diferenciadores Di-
gitais de Savitzky-Golay (SGDD). Filtros SGDD
são usualmente calculados pelo método da de-
rivada polinomial, denotado aqui como Diferen-
ciaciadores Savitzky-Golay por Derivada Polino-
mial (SGDP). De acordo com (Chen et al., 2011),



usando o método da derivada polinomial em (3),
é posśıvel obter a r-ésima derivada de x̂i

Drx̂i = brr! +

p∑
q=r+1

bq
q!

(q − r)!
iq−r , (5)

válida para valores inteiros de r pertencidos ao
intervalo [0, p], onde Dr denota o operador de r-
ésima derivada com relação a i.

Filtros diferenciadores também podem ser re-
solvidos numa abordagem matricial, baseada em
(5), da forma

DrX̂ = U(STS)−1STX = HX , (6)

onde U = DrS com seus respectivos elementos
Drsk,q, quando usando a abordagem SGDP.

Diferenciadores digitais são úteis em várias
aplicações de sistemas de controle e processamento
de sinais, tais como controladores digitais PID,
processamento de imagens (Gowri et al., 2013)
e determinação da frequência card́ıaca baseada
em sinais de eletrocardiografia (ECG) (Nishida
et al., 2017). Sendo assim, este trabalho discute
uma nova abordagem para SGDD, não com base
na derivada polinomial (SGDP), mas sim numa
abordagem de diferenciação simétrica, aqui de-
signada como Diferenciadores de Savitzky-Golay
por Diferenciação Simétrica (SGDS), abordando
também seus benef́ıcios sobre o método da deri-
vada polinomial em uma aplicação de cálculo da
frequência card́ıaca (Nishida et al., 2017).

O artigo é organizado da seguinte forma: na
Seção 2 apresenta-se a abordagem baseada em di-
ferenciação simétrica. Em seguida, várias propri-
edades dos filtros Savitzky-Golay são discutidas
na Seção 3. Na Seção 4, vantagens relevantes na
filtragem do sinal são apresentadas e na Seção 5
a aplicação de ECG é usada para mostrar essas
vantagens. Finalmente, na Seção 6 apresentam-se
as conclusões.

2 Nova Abordagem

Diferenças são úteis para diferenciar sinais dis-
cretos no domı́nio do tempo. De acordo com
(Thomson, 1994), a primeira diferenciação simé-
trica ∆1x̂(n) de um sinal discreto x̂(n) é dada por

∆1x̂(n) =
x̂(n+ 1)− x̂(n− 1)

2
, (7)

e a segunda diferenciação simétrica, por

∆2x̂(n) = x̂(n+ 1)− 2x̂(n) + x̂(n− 1) . (8)

A diferenciação simétrica para sinais discre-
tos oferece algumas vantagens. Para funções dife-
renciáveis, a diferenciação simétrica propicia uma
aproximação numérica melhor que os métodos
tradicionais de Forward Euler e Backward Euler
(LeVeque, 2005).

Portanto, a equação matricial da filtragem por
Diferenciadores de Savitzky-Golay por Diferenci-
ação Simétrica (SGDS) é dada por

∆rX̂ = U(STS)−1STX = HX (9)

onde U = ∆rS, calculada com base em (7) ou
(8) para r = 1 ou 2, respectivamente, usando a
definição (3), e sendo r a ordem da diferenciação.

3 Propriedades dos Filtros
Diferenciadores

Em (Jianwen Luo and Bai, 2005), propriedades es-
pećıficas dos SGDD são mencionadas. Esta seção
mostra algumas delas, que também se aplicam à
nova abordagem SGDS, com o propósito de veri-
ficar que essa nova abordagem é verdadeiramente
um SGDD. Para melhor compreensão dessa seção,
os produtos matriciais (6) e (9) foram quebrados
e suas partes explicadas na Tabela 1.

3.1 Coeficientes racionais

Com base em (6) e (9), a matriz de coeficientes
do filtro H pode ser reescrita usando o método
da matriz adjunta para cálculo da matriz inversa
(STS)−1. Então para SGDP, tem-se

H =
1

det(STS)
(DrS)adj(STS)ST . (10)

Analogamente, para SGDS, tem-se

H =
1

det(STS)
(∆rS)adj(STS)ST . (11)

Os cálculos (10) e (11) referem-se a produtos
de matrizes de números inteiros multiplicadas por
um escalar racional (o inverso do determinante de
uma matriz de números inteiros). Isso garante que
qualquer coeficiente hi,k pode ser sempre calcu-
lado de forma exata como uma razão de números
inteiros, com denominador em comum.

Se for analisada essa caracteŕıstica, do ponto
de vista da engenharia, ao aplicar esse filtro para
processar os dados x(n) lidos de um conversor
analógico-digital de um microcontrolador, não ha-
verá necessidade de usar uma unidade de ponto
flutuante. Isso significa que microcontroladores
simples podem ser aplicados para o processamento
dos dados, o que representa economia de custo
e consumo de energia, uma vez que microcontro-
ladores mais simples geralmente dissipam menos
potência.

As operações entre números inteiros são exe-
cutadas mais rapidamente que as operações de
ponto flutuante, o que representa uma economia
de tempo de execução e a maior facilidade de im-
plementar esse sistema em um sistema de tempo
real. São necessárias apenas 2m + 1 multiplica-
ções, 2m somas e uma única divisão, todas entre
números inteiros, para se obter uma sáıda Drx̂(n)
ou ∆rx̂(n).



Tabela 1: Detalhes das matrizes

Matriz
Índices das

linhas

Índices das

colunas

Regra dos

elementos

S −m até m 0 até p sk,q = kq

ST 0 até p −m até m sTq,k = kq

(STS) 0 até p 0 até p vq,l =
∑m
α=−m α

q+l

(STS)−1 0 até p 0 até p wq,l

U = DrS

U = ∆1S

U = ∆2S

−m até m 0 até p

uk,q = Drsk,q

uk,q = [(k + 1)q − (k − 1)q]/2

uk,q = (k + 1)q − 2kq + (k − 1)q

H −m até m −m até m hi,k

3.2 Preservação do momento

De acordo com (Orfanidis, 1996), o q-ésimo mo-
mento da resposta ao impulso hi,k é dada por

Mi,q =

m∑
k=−m

kq hi,k , (12)

que é o mesmo que o elemento da linha i e coluna
q do produto H S. Analisando este produto de
acordo com a Tabela 1, ele pode ser simplificado

H S = U (STS)−1 ST S = U . (13)

Portanto o q-ésimo momento da resposta ao
impulso hi,k é simplesmente o elemento ui,q, ou
seja,

Mi,q = ui,q . (14)

Estendendo o conceito de preservação de mo-
mento de (Orfanidis, 1996) e (Jianwen Luo and
Bai, 2005) para uma ordem de diferenciação r
qualquer, tem-se a preservação do momento para
a r-ésima derivada ideal de um sinal de entrada
como uma consequência direta de

Mi,q = ui,q = r! δd(r − q), q = 0, 1, · · · , p , (15)

onde δd é a função impulso unitário discreto.

Na abordagem SGDP, isto é, U = DrS, a
propriedade (15) é verificada para qualquer ordem
r, dos filtros centrados na origem (i = 0). Além
disso, para a abordagem SGDS, pode se verificar
a mesma propriedade apenas com uma restrição
ao intervalo de q:

Mi,q = ui,q = r! δd(r − q), q = 0, 1, · · · , r . (16)

Portanto a propriedade de preservação do mo-
mento é parcialmente válida para a nova aborda-
gem (SGDS).

3.3 Diferenciação passa-baixas

Rúıdos de alta frequência são largamente amplifi-
cados por filtros diferenciadores ideais, como pode
ser visto nas Figuras 1 e 2, caracteŕıstica que
pode ser indesejada em muitas aplicações. Ambas
abordages dos Diferenciadores de Savitzky-Golay
(SGDP e SGDS) apresentam respostas similares
ao difeirenciador ideal em baixas frequências, po-
rém respondem de forma diferente para frequên-
cias maiores, como mostrado nas Figuras 1 and 2.
A amplificação em altas frequências não acontece
como nos diferenciadores ideais.

Constata-se então que para baixas frequências
(f ≈ 0), tem-se a propriedade

∆rX̂(f) =

m∑
k=−m

hi,kz
k ≡

(
j2π

f

fs

)r
, (17)

onde fs é a frequência de amostragem
Considerando a aproximação polinomial finita

de Taylor de zk, para f ≈ 0, obtém-se

zk ≈
r∑

α=0

(
j2π

f

fs

)α
kα

α!
, (18)

assim a propriedade (17) fica equivalente a

m∑
k=−m

kq hi,k = r! δd(r − q), q = 0, 1, · · · , r , (19)

que é equivalentemente verificada em (16) para
qualquer valor de r definido pelas abordagens
SGDP e SGDS.

3.4 Invariância de fase na banda passante ou
banda de correspondência

3.4.1 Propriedades dos coeficientes

A sáıda dos filtros de Savitzky-Golay é sempre to-
mada no centro da janela (i = 0), resultando em
coeficientes h0,k. Nesta seção, explora-se quais as
implicações disso no domı́nio da frequência.

Uma propriedade direta da Tablea 1 é

vq,l = 0 ∀ q + l ı́mpar . (20)
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Figura 1: Resposta em frequência da 1a diferenci-
ação de um polinômio de 5◦ grau com janela de 9
pontos.
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Figura 2: Resposta em frequência da 2a diferenci-
ação de um polinômio de 3◦ grau com janela de 9
pontos.

Usando o método da matriz adjunta para cal-
culo da matriz (ST S)−1 e a propriedade (20),
conclui-se que

wq,l = 0 ∀ q + l ı́mpar . (21)

Seguindo o produto matricial para a abor-
dagem SGDP, usando a propriedade associa-
tiva, calculam-se os elementos (uw)k,l do produto

U
(
STS

)−1

(uw)k,l = r!wr,l+

p∑
β=r+1

β!

(β − r)!
kβ−r wβ,l . (22)

Procedendo então para o produto final H =[
U
(
STS

)−1
]
ST , os elementos hi,k são dados por

hi,k =

p∑
γ=0

kγ

r!wr,γ +

p∑
β=r+1

β!

(β − r)!
iβ−r wβ,γ

 .

(23)

Finalmente, obtém-se a expressão reduzida

para i = 0:

h0,k = r!

p∑
γ=0

kγ wr,γ . (24)

De forma similar, para a abordagem SGDS,
calculam-se os elementos do filtro hi,k por

hi,k =

p∑
γ=0

(uw)i,γ sk,γ =

p∑
γ=0

kγ
p∑

β=0

ui,β wβ,γ .

(25)
Sendo i = 0, obtém-se

u0,β = 0, β + r ı́mpar . (26)

Aplicando a propriedade (21) aos termos h0,k
dados em (24) para SGDP, e também proprieda-
des (21) e (26) aos termos h0,k dados em (25)
para SGDS, conclui-se que ambos métodos de dife-
renciação de Savitzky-Golay, calculados para uma
sáıda centralizada, resultam em filtros simétricos

h0,k = h0,−k, r par (27)

para ordens de diferenciação pares, incluindo a su-
avização (ordem zero), ou então filtros antissimé-
tricos

h0,k = −h0,−k, r ı́mpar (28)

para ordens de diferenciação ı́mpares.

3.4.2 Implicações na resposta em frequên-
cia

Aplicando as propriedades (27) e (28) à equação
da resposta em frequência, apresentada na pri-
meira igualdade de (17), pode se simplificar as
equações de resposta em frequência para

∆rX̂(f) =

{
h0,0 + 2

∑m
k=1 h0,k cos(2πkf/fs), r par

2j
∑m
k=1 h0,k sin(2πkf/fs), r ı́mpar ,

(29)
válidas tanto para DrX̂(f), quanto para ∆rX̂(f).

Portanto as propriedades simétrica e antissi-
métrica dos filtros implicam em invarância de fase
na resposta em frequência para toda a banda de
correspondência com a diferenciação ideal, como
mostrando nas Figuras 1 e 2.

4 Amplificação de Rúıdo

O ganho de potência do rúıdo, para um rúıdo
branco gaussiano, pode ser calculado pela soma
dos quadrados dos coeficientes do filtro

g0 =

m∑
k=−m

h20,k , (30)

como mostrado em (Shmaliy and Ibarra-Manzano,
2011). Aplicando (30) às abordagens SGDP e
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Figura 3: Ganho g0 da 1a diferenciação
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Figura 4: Ganho g0 da 2a diferenciação

SGDS, obtêm-se os gráficos das Figuras 3 e 4 para
comparações.

Fica claro que quanto maior o grau do polinô-
mio, menor o ganho de potência do rúıdo. Tam-
bém, para um mesmo grau de polinômio e ordem
de diferenciação, o método SGDS apresenta me-
nor ganho de potência do rúıdo que o SGDP.

5 Aplicação

A fim de verificar as propriedades dos filtros
SGDD e a vantagem do uso da abordagem SGDS,
um sinal de ECG foi gerado matematicamente
(McSharry et al., 2003) e contaminado com rúıdo
branco gaussiano como mostrado na Figura 5.

Antes de tudo, pode se ver que uma diferenci-
ação simples, baseada no método Backward Euler,
tal como em (Nishida et al., 2017) amplifica muito
o rúıdo e faz com que a detecção do batimento car-
d́ıaco (determinada pelos picos da diferenciação)
se torne inviável conforme mostra a Figura 6.

Portanto usa-se as diferenciações SGDP e
SGDS mostradas respectivamente nas Figuras 7
e 8, e então os batimentos card́ıacos se tornam
mais detectáveis.

Os dois filtros diferenciadores de primeira or-
dem aqui usados são de uma interpolação polino-
mial de 3◦ grau em uma janela de 9 pontos. Seus
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Figura 5: Sinais de ECG puro e com rúıdo
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Figura 6: Diferenciação por Backward Euler

respectivos coeficientes e o ganho de potência do
rúıdo (30) são mostrados na Tabela 2.

Tabela 2: Projetos dos filtros aplicados

k SGDP SGDS
–4 86 8
–3 –142 –15
–2 –193 –20
–1 –126 –13
0 0 0
1 126 13
2 193 20
3 142 15
4 –86 –8

Den. 1188 132
g0 0.1143 0.0985

Da comparação entre as diferenciações do
ECG puro e ruidoso, pode se extrair o rúıdo pro-
pagado nas duas abordagens.

Ao calcular a potência do rúıdo PN do sinal
de rúıdo propagando y(n) usando a fórmula

PN =

N∑
n=0

y(n)2 , (31)

confirma-se que a razão entre a potência do rúıdo
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Figura 7: SGDP aplicado ao sinal de ECG
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Figura 8: SGDS aplicado ao sinal de ECG

propagado das duas abordagens de SGDD é igual
à razão entre seus respectivos ganho de potência
do rúıdo calculado por (30) e mostrado na Tabela
2.

Neste exemplo, a potência do rúıdo foi redu-
zida em aproximadamente 15% pelo uso da abor-
dagem SGDS.

6 Conclusão

A abordagem de diferenciadores de Savitzky-
Golay proposta mostra ser um verdadeiro SGDD.
Na Seção 3, foi demonstrado que a nova aborda-
gem SGDS respeita as propriedades básicas discu-
tidas em (Jianwen Luo and Bai, 2005).

No entanto, uma importante vantagem sobre
o tradicional SGDP é mostrada, que é o menor
ganho de potência do rúıdo verificado nas Figu-
ras 3 e 4. Em sistemas de engenharia, isso pode
representar uma mesma atenuação de rúıdo imple-
mentada com menos coeficientes e seguindo a res-
posta ideal em baixas frequências, o que simplifica
o hardware e tempo de processamento requeridos
para um mesmo desempenho. E por outro lado,
pode se obter melhores resultados, em termos de
atenuação de rúıdo, usando o mesmo tamanho de
filtro.
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