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Abstract— In this paper, we treat the stochastic realization problem with exogenous inputs, which is to find
a state vector x and calculate the state space model in the innovative form. The state vector x is given by the
base vector of the predictor space calculated using the canonical correlation analysis. This method is applied
to experimental identification of a vibrational rotary electromechanical system. Finally by the step forward
prediction by the Kalman filter, is validated the identification due to the CCA method.
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Resumo— Neste trabalho é abordado o problema da realização estocástica com entradas exógenas, o qual
consiste em encontrar um vetor de estado x e calcular o modelo no espaço de estado na forma inovativa. O
vetor de estado x é dado pelo vetor base do espaço preditor, calculado usando a análise de correlação canônica
(CCA). O método é aplicado na identificação experimental de um sistema eletromecânico giratório vibracional.
Finalmente pela predição de um passo a frente através do filtro de Kalman, valida-se a identificação devido ao
método CCA.

Palavras-chave— Identificação no espaço de estado, Sistema estocástico multivariável, Método CCA, Filtro
de Kalman.

1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho apresenta-se um método que faz
uma abordagem ao problema de realização esto-
cástica de sistemas estacionários lineares com en-
trada exógena, usando as relações canônicas con-
dicionais entre o passado e o futuro do conjunto de
dados finitos de entrada e sáıda em um processo
estocástico estacionário (Picci and Katayama,
1996), (Lindquist and Picci, 1996), (Larimore,
1983),(Chiuso, 2007) o qual é baseado no traba-
lho de Akaike(1974, 1975, 1976). O método CCA1

apresentado por Picci e Katayama(1996) usa dita
correlação canônica para construir o vetor de es-
tado e derivar as matrizes (A,B,C,D,K) que des-
crevem o modelo de Markov com entrada exógena.

No conteúdo do trabalho apresenta-se o pro-
blema de realização estocástica com entradas exó-
genas seguido de uma breve revisão do método de
identificação por espaço de estado CCA. Depois
apresenta-se uma aplicação prática em uma ban-
cada de vibração torcional. Finalmente é apre-
sentada na Seção 5 uma validação que inclui o
uso do filtro de Kalman de um passo a frente e
o erro de predição calculado a partir de dito fil-
tro. A validação é baseada no método apresen-
tado em (Barreto, 2002) para séries temporais e
estendido neste trabalho para sistemas com en-
trada exógena.

1Do inglês: “Correlation Canonical Analysis”

2 PROBLEMA DE REALIZAÇÃO

ESTOCÁSTICA COM

ENTRADAS EXÓGENAS

Considere um conjunto de dados finitos de entrada
e sáıda de um processo. O problema de realiza-
ção estocástica é encontrar um modelo matemá-
tico no espaço de estado que possa descrever ade-
quadamente a dinâmica do sistema desconhecido.
O modelo no espaço de estado inovativo é dado
por:

x(t+ 1) = Ax(t) +Bu(t) +Ke(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t) + e(t)
(1)

onde, x(t) ∈ Rn é o vetor de estado, u(t) ∈ Rm é a
entrada exógena e y(t) ∈ Rp é a sáıda do processo,
e(t) ∈ Rp é o processo estocástico de inovação,
A ∈ Rn×n é a matriz de estado, B ∈ Rn×m é
a matriz de entradas , C ∈ Rp×m é a matriz de
sáıda, D ∈ Rp×m é a matriz de transmissão direta,
K ∈ Rn×p é a matriz do ganho de Kalman.

Para a consideração estocástica do problema,
são definidas as matrizes de covariâncias do con-
junto entrada-sáıda w, como segue:

Λww(l) = E
{

w(t+ l)wT (t)
}

=

[

Λyy(l) Λyu(l)
Λuy(l) Λuu(l)

]

, l = 0,±1, . . . . . .

(2)

onde E{.} representa a esperança matemática e
w ∈ Rd é definido por:

w :=

[

u(t)
y(t)

]

(3)



A matriz de densidade espectral é dada por:

Φww(z) =

∞
∑

l=−∞

Λww(l)z
−l =

[

Φyy(z) Φyu(z)
Φuy(z) Φuu(z)

]

(4)
Para resolver este problema de realização es-

tocástica com entradas exógenas é usado o método
de análise de correlação canônica, descrito na se-
guinte seção.

3 MÉTODO CCA

Para um conjunto de dados finitos de entrada u e
de sáıda y de um processo, dados da forma:

{u(t), y(t) com t = 0, 1, . . . N + 2k − 2} (5)

onde N é o número de dados dispońıveis para a
identificação e k é o numero de linhas das matrizes
bloco de Hankel (6) e (7) e de Toeplitz (8) de
dados; k é escolhido com o critério de k ≫ n, onde
n é a ordem do sistema obtida na identificação.
O valor inicial de k é escolhido suficientemente
grande e de forma arbitrária.

Com os vetores de entrada e sáıda são cons-
trúıdas as matrizes de Hankel de dados, da se-
guinte forma:

Uk|2k−1 =











u(k) · · · u(k +N − 1)
u(k + 1) · · · u(k +N)

...
...

u(2k − 1) · · · u(N + 2k − 2)











∈ Rkm×N

(6)

e

Yk|2k−1 =











y(k) · · · y(k +N − 1)
y(k + 1) · · · y(k +N)

...
...

y(2k − 1) · · · y(N + 2k − 2)











∈ Rkp×N

(7)

As notações Uk|2k−1 e Yk|2k−1 representam os da-
dos futuros de entrada e sáıda
respectivamente, começando desde o instante k
até o instante 2k − 1.

Com a matriz w de (3) é constrúıda a matriz
Toeplitz de dados de entrada-sáıda, na forma:

W̌0|k−1 =











w(k − 1) · · · w(k +N − 2)
w(k − 2) · · · w(k +N − 3)

...
...

w(0) · · · w(N − 1)











∈ Rkd×N

(8)

A notação W̌0|k−1 representa os dados do passado
de entrada-sáıda, começando no instante 0 até k−
1

A técnica CCA para identificação de sistemas
estocásticos multivariáveis no espaço de estado

baseia-se na busca da correlação canônica condici-
onal entre o futuro e o passado dadas as entradas
futuras, com a qual é posśıvel obter as matrizes
de observabilidade e controlabilidade estendidas,
(Katayama, 2005).

As matrizes de covariância entre futuro e pas-
sado são definidas por:





Σuu Σup Σuf

Σpu Σpp Σpf

Σfu Σfp Σff



 =
1

N





Uk|2k−1

W̌0|k−1

Yk|2k−1









Uk|2k−1

W̌0|k−1

Yk|2k−1





T

= L̄L̄T

(9)

onde L̄ representa a matriz bloco triangular infe-
rior. Dita matriz é obtida através da decomposi-
ção LQ da matriz conjunta das matrizes bloco de
Hankel e Toeplitz, como é mostrado na equação a
seguir:

1√
N





Uk|2k−1

W̌0|k−1

Yk|2k−1



 =





L11 0 0
L21 L22 0
L31 L32 L33









QT
1

QT
2

QT
3



 = L̄Q
T

(10)

De acordo com a teoria da decomposição LQ,
obtém-se matrizes triangulares inferiores L̄ com
um bloco zero na parte superior direita, e matrizes
Q ortogonais tais que QT

i Qj = Iδij .
Desta forma substituindo a matriz L̄ em (10)

na equação (9), obtém-se:

Σ =





Σuu Σup Σuf

Σpu Σpp Σpf

Σfu Σfp Σff





=





L11 0 0
L21 L22 0
L31 L32 L33









LT
11 LT

21 LT
31

0 LT
22 LT

32

0 0 LT
33





(11)

De (11) pode-se obter cada uma das matrizes de
covariância de Σ, como:

Σuu = L11L
T
11, Σpu = L21L

T
11,

Σfu = L31L
T
11,Σpp = L21L

T
21 + L22L

T
22,

Σfp = L31L
T
21 + L32L

T
22,

Σff = L31L
T
31 + L32L

T
32 + L33L

T
33

(12)

Sejam

f(t) =











y(t)
y(t+ 1)

...
y(t+ k − 1)











∈ Rkp,

u+(t) =











u(t)
u(t+ 1)

...
u(t+ k − 1)











∈ Rkm

(13)

respectivamente os vetores de sáıdas e entradas
futuras.



Para o passado os vetores de sáıdas e entradas
de dimensão infinita são:

y− =







y(t− 1)
y(t− 2)

...






, u−(t) =







u(t− 1)
u(t− 2)

...






(14)

Para o passado entrada-sáıda definimos os vetores
de dimensão infinita:

p(t) =







w(t− 1)
w(t− 2)

...






,

w(t) =

[

y(t)
u(t)

]

∈ Rd com d = p+m

(15)

Usando os vetores (13), (14) e (15) define-se a
correlação canônica condicional das sáıdas futuras
dadas as entradas futuras:

Σff |u := E
{

Ê(f |u⊥
+)Ê(f |u⊥

+)
T
}

(16)

onde Ê(f |u⊥
+) indica a projeção ortogonal do fu-

turo sobre o complemento ortogonal de u; a pro-
jeção ortogonal pode ser expressa mediante espe-
ranças como:

Ê(f |u) = E
{

fuT
}

E
{

uuT
}†

u = ΣfuΣ
†
uuu

(17)
e

Ê(f |u⊥) = f − Ê(f |u) = f − ΣfuΣ
†
uuu (18)

onde † é a pseudo-inversa.
Então, a covariância condicional do futuro

dada a entrada futura é dada por:

Σff |u = E
{

Ê(f |u⊥
+)Ê(f |u⊥

+)
T
}

= Σff − Σfu(Σuu)
†Σuf

(19)

Da mesma forma são obtidas as matrizes de cova-
riâncias condicionais Σpp|u e Σfp|u.

Assim, usando as covariâncias de (12) e as de-
finições anteriores, obtem-se as covariâncias con-
dicionais como:

Σff |u = Σff − ΣfuΣ
−1
uuΣuf

= L32L
T
32 + L33L

T
33

(20)

Σpp|u = Σpp − ΣpuΣ
−1
uuΣup = L22L

T
22 (21)

Σfp|u = Σfp − ΣfuΣ
−1
uuΣup = L32L

T
22 (22)

As matrizes com os autovetores canônicos são
obtidas mediante os cálculos das ráızes quadradas
inversas das matrizes de covariâncias condicionais
Σff |u e Σpp|u, da forma:

Σff |u = LLT Σpp|u = MMT (23)

Mediante a decomposição em valores singula-
res das matrizes L e M e da matriz de covariância

condicional do futuro e do passado dadas as entra-
das futuras Σfp|u, são obtidas as matrizes de ob-
servabilidade e controlabilidade estendidas como:

L−1Σfp|uM
−T = UΣV T ,

O = LUΣ1/2 C = Σ1/2V TMT
(24)

As equações acima são obtidas pela decompo-
sição em valores singulares da matriz de Hankel
normalizada, ver (Akaike, 1976):

L−1HM−T = UΣV T

H = LUΣV TMT

H = (LUΣ1/2)(Σ1/2V TMT = OC

(25)

O vetor de estado estimado X̂k, é calculado
usando a controlabilidade estendida, da forma:

X̂k = CkΣ
−1

pp|uW̌0|k−1 (26)

A partir de (1) obtem-se:

[

X̂k+1

Ŷk|k

]

=

[

A B
C D

] [

X̂k

Uk|k

]

+

[

Ke
e

]

(27)

onde X̂k+1 é o vetor de estado estimado no ins-
tante k + 1.

Resolvendo o sistema sobredeterminado (27)
e usando o método de regressão linear, obtém-se
o conjunto de matrizes (A,B,C,D).

De aqui para frente para facilitar a notação
Ke é chamado de ̺.

Para calcular o ganho de Kalman K e a so-
lução da equação algébrica de Riccati (ARE) do
filtro de Kalman P , é necessário calcular as ma-
trizes de covariâncias do erro de predição, dadas
por:

[

Q S
ST R

]

=
1

N − 1

[

̺̺T ̺eT

e̺T eeT

]

(28)

O ganho de Kalman é dado por:

K = (APCT + S)(CPCT +R)−1 (29)

onde a ARE do filtro de Kalman, é dada por:

P = APAT−

(APCT + S)(CPCT +R)−1(APCT + S)T +Q

(30)

Assim, encontrando as matrizes do sistema
(A,B,C,D,K) chegamos no modelo inovativo (1)

4 APLICAÇÃO

O método de identificação CCA apresentado neste
artigo é aplicado em um sistema eletromecânico
rotacional que sera chamado de bancada de vibra-
ção torcional, a qual está composta de um servo
motor, um acoplamento, um disco, um encoder e
dois freios eletromagnéticos. Na Figura 1 é apre-
sentada uma foto da bancada. Na figura pode-se



observar que o eixo do motor está ligado com um
disco de 3 mm de espessor, através de um aco-
plamento. O motor fornece um torque no eixo do
disco e o torque aplicado gera uma mudança na
posição angular e na velocidade no disco.

Figura 1: Bancada de vibração torcional.

4.1 Modelo anaĺıtico considerando o acopla-
mento como um corpo ŕıgido.

Na Figura 2 apresenta-se a representação esque-
mática da bancada de vibração torcional da Fi-
gura 1.

Acoplamento

DiscoServo Motor

Figura 2: Representação esquemática do sistema
eletromecânico de um grau de liberdade.

Na Figura 3 apresenta-se o diagrama de corpo
livre do sistema da Figura 2 considerando o aco-
plamento como um corpo com rigidez infinita, que
para simplificar a notação será chamado de aco-
plamento ŕıgido. No diagrama de corpo livre da
Figura 3, T (t) em Nm representa o torque apli-
cado no eixo do servo motor, Jeq em Kgm2 é
a inércia equivalente; Td representa o atrito no
disco e é expresso como Td = Cθ̇(t), onde C em
Nms/rad é o coeficiente de amortecimento.

T (t) Jeq Td

Figura 3: Diagrama de corpo livre considerando
que o acoplamento é um corpo ŕıgido.

4.2 Sinal de excitação e de sáıda

O sinal de excitação é um sinal seno-
chirp (Pintelon et al., 2011) de 320 × 10−3

N.m de amplitude e um peŕıodo de 20s, na faixa
de frequência de 500×10−3 Hz até 15 Hz. O
sinal de torque de referência é chamado de Tref ,
e é adquirido com a placa de captura da dSpace,
modelo DS1104. O sinal de sáıda é um sinal de
velocidade angular denominado V enc1. Os sinais
de entrada-sáıda tem frequência de amostragem
de 1×103 Hz e sete peŕıodos de 20s de duração
cada um.

4.3 Identificação pelo método CCA

Na identificação usando o método CCA, foi ob-
tido um modelo no espaço de estado discreto de
primeira ordem, dado por:

x̂(t+ 1)

= (0, 99)x̂(t)− 2, 55× 10−4
u(t)− 2, 88× 10−5

e(t)

y(t) = (−3, 10× 103)x̂(t) + (3, 32)u(k) + e(t)

(31)

Na figura 4 é mostrada a comparação gráfica do
sinal de velocidade medido na bancada de vibra-
ção torcional e a velocidade estimada pelo método
de identificação CCA.
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Figura 4: Comparação entre Velocidade Medida e
Velocidade Estimada pelo Método CCA.

5 VALIDAÇÃO USANDO O FILTRO

DE KALMAN

O processo de validação usando o filtro de Kalman
é descrito a seguir.



5.1 Método de Validação

1. Dividir os vetores de dados de entrada-sáıda
em dois subconjuntos. O primeiro subcon-
junto é usado para a identificação e o segundo
subconjunto é usado na validação; o subcon-
junto de validação é subdividido em n con-
juntos.

2. Com os n subconjuntos de validação dados
por {u1, u2, u3, . . . , un} entradas
e {y1, y2, y3, . . . , yn} sáıdas, são realizados os
n modelos de estado dados por

{(A1, B1, C1, D1,K1), . . . , (An, Bn, Cn, Dn,Kn)}

.

3. Calcula-se o n-filtro de Kalman para cada n-
conjunto de dados e n-realização como:

Filtro de um passo à frente :

Calcula-se o n-filtro de Kalman como:

x̂n(t+ 1) = Anx̂n(t) +Bnun(t) +Knen(t)

x̂n(t | t) = x̂n(t) +Kfnen(t)

en(t) = yn(t)− Cnx̂n(t)

(32)

Ganho do filtro:

Kn = (AnPnC
T
n + Sn)(CnPnC

T
n +Rn)

−1

Kfn = PnC
T
n (CnPnC

T
n +Rn)

−1

(33)

Matrizes de covariância do erro:

Pn(t+ 1) = AnPn(t)A
T
n

−Kn(CnPn(t)C
T
n +Rn)K

T
n +Qn

Pn(t | t) = Pn(t)

− Pn(t)C
T
n [CnPn(t)C

T
n +Rn]

−1
CnPn(t)

(34)

Condições iniciais: Usando o método CCA
estima-se Qn, Rn, Sn como em (28), e o es-
tado inicial X(0)n é obtido do vetor de estado
estimado em (26). Assim as Qn, Rn, Sn es-
timações das covariâncias e o estado X(0)n,
são usados como valores iniciais no n-filtro de
Kalman.

4. Calcula-se a sáıda estimada ŷn(t+1) a partir
do n-filtro de Kalman.

5. Calcula-se a n-matriz de covariância de ino-
vação de Kalman En dada por:

En = CnPnC
T
n +Rn (35)

6. Calcula-se o n-erro de predição φn(t) dado
pela diferença entre a sáıda real e a sáıda es-
timada como é mostrado a seguir:

φn(t) = yn(t)− ŷn(t+ 1) (36)

e a matriz de covariância do erro de predição
como:

Ξn = E{φn(t)φn(t)
T } (37)

7. Comparam-se o traço da matriz de covariân-
cia de inovação Rn obtido usando o método
CCA em (28) com o traço da matriz de cova-
riância do n-processo de inovação de Kalman
En e com o traço da matriz de covariância do
erro de predição Ξn. Se os traços das matri-
zes de covariâncias calculados para cada caso
são aproximadamente iguais, pode-se concluir
que o modelo estimado nos n-conjuntos repre-
senta o sistema.

5.2 Resultados numéricos

O conjunto de dados tem 120000 amostras, as
quais foram divididas em 60000 amostras para
identificação e uma quantidade igual para valida-
ção. O conjunto de validação foi dividido em 6
subconjuntos com os quais é aplicado o método
apresentado na Subsecção 5.1. Assim obteve-se
6 conjuntos de realizações (A,B,C,D,K) e suas
respetivas matrizes de covariâncias.

Na Tabela 1, apresentam-se os traços Tr{.},
das matrizes Rn de (28), En de (35) e Ξn

de (37) para cada subconjunto de realizações
(An, Bn, Cn, Dn,Kn).

Tabela 1: Comparação dos traços das matrizes das
covariâncias.

# da realização Tr{En} Tr{Rn} Tr{Ξn}
1 0,0864 0,0832 0,0864
2 0,0917 0,0881 0,0917
3 0,0869 0,0837 0,0869
4 0,0903 0,0871 0,0903
5 0,0849 0,0786 0,0849
6 0,0915 0,0852 0,0915

6 Conclusões

Obteve-se um modelo da bancada de vibração tor-
cional com o método de identificação em espaço de
estado CCA a partir de dados experimentais.

Apresenta-se uma metodologia de validação
do modelo estocástico (obtido a partir do método
de identificação CCA), que faz uso do filtro de
Kalman de um passo a frente e do cálculo das ma-
trizes de covariâncias do erro, para determinar o
ajuste do modelo de estado na forma inovativa. A
validação da identificação de sistemas estocásticos
é um processo que implica ir para além da com-
paração da resposta temporal, já que em diversos
casos essa resposta temporal pode ser aparente-
mente diferente, dada a sua estocásticidade.



Portanto o aporte deste trabalho inclui além
da breve revisão teórica do método CCA, e a sua
aplicação prática a um sistema experimental, o
uso do filtro de Kalman para a validação do mo-
delo estocástico de forma convincente.
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