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Abstract— This paper presents a methodology of identification of nonlinear systems based on the Hammer-
stein structure through the recursive estimation of linear dynamic block parameters. Therefore, the identification
methodology is presented using a finite polynomial expansion for the nonlinear static block and an ARX model for
the linear dynamic block, with results of computational simulation in modeling a thermal system. Computational
results illustrate the efficiency of the proposed methodology for identification of nonlinear systems.
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Resumo— Este artigo apresenta uma metodologia de identificação de sistemas não-lineares baseada na estru-
tura de Hammerstein através da estimação recursiva dos parâmetros do bloco dinâmico linear. Por conseguinte,
a metodologia de identificação é apresentada utilizando uma expansão polinomial finita para o bloco estático
não-linear e um modelo ARX para o bloco dinâmico linear, com resultados de simulação computacional na mo-
delagem de um sistema térmico. Os resultados computacionais mostram a eficiência da metodologia proposta
para a identificação online de sistemas não-lineares.
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1 Introdução

O estudo e desenvolvimento de ferramentas para
obtenção de modelos matemáticos, que reprodu-
zam os comportamentos dos objetos estudados,
estão sendo cada vez mais explorado em traba-
lhos de engenharia. As justificativas para esse
crescente interesse estão relacionadas a diversos
objetivos, tais como: compreender certas dinâmi-
cas do processo estudado, predizer o comporta-
mento do sistema sob diversas condições de ope-
ração, otimizar o comportamento do sistema, ana-
lisar e projetar controladores, permitir a detecção
eficiente de falhas no sistema, estimar variáveis
do processo que não podem ser medidas direta-
mente, permitir o estudo do sistema em regiões
de operação problemáticas no sistema real, per-
mitindo um treinamento de operação seguro e efi-
ciente (Matko et al., 1992). Entre as áreas que
a modelagem matemática de sistemas é utilizada,
destacam-se a engenharia (Yang et al., 2018; Jah-
romi et al., 2016), biologia (Korenberg, 2006; Yan
and Deller, 2014), psicologia (Hirsig, 1976) e eco-
nomia (Zheng et al., 2007).

Ainda dentro da modelagem matemática de
sistemas, a identificação de sistemas visa a cons-
trução de modelos matemáticos a partir do conhe-
cimento prévio do sistema em estudo e de dados de
séries temporais ruidosos (Keesman, 2011). Esse
tipo de modelagem possibilita construir um mo-
delo que represente bem o sistema com pouco ou
até nenhum conhecimento prévio do mesmo, fa-
zendo uso somente dos dados de entrada e sáıda

do sistema obtidos por experimentação. Em rela-
ção ao conhecimento necessário para a construção
do modelo, Ljung and Glad (1994) os divide em
dois tipos: “um é o conhecimento e as percepções
reais do modo de funcionamento e das proprie-
dades do processo; o outro é o conhecimento de
como esses fatos podem ser transferidos para um
modelo útil.”. Dessa forma, mesmo com o conheci-
mento prévio do sistema, existe uma problemática
na forma em que esses conhecimentos contribuirão
na construção do modelo. Assim, os modelos de
identificação caixa preta, onde se faz uso apenas
dos dados de entrada e sáıda do sistema, vêm ga-
nhando cada vez destaque na modelagem de sis-
temas.

Durante muito tempo, devido às limitações
teóricas e computacionais, utilizavam-se modelos
matemáticos lineares na representação de siste-
mas. Entretanto, a maioria dos sistemas reais
são não-lineares e sua representação por mode-
los lineares não consegue reproduzir todas as ca-
racteŕısticas dinâmicas dos sistemas reais (Coelho
et al., 2002). Neste artigo é proposto uma meto-
dologia de identificação de sistemas não-lineares
utilizando modelos de blocos interconectados. A
abordagem metodológica será baseada no modelo
de Hammerstein, cuja representação consiste em
um bloco estático não-linear seguido por um bloco
dinâmico linear. A vantagem desse modelo é a
possibilidade de utilizar um modelo linear para re-
presentar uma parte do sistema (bloco dinâmico
linear) sem perder as caracteŕısticas não-lineares,
já que elas serão representadas pelo bloco estático



não-linear.

2 Identificação Paramétrica do Modelo
de Hammerstein

Nesta seção, será apresentada uma metodologia de
identificação de sistemas não-lineares baseada na
estrutura de Hammerstein. Assim, abordaremos
as técnicas que serão utilizadas em cada etapa do
processo de identificação proposto.

2.1 Seleção de Modelo

O modelo de Hammerstein é um modelo de blo-
cos interconectados que é representado por dois
blocos dispostos em cascata. Assim, o modelo é
definido por um bloco estático não-linear seguido
por um bloco dinâmico linear, conforme ilustrado
na Figura 1. Além disso, a ordem em que os blo-
cos estão dispostos é um dos fatores que diferencia
essa representação dos demais modelos orientados
à blocos (Coelho et al., 2002).
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Função Estática
Não-linear

Função Dinâmica
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Figura 1: Modelo de Hammerstein.

Os sinais u(k), v(k) e y(k), da Figura 1, repre-
sentam a entrada, o sinal intermediário não men-
surável e a sáıda do sistema. Entretando, o sinal
v(k) do modelo não pode ser obtido por experi-
mentação, já que ele simboliza o sinal presente na
conexão artificial dos blocos inerente ao modelo.

Para representar o bloco estático não-linear
é utilizado uma expansão polinomial finita na se-
guinte forma:

v(k) = γ0+γ1u(k)+γ2u
2(k)+ ...+γmu

m(k), (1)

onde γi(i = 0, 1, 2, ...,m) representam os coeficien-
tes do polinômio e m é o grau de não-linearidade
do modelo.

Em relação ao bloco dinâmico linear, será uti-
lizado um modelo ARX (AutoRegressive model
with eXogenous inputs), dado por:

y(k) =

ny∑
i=1

σiy(k − i) +

nu∑
j=1

θjv(k − d− j), (2)

onde σi e θj são os parâmetros do modelo dinâ-
mico linear, nu e ny são os atrasos máximos do
modelo e d é o tempo morto ou retardo do sis-
tema.

2.2 Seleção de Estrutura do Modelo

Ao definir o modelo que será adotado na iden-
tificação do sistema, faz-se necessário selecionar
o grau e o número de termos das representações
escolhidas na etapa de seleção de modelo. Isso
caracteriza a etapa de seleção de estrutura do mo-
delo.

Após a definição do grau do polinômio está-
tico que representará a não-linearidade do sistema,
define-se a quantidade de termos que compõem o
modelo ARX, que representa a dinâmica linear do
sistema.

De acordo com o critério de informação de
Akaike, o número ideal de termos em um modelo
deve minimizar a seguinte função (Akaike, 1974):

AIC(np) = Nln(V ar[ξ(k)]) + 2np, (3)

sendo N o número de amostras, V ar[ξ(k)], à va-
riância do reśıduo ξ(k) e np o número de termos
do modelo.

Segundo o critério de informação de Akaike,
o número de termos que melhor representará o
modelo dinâmico linear deve minimizar a equação
(3). A primeira parcela da equação quantifica a
redução na variância do reśıduo, resultante da in-
clusão de um termo, e a segunda parcela é uma
penalização que é maior à medida que se aumenta
o número de termos, np. Além disso, deve-se cal-
cular o valor de AIC(np) para diversos valores de
np e escolher o que gerou menor valor como resul-
tado, levando em consideração também o atraso
em relação à entrada, d .

2.3 Etimação de Parâmetros

A etapa de estimação de parâmetros da metodo-
logia proposta estará dividida em duas vertentes:
estimação dos parâmetros do polinômio estático
não-linear pela técnica de mı́nimos quadrados em
batelada (MQB), e estimação dos parâmetros do
modelo ARX pela técnica recursiva de mı́nimos
quadrados (RMQ).

2.3.1 Estimação dos Parâmetros do po-
linômio estático não-linear

Utilizando valores em regime permanente para es-
timar os parâmetros do polinômio, aplica-se as en-
tradas do sistema em regime para u(k) e as sáıdas
em regime para v(k), na equação (1). Reescre-
vendo a equação na forma matricial após aplicação
dos devidos valores, tem-se:

ỹ(1)
ỹ(2)

...
ỹ(Nr)

 =


ũ0(1) ... ũm(1)
ũ0(2) ... ũm(2)

...
. . .

...
ũ0(Nr) ... ũm(Nr)




γ0
γ1
...
γm


(4)



onde Nr representa a quantidade de valores em
regime permanente, ũ e ỹ são os valores em regime
permanente de entrada e sáıda, respectivamente.

Reduzindo o sistema matricial de (4), obtém-
se:

Ỹ = X̃Pγ (5)

onde Ỹ ∈ RNr×1 é o vetor que contém os valores
de sáıda em regime, X̃ ∈ RNr×(m+1) é a matriz
que contém os valores que são resultantes das en-
tradas em regime e Pγ ∈ R(m+1)×1 é o vetor que
contém os parâmetros γi(i = 0, 1, 2, ...,m) do po-
linômio estático não linear da equação (1).

O cálculo dos parâmetros do polinômio está-
tico podem ser obtidos diretamente da equação
(5) se Nr = m+ 1, pois a matriz X̃ será quadrada
e poderá ser invertida. Caso Nr 6= m + 1, a ma-
triz X̃ não será quadrada e consequentemente não
poderá ser invertida para a obtenção dos parâme-
tros. Nesse caso, faz-se necessário efetuar algumas
operações matriciais para se obter o vetor de pa-
râmetros, como pode ser visto no desenvolvimento
abaixo que resulta em (6).

Ỹ = X̃Pγ

X̃T Ỹ = X̃T X̃Pγ

Pγ =
[
X̃T X̃

]−1

X̃T Ỹ (6)

2.3.2 Estimação dos Parâmetros do Bloco
Dinâmico Linear

Assumindo que o sinal v(k) já foi determinado
pela equação (1) após a estimação dos parâmetros
do polinómio estático não-linear, torna-se posśı-
vel estimar os parâmetros que compõem o modelo
ARX. Assim, será aplicado a técnica de mı́nimos
quadrados em batelada para determinar os valores
iniciais dos parâmetros do modelo.

Partindo da equação (2) que representa o ma-
peamento do sinal intermediário v(k) através da
função g(.) e atribuindo os valores de entrada e
sáıda obtidos no experimento, obtém-se o seguinte
sistema matricial:



y(1)
y(2)
y(3)
y(4)

...
y(N)


=

=



y(0) y(1) ... y(N − 1)
...

... ...
...

y(1− ny) y(2− ny) ... y(N − ny)
v(1− d) v(2− d) ... v(N − d)

...
... ...

...
v(1− r) v(2− r) ... v(N − r)



T

∗

∗



σ1
...
σny

θ1
...
θnu


.

(7)
onde N é o número de amostras obtidas no expe-
rimento e r = d+ nu.

Reduzindo o sistema matricial (7), obtém-se:

Yh = XhΘh, (8)

onde Yh ∈ RN×1 é o vetor que contém os valores
de sáıda do sistema, Xh ∈ RN×(ny+nu) é a matriz
de regressores e Θh ∈ R(ny+nu)×1 é o vetor que
contém os parâmetros σi(i = 1, 2, ..., ny) e θj(j =
1, 2, ..., nu) do modelo ARX.

Assim como feito para obtenção da equação
(6), se a matriz Xh não for quadrada, será neces-
sário as mesmas operações matriciais que resultará
em:

Θh =
[
XT
hXh

]−1
XT
hYh (9)

A equação (9) determina os parâmetros do
modelo ARX por mı́nimos quadrados em bate-
lada. No entanto, será feita uma abordagem da
estimação recursiva de mı́nimos quadrados utili-
zando os parâmetros obtidos em (9) como condi-
ção ińıcial da estimação recursiva.

A técnica de mı́nimos quadrados recursivo se
baseia na ideia de derivar um algoritmo recursivo
partindo da equação final de mı́nimos quadrados
em batelada. A seguir, apresenta-se o algoŕıtmo
recursivo de mı́nimos quadrados.

Passo 1: O primeiro passo do algoritmo con-
siste na escolha dos valores iniciais para Ph e Θh,
ou seja, os valores de Ph(k − 1) e Θh(k − 1) exi-
gidos na primeira execução dos passos 3 e 4, res-
pectivamente. O valor inicial de Θh será dado
pelo resultado da estimação dos parâmetros por
mı́nimos quadrados em batelada do modelo sele-
cionado pelo Critério de Akaike. De acordo com
Aguirre (2007) , para o valor inicial da matriz de
covariância, Ph, adota-se um valor na faixa entre



I×103 < Ph0 < I×107, sendo que I ∈ Rnp×np é a
matriz identidade e np é o número de parâmetros
do modelo dinâmico linear (np = ny + nu).

Passo 2: Montagem do vetor de regressores
para o instante k adotando condições iniciais para
os atrasos referentes às entradas e sáıdas do mo-
delo adotado. A montagem desse vetor será feita
de acordo com a seguinte equação:

Ψh(k) =



y(k − 1)
...

y(k − ny)
v(k − d)

...
v(k − d− nu)


(10)

Passo 3: Cálculo da matriz de ganho, dada
por:

K(k) = Ph(k−1)ψh(k)
[
1 + ψTh (k)Ph(k − 1)ψh(k)

]−1
.

(11)
Passo 4: Utilizando os parâmetros calculados

na iteração anterior, calcula-se a sáıda estimada
no instante k com:

yhc(k) = ψTh (k)Θh(k − 1), (12)

onde yhc(k) é a sáıda estimada no instante k.
Passo 5: Neste passo, realiza-se um ajuste no

valor de Θh utilizando a matriz de ganho calculada
no passo 3 e o erro de estimação entre a sáıda real
e a sáıda estimada no instante k, o novo valor de
Θh é dado por:

Θh(k) = Θh(k − 1) +K(k) [y(k)− yhc(k)] . (13)

Passo 6: Cálculo da matriz de covariância
para o instante k. Esse cálculo será necessário
para a próxima iteração, já que para determinar
a matriz de ganho precisa-se de Ph(k − 1). Logo,
Ph(k) é dado por:

Ph(k) = Ph(k − 1)−K(k)ψTh (k)Ph(k − 1). (14)

Passo 7: Incrementa k fazendo k = k + 1.
Passo 8: Retorna ao passo 2.

2.4 Validação

A última etapa do processo de identificação é a
validação do modelo. A validação será realizada
pela utilização do ı́ndice RMSE e pelo VAF.

No modelo de Hammerstein, a sáıda do sis-
tema equivale a sáıda do bloco dinâmico linear,
então o ı́ndice RMSE é dado por:

RMSE =

√∑N
k=1 (y(k)− yhc

(k))
2√∑N

k=1 (y(k)− ȳ)
2

, (15)

onde RMSE é a raiz do erro quadrático médio en-
tre a sáıda medida y(k) e a sáıda estimada yhc

(k).
Vale lembrar que quanto menor o valor de RMSE,
maior será a eficiência do modelo na recuperação
da caracteŕıstica dinâmica do sistema.

O outro método que também será utilizado
para a etapa de validação é o VAF, que será dado
por:

V AF =

[
1− var(y − yhc

)

var(y)

]
× 100% (16)

onde y é um vetor com as sáıdas medidas do sis-
tema e yhc

é um vetor com as sáıdas estimadas.
Nesse caso, quanto mais o valor de V AF em por-
centagem se aproximar de 100%, melhor será a
qualidade do modelo.

3 Resultados Experimentais

Nesta seção, apresentam-se os resultados obtidos
com a aplicação do modelo de Hammerstein na
identificação de um caso experimental represen-
tado por uma planta térmica.

3.1 Descrição da Planta Térmica

Nesse trabalho, para obtenção de resultados expe-
rimentais, utilizou-se uma plataforma de controle
em tempo real que é composta de uma planta tér-
mica, o software LabV iewTM (Laboratory Virtual
Instrument Engineering Workbench), o Compac-
tRio 9073, os módulos de entrada e sáıda ana-
lógica, o sensor de temperatura LM 35 e um
atuador. O processo térmico consiste em uma
torradeira monofásica de 220Volts em corrente
alternada, com temperatura funcional no inter-
valo entre 25oC e 265oC. A interface em ambi-
ente LabV iewTM apresenta diversas configurações
para aplicações práticas de controle e identifica-
ção. Dentre elas, a interface possibilita escolher
o modo de malha, cujo opções são malha aberta
e malha fechada. Como o presente trabalho está
voltado para a área de identificação de sistemas,
utilizou-se o modo de malha aberta para aquisi-
ção de dados da planta térmica. Dessa forma, foi
estabelecido um sinal de entrada que foi aplicado
à planta e uma taxa de amostragem ao qual os
sinais de entrada e sáıda serão submetidos para a
aquisição de dados.

O peŕıodo de amostragem adotado neste tra-
balho foi de 0, 5s. Para aquisição de dados, foram
realizados dois experimentos em malha aberta. No
primeiro experimento, foi estabelecido uma en-
trada com quatro degraus, sendo eles de ampli-
tude 75V, 95V, 115V e 135V, respectivamente,
conforme ilustrado na Figura 2. Já no segundo
experimento, estabeleceu-se uma entrada com três
degraus cujas amplitudes são 100V, 125V e 90V,
respectivamente, conforme Figura 3.
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Figura 2: Sinais de (a) entrada e (b) sáıda obtidos
no primeiro experimento na planta térmica.
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Figura 3: Sinais de (a) entrada e (b) sáıda obtidos
no segundo experimento na planta térmica.

3.2 Modelo de Hammerstein aplicado à Identifi-
cação da Planta Térmica

A metodologia de identificação proposta neste ar-
tigo para o modelo de Hammerstein utiliza uma
expansão polinomial de grau m para representar o
bloco estático não-linear e um modelo ARX para
representar o bloco dinâmico linear com np ter-
mos e um atraso d em relação a entrada. Como
os dados obtidos por experimentação do sistema
fazem referência à entrada u(k) e à sáıda y(k), não
sendo posśıvel medir o sinal intermediário v(k) do
modelo de Hammerstein, o processo de identifica-
ção aqui proposto iniciará com a seleção da estru-
tura do polinômio estático não-linear e estimação
dos seus parâmetros. Para isso, não é necessário
o conhecimento do sinal intermediário, já que a
ordem do polinômio é escolhida por inspeção vi-
sual da curva caracteŕıstica estática, obtida com
base nos valores de regime da planta em diversos
pontos de operação, e a estimação dos parâmetros
do polinômio estático é obtida através do ajuste
polinomial por mı́nimos quadrados da curva ca-

racteŕıstica estática.
Primeiramente, é feito uma análise visual da

curva caracteŕıstica estática da Figura 4a que re-
presenta os valores de entrada e sáıda da planta
em regime permanente. Em seguida, definiu-se
que um polinômio de grau quatro seria suficiente
para se ajustar à curva caracteŕıstica, conforme
ilustrado na Figura 4b.
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Figura 4: Representação da (a) Curva Caracte-
ŕıstica Estática (*) e do (b) Ajuste polinomial de
grau 4 (–) por mı́nimos quadrados em batelada.

A estimação dos parâmetros do polinômio foi
realizada utilizando o método dos mı́nimos qua-
drados em batelada para valores de entrada e sáıda
em regime permanente. O resultado da aplicação
de mı́nimos quadrados é um vetor com os parâme-
tros do polinômio estático não-linear, dado por:

Pγ =


27, 0893
−0, 1359
0, 0198
−0, 000167
0, 00000058

 (17)

Substituindo os valores dos parâmetros de
(17) no polinômio mapeado para o modelo de
Hammerstein da equação 1, temos:

v(k) = 27, 0893− 0, 1359u(k) + 0, 0198u2(k)+
−0, 000167u3(k) + 0, 00000058u4(k).

(18)
A equação (18) é o polinômio parametrizado que
representa o bloco estático não-linear do modelo
de Hammerstein. Ao aplicar os dados de entrada
do primeiro experimento (Figura 2a) ao polinômio
estático não-linear, obtém-se o sinal intermediário
v(k). Este sinal irá auxiliar na estimação dos pa-
râmetros do bloco dinâmico linear representado
por um modelo ARX.

Antes de estimar os parâmetros do modelo
ARX, necessita-se selecionar a estrutura desse mo-
delo. Essa seleção é dada pela definição do número
de termos que compõem o modelo e do respectivo



atraso em relação a entrada, ou seja, definir as va-
riáveis nu, ny e d da equação (2). Dessa forma,
foi definido uma faixa de valores para cada uma
dessas variáveis, sendo:

nu = 1, 2, 3, ..., 5. (19)

ny = 1, 2, 3, ..., 5. (20)

d = 0, 1, 2, ..., 15. (21)

Os valores cujas variáveis dadas em (19), (20)
e (21) podem assumir, foram combinados e, a par-
tir de então, montou-se um modelo para cada com-
binação posśıvel. Logo, estimaram-se os parâme-
tros para cada um dos modelos utilizando a téc-
nica de mı́nimos quadrados em batelada.

Ao aplicar o critério de informação de Akaike
nos modelos obtidos pelas combinações entre nu,
ny e d, identificou-se qual dentre os modelos apre-
sentou menor valor de AIC(np) e, consequente-
mente, minimizou a função proposta por Akaike
em (3). Os melhores modelos de acordo com a
quantidade de termos são demonstrados na Figura
5.
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Figura 5: Resultado gráfico da aplicação do cri-
tério de informação de Akaike em relação ao (a)
número de termos e (b) em relação aos valores
individuais de ny, nu e d.

Analisando a Figura 5a, notou-se que o mo-
delo que minimizou a função de Akaike possui
np = 9 e, consequentemente, ao analisar a Figura
5b, verificou-se que o melhor modelo ARX esti-
mado por mı́nimos quadrados em batelada possui
ny = 4, nu = 5 e d = 9.

Os parâmetros do modelo ARX obtidos por
mı́nimos quadrados em batelada, é utilizado como
condição inicial para o estimador recursivo de mı́-
nimos quadrados. Portanto, o vetor de parâme-
tros iniciais do estimador é dado por:

Θh =



0, 5099
0, 289
0, 1231
0, 06855
0, 00656
−0, 00252
0, 00344
−0, 00316
0, 00521



T

(22)

Consequentemente, o vetor de regressores é
dado por:

Ψh =



y(k − 1)
...

y(k − 4)
v(k − 9)
v(k − 10)

...
v(k − 13)


(23)

Aplicando os dados de entrada do segundo ex-
perimento mostrado na Figura 3a à equação (18)
para obtenção do valor intermediário v(k) e apli-
cando as equações (22) e (23) ao algoritmo re-
cursivo de mı́nimos quadrados, obtém-se a sáıda
estimada do modelo de Hammerstein (Figura 6).
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Figura 6: Simulação livre.

A simulação livre do modelo de Hammers-
tein está mostrada na Figura 6, através da qual
verifica-se o bom desempenho do modelo obtido
por estimação recursiva na predição do sistema.
Além disso, a utilização do estimador recursivo de
mı́nimos quadrados disponibiliza a possibilidade
de acompanhar a variação dos parâmetros, con-
forme pode ser visto na Figura 7.

O bom desempenho do modelo identificado
por estimação recursiva de mı́nimos quadrados
também é observado atráves dos resultados ob-
tidos após a aplicação de critérios de validação,
conforme pode ser visto na Tabela 1.
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Figura 7: Variação dos parâmetros do modelo
ARX durante a estimação recursiva de mı́nimos
quadrados.

Estimação RMSE VAF

RMQ 0,1198 99,9970

Tabela 1: Validação do Modelo

4 Conclusões

Neste artigo foi apresentado uma metodologia de
identificação de sistemas não-lineares utilizando o
modelo de Hammerstein. Como foi visto ao longo
do texto, o modelo necessita de um sinal inter-
mediário que não pode ser obtido através da ex-
perimentação do sistema, ou seja, este sinal está
presente em uma conexão artificial inerente ao mo-
delo. Optou-se por estimar este sinal através do
bloco estático não-linear. Na estimação dos pa-
râmetros do bloco dinâmico linear, foi utilizado
o critério de informação de Akaike para definir o
número de termos do modelo e realizou-se uma
estimação recursiva de mı́nimos quadrados.

Em relação aos resultados experimentais ob-
tidos, a metodologia proposta nesse trabalho se
mostrou eficiente para garantir uma boa represen-
tação de um sistema não-linear.
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