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Abstract— This paper presents a fuzzy model as an estimator for inverse dynamics of nonlinear systems. The
proposed model will be of the Takagi-Sugeno type, and will perform the fuzzy combination of linear submodels
obtained from experimental data, located around operating points. Each submodel is mathematically defined
in the context of the observer state space, whose parameters will be estimated by the methodology of Observer

Kalman IDentification (OKID). Both the operating points and the data subsets will be obtained from the parti-
tioning of the training data space, using the Gustafson-Kessel nebulous clustering algorithm and the cylindrical
projection and extension methodology. Thus a mathematical statements that describes the methodology of the
proposed model, as well as the results of the experimental applications of the methodology will be presented.
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Resumo— Este artigo apresenta uma proposta de modelo nebuloso como estimador para dinâmica inversa
de sistemas não lineares. O modelo proposto será do tipo Takagi-Sugeno, e realizará a combinação nebulosa
de submodelos lineares obtidos de dados experimentais, localizados em torno de pontos de operação. Cada
submodelo está matematicamente definido no contexto do espaço de estados com observador, cujos parâmetros
serão estimados por meio da metodologia de identificação do observador de Kalman (do inglês Observer Kalman

IDentification – OKID). Tanto os pontos de operação quanto os subconjuntos de dados serão obtidos a partir
do particionamento do espaço de dados de treinamento, utilizando o algoritmo de agrupamento nebuloso de
Gustafson-Kessel e a metodologia de projeção e extensão ciĺındrica. Assim uma formulação matemática que
descreve a metodologia do modelo proposto, bem como os resultados das aplicações experimentais da metodologia
serão apresentados.

Palavras-chave— Identificação inversa em batelada, sistemas não lineares, modelos nebulosos Takagi-Sugeno,
OKID

1 Introdução

Em identificação de sistemas, um dos grandes de-
safios consiste na obtenção de modelos matemáti-
cos que representem suficientemente bem o com-
portamento inverso de um determinado sistema
dinâmico (Sousa and Kaymak, 2002). Para iden-
tificação inversa de sistemas dinâmicos, destacam-
se três abordagens principais (Jung and Enq-
vist, 2013). Na primeira abordagem, o modelo
direto do sistema é estimado na forma padrão
(usando dados de entrada e de sáıda do sistema
dinâmico), e em seguida o modelo obtido é inver-
tido, resultando na estimação inversa. Na segunda
abordagem o modelo direto do sistema é estimado
na forma padrão (com dados de entrada e dados
de sáıda), em seguida modelo obtido é usado em
série com o modelo inverso, e os parâmetros do
modelo inverso são estimados nesta configuração,
por minimização da diferença entre a entrada do
modelo direto e a sáıda do modelo inverso. Já
na terceira abordagem, a identificação é feita em
uma só etapa, por estimar o modelo inverso dire-
tamente, usando dados de sáıda e de entrada do

sistema dinâmico.

Nesse contexto, muitos modelos que realizam
o mapeamento inverso de sistemas dinâmicos não
lineares têm sido desenvolvidos para atender vá-
rias aplicações na medicina, nas ciências geográfi-
cas, nas ciências biológicas, assim como em outras
áreas da conhecimento (Kovalets et al., 2018; Dai
et al., 2017; Wang and Cisse, 2017; Qin and
Jia, 2018). Em Mu et al. (2008), um algoritmo
de realização de mı́nimos quadrados, baseado em
agrupamentos nebulosos, estruturado sobre redes
neurais artificiais é proposto como metodologia
para realizar a identificação inversa de sistemas
não linear do tipo SISO. Em Brunot et al. (2018),
um método baseado em variável instrumental refi-
nada (RIV), como procedimento de estimação pa-
ramétrica de modelo obtido por identificação di-
nâmica inversa, é proposto para controle de ma-
nipulador robótico do tipo MIMO. Em termos de
estrutura de modelo, observa-se nessas duas abor-
dagens que tanto a estimação do comportamento
das entradas quanto os estados inversos são decor-
rentes da manipulação algébrica de inversão das
leis f́ısicas que mapeiam as entradas para as sáı-



das do sistema.
Assim, a originalidade proposta por este ar-

tigo consiste em obter estados inversos e em esti-
mar o comportamento das entradas de um sistema
dinâmico não linear do tipo MIMO, a partir de
um Modelo Nebuloso Takagi-Sugeno Inverso, es-
truturado no contexto do espaço de estados com
estimação paramétrica obtida diretamente dos da-
dos de entrada e sáıda do sistema, dispensando
a manipulação algébrica de leis f́ısicas que regem
a natureza do sistema. A estimação paramétrica
será formulada a partir da versão nebulosa do
algoritmo OKID, cujos os dados serão extráıdos
pelo método da projeção e extensão ciĺındrica,
em conjunto com o algoritmo de agrupamento
nebuloso de Gustafson-Kessel (Wang, 1997; Ba-
buška, 1998), a partir de uma batelada de dados
de treinamento. Uma outra contribuição do ar-
tigo é apresentar uma nova metodologia de obser-
vação de estados nebulosos, porém no contexto de
mapeamento inversos de sistemas dinâmicos não
lineares.

Dessa forma, o artigo está organizado como
segue. A seção dois apresenta a proposta da me-
todologia de identificação inversa em batelada de
sistemas dinâmicos não lineares MIMO, baseada
em modelo nebuloso Takagi-Sugeno Inverso Di-
reto, com estrutura no contexto do espaço de es-
tados. A seção três apresenta os resultados expe-
rimentais da aplicação da metodologia proposta.
A seção quatro apresenta a análise dos resultados
experimentais com as respectivas considerações fi-
nais.

2 Metodologia

Nesta seção serão estabelecidas as formulações
matemáticas referentes à metodologia proposta.

2.1 Modelo nebuloso Takagi-Sugeno inverso

Seja um sistema MIMO não linear S de r entradas
u(k) ∈ R

r×1 e m sáıdas y(k) ∈ R
m×1. Propõe-

se o modelo nebuloso Takagi-Sugeno inverso como
estimador para a dinâmica inversa de S, cuja base
de regras é definida nos seguintes termos:

Ri: SE y(k) é Yi
yu E u(k) é U i

yu

ENTÃO

{
x̂i
yu(k + 1) = x̂i

yu (y(k),u(k))

ûi(k) = ûi (y(k),u(k))
(1)

onde i ∈ [1, c] ⊂ Z
∗
+ é o ı́ndice da regra. O termo

consequente é estabelecido no contexto do espaço
de estados, e n é como o número de estados esti-
mados e, consequentemente, a ordem do submo-
delo, x̂i

yu(k + 1) ∈ R
n×1 é a equação de estados

estimados e ûi(k) ∈ R
r×1 é equação da sáıda es-

timada, ambas referentes ao submodelo local do

termo consequente da i-ésima regra. O i-ésimo
valor das variáveis lingúısticas Yi

yu e U i
yu são esta-

belecidos por conjunto nebulosos, cujos graus de
pertinência são definidos matematicamente como
µYi

yu
(k) = µYi

yu
(y(k)) : R

m×1 7−→ [0, 1] ⊂ R e

µUi
yu
(k) = µUi

yu
(u(k)) : R

r×1 7−→ [0, 1] ⊂ R res-
pectivamente. O grau de ativação de cada regra
βi
yu(k) é definido pela norma T ⊗ como segue:

βi
yu(k) , µYi

yu
(k)⊗ µUi

yu
(k) (2)

O grau de ativação normalizado de cada regra é
definido como sendo:

γi
yu(k) ,

βi
yu(k)

c∑

i=1

βi
yu(k)

(3)

Assim, o modelo nebuloso Takagi-Sugeno inverso
com base de regras conforme (1) pode ser mate-
maticamente definido tanto para o estado predito
como para a sáıda do modelo:

˜̂xyu(k + 1) ,

c∑

i=1

γi
yu(k)x̂

i
yu(k + 1) (4)

˜̂u(k) ,

c∑

i=1

γi
yu(k)û

i(k) (5)

2.2 Modelagem inversa com abordagem direta e
a Identificação do Observador de Kalman

Para a proposta deste artigo, o submodelo local
deve realizar o processo de inversão pela aborda-
gem direta do subconjunto de dados referente à i-
ésima regra (Sousa and Kaymak, 2002), conforme
a Figura 1.

Associando o submodelo local
(
Ŝ−1

)i

da Figura

1 com o contexto do termo consequente da base
de regras em (1), propõe-se a seguinte estrutura

x̂i
yu(k + 1) = Ĝix̂i

yu(k) + Ĥiy(k)

−Ôi
[
u(k)− ûi(k)

]
(6)

ûi(k) = Γ̂
i
x̂i
yu(k) + ∆̂

i
y(k) (7)

como sendo o submodelo local no espaço de estados
com observador de estados de Kalman, onde Ĝi ∈

R
n×n, Ĥi ∈ R

n×m, Ôi ∈ R
n×r, Γ̂

i
∈ R

r×n e ∆̂
i
∈

R
r×m são respectivamente a matriz dinâmica ou

matriz de estados, amatriz de entrada, amatriz do



Figura 1: Diagrama de blocos do submodelo in-
verso em torno de um ponto de opera-
ção i por abordagem direta (Sousa and
Kaymak, 2002).

u(k)
S

y(k)

ûi(k)

+

−
ε
i(k)

(
Ŝ−1

)i

Submodelo local inverso por

abordagem direta
(
Ŝ−1

)i

observador de estados, amatriz de sáıda e amatriz
de transição direta, todos referente ao submodelo.
A equação de estados estimados em Eq. (6) pode
ser sintetizada para incluir o termo do observador
de estados em sua estrutura, resultando em:

x̂i
yu(k + 1) = Ĝ

i

x̂i
yu(k) + Ĥ

i

zyu(k) (8)

ûi(k) = Γ̂
i
x̂i
yu(k) + ∆̂

i
y(k) (9)

como sendo submodelo local no espaço de estados
do observador de Kalman, com

Ĝ
i

, Ĝi + ÔiΓ̂
i
∈ R

n×n (10)

Ĥ
i

,

[
Ĥi + Ôi∆̂

i
, −Ôi

]
∈ R

n×(m+r) (11)

e zyu(k) =
[
(u(k))

T
, (y(k))

T
]T
(m+r)×1

é o vetor

de dados pertencente à batelada ou o conjunto da-
dos de treinamento de tamanho l, definido pela
matriz Zyu(l) = [zyu(1), · · · , zyu(k), · · · , zyu(l)] ∈
R

(m+r)×l, com k ∈ {1, · · · , l} ⊂ Z+.
A partir das Eqs. (8) e (9), a metodologia

OKID é desenvolvida em três passos. Primeira-
mente, a estimação em batelada dos parâmetros
de Markov é realizada. Em seguida, os parâmetros
Markov estimados são desacoplados. Por fim, os
parâmetros de Markov desacoplados são utilizados
no algoritmo ERA, e a estimação dos parâmetros
das Eqs. (6) e (7) é realizada.

2.2.1 Estimação dos parâmetros dos Mar-

kov do observador de Kalman

O processo de estimação dos parametros de Mar-
kov do observador é inicializado ao aplicar o sub-
conjunto local de dados nas variáveis da estutura

do respectivo submodelo local do observador de
Kalman, descrito nas das Eqs. (8) e (9). Além
disso algumas definições iniciais são necessárias.
Matematicamente sejam:

1) o i-ésimo subconjunto local de dados (de ta-
manho lic), Z

i
yu(l

i
c) ⊂ Zyu(l), tal que Z

i
yu(l

i
c) =[

ziyu(1), · · · , z
i
yu(κ), · · · , z

i
yu(l

i
c)
]
∈ R

(m+r)×lic ,

com κ ∈
{
1, · · · , lic

}
⊂ Z+;

2) o registro de dados do i-ésimo subconjunto

local, ziyu(κ) =
[(
ui(κ)

)T
,
(
yi(κ)

)T ]T
∈

R
(m+r)×1;

3) o ı́ndice do deadbeat do observador de Kalman,

q ∈ Z+, 0 < q ≪
c

min
i=1

{
lic
}
.

A priori, seja a matriz

[
Ĝ

i
]q

obtida pela ex-

panção da Eq. (8) de x̂i
yu(κ + 1) a x̂i

yu(κ + q).

Se Ĝ
i

é assintoticamente estável e os estados esti-
mados x̂i

yu(κ) são limitados (contornáveis), então
um q adequado é uma condição suficiente para que

a matriz

[
Ĝ

i
]q

convirja para a matriz nula (Wu

et al., 2015). Além disso, a aplicação da expanção
na Eq. (9) para todo κ ∈

{
1, · · · , lic − q

}
⊂ Z+

resulta em:

υ
i = Ŷ

i

yuV
i
yu (12)

a qual é denominada submodelo local inverso li-
near invariante no tempo para cada regra i, onde:

υ
i =

[
ui(1 + q) · · · ui(κ+ q) · · · ui(lic)

]
(13)

Ŷ
i

yu =





∆̂
i

︸︷︷︸(
Ŷ

i

yu

)

1

Γ̂
i
Ĥ

i

︸ ︷︷ ︸(
Ŷ

i

yu

)

2

Γ̂
i
Ĝ

i

Ĥ
i

︸ ︷︷ ︸(
Ŷ

i

yu

)

3

Γ̂
i
[
Ĝ

i
]2

Ĥ
i

︸ ︷︷ ︸(
Ŷ

i

yu

)

4

· · ·

· · ·

Γ̂
i
[
Ĝ

i
](q−2)

Ĥ
i

︸ ︷︷ ︸(
Ŷ

i

yu

)

q

Γ̂
i
[
Ĝ

i
](q−1)

Ĥ
i

︸ ︷︷ ︸(
Ŷ

i

yu

)

q+1




(14)

V
i
yu =





yi(q + 1) · · · yi(κ+ q) · · · yi(lic)

ziyu(q) · · · ziyu(κ + (q − 1)) · · · ziyu(l
i
c − 1)

ziyu(q − 1) · · · ziyu(κ + (q − 2)) · · · ziyu(l
i
c − 2)

ziyu(q − 2) · · · ziyu(κ + (q − 3)) · · · ziyu(l
i
c − 3)

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.

ziyu(2) · · · ziyu(κ + 1) · · · ziyu((l
i
c − q) + 1)

ziyu(1) · · · ziyu(κ) · · · ziyu(l
i
c − q)





(15)

onde υ
i ∈ R

r×(lic−q), Ŷ
i

yu ∈ R
r×[m+q(m+r)],

Vi
yu ∈ R

[m+q(m+r)]×(lic−q) são respectivamente a
matriz de regressores da sáıda, a matriz dos pa-
râmetros de Markov e a matriz dos dados locais



da entrada do sistema e dos regressores de sáıda,
todas referentes ao ponto de operação da i-ésima

regra. Resolvendo a Eq. (12) para Ŷ
i

yu no con-
texto de Mı́nimos Quadrados tem-se:

Ŷ
i

yu = υ
i
(
Vi

yu

)T [
Vi

yu

(
Vi

yu

)T ]−1

(16)

que são os parâmetros (ótimos) de Markov do ob-
servador, estimados em batelada do subconjunto
de dados em torno do ponto de operação referente
à i-ésima regra.

2.2.2 Desacoplamento dos parâmetros de

Markov do observador de Kalman

estimados

Cada elemento da matrix dos parâmetros de Mar-
kov do observador de Kalman estimados em (14)
combina tanto o conjunto de parâmetros de Mar-
kov estimados associados com o submodelo lo-
cal (sem observador local), quanto ao conjunto
de parâmetros de Markov associados com o ga-
nho do observador local. Consequentemente, para

computá-los, é necessário desacoplá-los. Como Ĝ
i

e Ĥ
i

, descritos nas Eqs. (10) e (11), a partir

de (14) tem-se que

(
Ŷ

i

yu

)

1

= ∆̂
i
, e para um

κ ∈ Z+, κ ≥ 2 pode-se obter (Wu et al., 2015):

(
Ŷ

i

yu

)

κ

=

[(
Ŷ

i

yu

)(1)

κ

,−

(
Ŷ

i

yu

)(2)

κ

]
(17)

onde

(
Ŷ

i

yu

)(1)

κ

∈ R
r×m,

(
Ŷ

i

yu

)(2)

κ

∈ R
r×r e

(
Ŷ

i

yu

)

κ

∈ R
r×(m+r). Assim de (17), o con-

junto de parâmetros de Markov estimados asso-

ciados com o submodelo local
(
Ŷi

yu

)
1
∈ R

r×m

e
(
Ŷi

yu

)
κ
∈ R

r×m pode ser obtido como segue:

(Phan et al., 1991; Wu et al., 2015):

(
Ŷ

i
yu

)

1
=

(
Ŷ

i

yu

)

1

= ∆̂
i

(18)

(
Ŷ

i
yu

)

κ
=

(
Ŷ

i

yu

)(1)

κ

−

κ−1∑

ι=1

(
Ŷ

i

yu

)(2)

ι+1

(
Ŷ

i
yu

)

κ−ι
,

∀ κ ∈ {2, · · · , q + 1} ⊂ Z+ (19)

(
Ŷ

i
yu

)

κ
= −

q∑

ι=1

(
Ŷ

i

yu

)(2)

ι+1

(
Ŷ

i
yu

)

κ−ι
,

∀ κ ∈ Z+, κ ≥ q + 2 (20)

e o conjunto de parâmetros de Markov associados

com o ganho do observador local
(
Ŷi

yu

)o

2
∈ R

r×r

e
(
Ŷi

yu

)o

κ
∈ R

r×r pode ser obtido como segue

(Phan et al., 1991; Wu et al., 2015):

(
Ŷ

i
yu

)o

2
=

(
Ŷ

i

yu

)(2)

2

(21)

(
Ŷ

i
yu

)o

κ
=

(
Ŷ

i

yu

)(2)

κ

−

κ−2∑

i=1

(
Ŷ

i

yu

)(2)

i+1

(
Ŷ

i
yu

)o

κ−i
,

∀ κ ∈ {3, · · · , q + 1} ⊂ Z+ (22)

(
Ŷ

i
yu

)o

κ
= −

q∑

i=1

(
Ŷ

i

yu

)(2)

i+1

(
Ŷ

i
yu

)o

κ−i
,

∀ κ ∈ Z+, κ ≥ q + 2 (23)

Uma vez encontrado os parâmetros desaco-

plados
(
Ŷi

yu

)
κ
e
(
Ŷi

yu

)o

κ
, monta-se o conjunto

de parâmetros de Markov estimados e desacopla-
dos do submodelo local com observador de esta-
dos, para κ ∈ Z+, κ ≥ 2, como segue:

(
Υ̂

i

yu

)
κ
=
[(

Ŷi
yu

)
κ
,
(
Ŷi

yu

)o

κ

]
∈ R

r×(m+r) (24)

2.2.3 Algoritmo de realização de autossis-

temas

A função da Eq. (24) é obter um conjunto de
parâmetros de Markov desacoplados que permita

estimar os parâmetros Ĝi, Ĥi, Ôi, Γ̂
i
e ∆̂

i
para

cada submodelo local descrito pelas Eqs. (6) e
(7). Uma metodologia que conduz alcançar esta
função é o algoritmo de realização de autossiste-
mas ERA. O ERA usa a definição da matriz de

Hankel para organizar
(
Υ̂

i

yu

)
κ
em uma configu-

ração espećıfica para estimar aqueles parâmetros
via decomposição de valores singulares (SVD).

Seja a matriz de Hankel definida com κ ≥ 2
inteiro como segue:

H
i
yu(κ − 2) =





(
Υ̂

i

yu

)

κ

(
Υ̂

i

yu

)

κ+1
· · ·

(
Υ̂

i

yu

)

κ+g−1(
Υ̂

i

yu

)

κ+1

(
Υ̂

i

yu

)

κ+2
· · ·

(
Υ̂

i

yu

)

κ+g

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.(

Υ̂
i

yu

)

κ+p−1

(
Υ̂

i

yu

)

κ+p
· · ·

(
Υ̂

i

yu

)

κ+p+g−2





(25)

onde H
i
yu(κ − 2) ∈ R

pr×g(m+r), e p ≥ 0 e g ≥
0 são inteiros arbitrários suficientemente grandes.
Observa-se que pr < g(m+r) e p ≥ q são condições
necessárias para executar o ERA via matriz de
Hankel (Wu et al., 2015).

Para realizar o ERA, é necessário calcu-
lar H

i
yu(0) e H

i
yu(1), e em seguida decompor

H
i
yu(0) em valores singulares, tal como H

i
yu(0) =

Λi
yuΣ

i
yu

(
Si
yu

)T
, onde Λi

yu ∈ R
pr×pr e Si

yu ∈

R
g(m+r)×g(m+r) são matrizes ortogonais, e Σi

yu ∈

R
pr×g(m+r) é a matriz diagonal definida como:



Σi
yu =




(
Σi

yu

)
n

0

0 0


 (26)

(
Σi

yu

)
n
=




(
Σi

yu

)∣∣σnmin

σ1
0

0
(
Σi

yu

)∣∣σn

σnmin+1


 (27)

com σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σnmin ≫ σnmin+1 ≥
. . . ≥ σn sendo os elementos da matriz de
valores singulares

(
Σi

yu

)
n

∈ R
n×n, desenvol-

vida em (27), a qual pode ser decomposta
em duas submatrizes: a matriz de valo-
res singulares significativos

(
Σi

yu

)∣∣σnmin

σ1
=

diag [σ1, · · · , σnmin ] ∈ R
nmin×nmin e a ma-

triz de valores singulares não significativos(
Σi

yu

)∣∣σn

σnmin+1
= diag [σnmin+1, · · · , σn] ∈

R
(n−nmin)×(n−nmin). Os valores singulares não

significativos são relativamente pequenos por
conterem mais informações ruidosas do que
sistema, implicando que o seu comportamento
pode ser aproximadamente representado por(
Σi

yu

)∣∣σnmin

σ1
. Para isso é necessário limitar o

número de colunas até as nmin primeiras colunas
em ambas as matrizes Λi

yu e Si
yu, resultando

em
(
Λi

yu

)
nmin

∈ R
pr×nmin e

(
Si
yu

)
nmin

∈

R
g(m+r)×nmin , tal que

(
H

i
yu(0)

)
nmin

=
(
Λi

yu

)
nmin

(
Σi

yu

)∣∣σnmin

σ1

(
Si
yu

)T
nmin

≈ H
i
yu(0).

Assim os parâmetros Ĝi, Ĥi, Ôi, Γ̂
i
e ∆̂

i
são

estimados como (Wu et al., 2015):

Ĝ
i =

[(
Σ

i
yu

)
−1/2

nmin

(
Λ

i
yu

)T

nmin

]
·Hi

yu(1)

·

[(
S

i
yu

)

nmin

(
Σ

i
yu

)
−1/2

nmin

]
(28)

[
Ĥi Ôi

]
= as primeiras m + r colunas de(

Σ
i
yu

)1/2

nmin

(
S

i
yu

)T

nmin

.

(29)

Ĥ
i
= as primeiras m colunas de

[
Ĥ

i
Ô

i
]
. (30)

Ô
i = as últimas r colunas de

[
Ĥ

i
Ô

i
]
. (31)

Γ̂
i
= as primeiras r linhas de(

Λ
i
yu

)

nmin

(
Σ

i
yu

)1/2

nmin

.

(32)

∆̂
i
=

(
Ŷ

i
yu

)

1
=

(
Ŷ

i

yu

)

1

de acordo com (18). (33)

Consequentemente em termos de imple-

mentação de (1), o modelo nebuloso Takagi-
Sugeno inverso com abordagem direta dos da-
dos em batelada pode ser completamente definido
como:

Ri: SE y(k) é Yi
yu E u(k) é U i

yu

ENTÃO





ûi(k) = Γ̂
i
x̂i
yu(k) + ∆̂

i
y(k)

x̂i
yu(k + 1) = Ĝix̂i

yu(k) + Ĥiy(k)

−Ôi
[
u(k)− ûi(k)

]
(34)

onde os termos lingúısticos Yi
yu e U i

yu são definidos
pelos conjuntos nebulosos de acordo com o que foi
acima citado.

2.3 Questões de implementação

Para implementar o modelo nebuloso proposto
pela Eq. (34) é necessário usar três metodolo-
gias como suporte: o agrupamento de dados, a
extração de dados referente a cada regra e o cál-
culo do grau de ativação do antecedente. Ape-
sar de existirem várias formas de executá-los
(Babuška, 1998; Lughofer, 2011; Sousa and Kay-
mak, 2002; Wang, 1997), neste artigo serão usa-
dos o algoritmo de agrupamento de Gustafson-
Kessel de acordo com Babuška (1998), a aborda-
gem da projeção e extenção ciĺındrica de acordo
com Wang (1997) e a metodologia probabilistica
ou das distâncias de acordo com Babuška (1998)
para cada uma daquelas metodologias respectiva-
mente. Observa-se que cada agrupamento (do in-
glês cluster) está associado com cada regra, e por-
tanto serão considerados como sinônimos.

Além disso nos termos de cada consequente de
regra ou agrupamento, tem-se alguns parâmetros
definidos pelo usuário, i.e., nmin, q, p e g, os quais
devem ser escolhidos seguindo alguns critérios:

a) nmin ≥ 1;

b)
nmin

m+ r
≤ q ≤

c

min
i=1

{
lic
}
−m

m+ r + 1
;

c) p ≥ q;

d) g >
pr

m+ r
.

Se as frações não são inteiras, então elas de-
vem ser arredondas em direção ao próximo in-
teiro positivo. O estado inicial de cada sub-
modelo local pode ser definido como x̂i

yu(1) =[(
Γ̂
i
)T

Γ̂
i
]−1 (

Γ̂
i
)T

ui(1).

O Algoritmo 1 resume o procedimento de im-
plementação da metodologia proposta por este ar-
tigo.

3 Implementação experimental: o tanque

de reação de agitação cont́ınua

Aqui será apresentado o processo de implemen-
tação experimental da metodologia proposta. Os



Algoritmo 1 Procedimento da realização do mo-
delo nebuloso Takagi-Sugeno inverso com abor-
dage direta em batelada.

Entrada: a) a batelada de dados de treinamento
Zyu(l); b) os parâmetros referentes ao algoritmo
de agrupamento de Gustafson-Kessel (GK) (são
os mesmos para o método das distâncias (proba-
biĺıstico)); c) o número de regras/agrupamentos
c ∈ {2, · · · , l} ⊂ Z+ e d) os parâmetros nmin, q, p
e g, pelos critérios anteriormente estabelecidos.

Sáıda: A implementação do modelo nebuloso Takagi-
Sugeno inverso estimado via abordagem direta da
batelada de dados.

⊲ ETAPA 01: realizar o agrupamento e extração
dos subconjuntos de dados Zi

yu(l
i
c).

⊲ PASSO 1.2: obter os agrupamentos nebulosos via
algoritmo GK conforme em Babuška (1998) e re-
tornar a matriz de partição nebulosa U = [µik]c×l

,
matriz de centros dos agrupamentos (ou pontos
de operação) V = [vi](m+r)×c a a matriz de co-

variância ponderada dos dados agrupados F =[
F

i
]
c(m+r)×(m+r)

.

⊲ PASSO 1.3: da matriz de partição U e da ba-
telada de dados de treinamento Zyu(l), aplicar a
metodologia de projeção e extensão ciĺındrica so-
bre Zyu(l) e obter cada subconjunto local de dados
Z

i
yu(l

i
c). Maiores detalhes dessa metodologia con-

sultar em Wang (1997).

⊲ ETAPA 02: Estimar os parâmetros de Markov do
observador de Kalman pelas Eqs. (13), (15) e (16).

⊲ ETAPA 03: Desacoplar os parâmetros de Markov
do observador de Kalman estimados no Passo 02
pelas Eqs. (17) a (24).

⊲ ETAPA 04: Estimar as matrizes Ĝ
i, Ĥi, Ôi, Γ̂

i

e ∆̂
i
, utilizando o ERA conforme as Eqs. (25) a

(33).

⊲ ETAPA 05: Implementar o modelo Takagi-
Sugeno inverso da Eq. (34) por meio das Eqs. (3)
à (5) e estimar o grau de ativação regra em (2), nas
seguintes condições:

1) Na etapa de treinamento: βi
yu(k) = µik;

2) Na etapa de validação: a partir de V e F obti-
dos do algoritmo GK, estimar βi

yu(k) por meio
do método das distâncias (ou probabiĺıstico),
conforme Babuška (1998). OBS.: os parâme-
tros definidos pelo usuário para o algoritmo
GK são os mesmos para a implementação do
método das distâncias.

Fonte: autor próprio.

experimentos acontecerão com os dados da planta
denominada tanque de reação de agitação cont́ı-
nua (Lightbody and Irwin, 1997). O funciona-
mento básico da planta consiste na reação de dois
produtos que são misturados, gerando um com-
posto A, cuja concentração é Ca(t) em [mol/L]. A
temperatura da mistura é T (t) em [K] (Kelvin). A
reação exotérmica é controlada pela introdução de
um refrigerante com taxa de fluxo qc(t) [L/min].
A dinâmica da planta é descrita pelas seguintes
equações diferenciais não lineares:

dCa(t)

dt
=

q

v
(Ca0 − Ca(t))− k0Ca(t)e

−
E

RT (t) (35)

dT (t)

dt
=

q

v
(T0 − T (t))− k1Ca(t)e

−
E

RT (t)

+k2qc(t)

(
1− e

−
k3

qc(t)

)
(Tc0 − T (t)) (36)

onde os valores numéricos dos parâmetros são ava-
liáveis em Lightbody and Irwin (1997). Esta
planta é do tipo SIMO, o qual tem uma en-
trada u(t) = u(t) = qc(t) e duas sáıdas y(t) =[
y1(t) , y2(t)

]T
=

[
Ca(t) , T (t)

]T
.

Os dados do processo são obtidos do reposi-
tório DaISy (Moor, 2010), o qual tem 7500 pon-
tos com um peŕıodo de amostragem de Ts =
0.1 min. = 6 s. Para a realização das simulações,
o espaço de treinamento (ou batelada) e o espaço
de validação foram estabelecidos respectivamente
como os primeiros l = 5000 pontos e os últimos
η = 2500 pontos, conforme ilustrado na Figura 2.

Figura 2: apresentação dos dados da planta. A
área é o espaço de treinamento e a área
é o espaço de validação.
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Para o projeto do modelo nebuloso proposto
pela metodologia do artigo são definidos as seguin-
tes caracteŕısticas: a) o ı́ndice de deadbeat do ob-
servador q = 1; b) o número mı́nimo de estados
para cada submodelo local de nmin = 1 estados;
p = 40 e g = 60. Os outros parâmetros relativos
ao algoritmo de agrupamento GK são definidos
como padrão de acordo com Babuška (1998).

3.1 Resultados experimentais

Foram realizados 4 experimentos para a identi-
ficação de dinâmica inversa da planta do tan-
que de agitação, utilizando a metodologia pro-
posta por este artigo. Cada experimento está as-
sociado com um número de regras/agrupamentos
c ∈ {2, 3, 4, 5}. O desempenho dos experimentos
foi avaliado pelas métricas erro quadrático médio
normalizado NMSE e ı́ndice quadrático de confia-
bilidade R2 (Lughofer, 2011), conforme a seguinte
formulação:

NMSE =
1

N

N∑

k=1

[
˜̂u(k)− u(k)

max (u)−min (u)

]2

(37)

R
2 =

N∑

k=1

[
˜̂u(k)− u(k)

]2

N∑

k=1

[
˜̂u(k)− u(k)

]2
+

N∑

k=1

[
u(k)− ˜̂u(k)

]2
(38)

onde N é o número de dados do espaço de trei-
namento (i.e. N = l); u(k) e ˜̂u(k) são a en-
trada da planta e a sáıda do modelo nebuloso
inverso respectivamente, e u(k) é o valor mé-
dio recursivo de u até a amostra k, definido por

u(k) =
1

k

k∑

κ=1

u(κ), ∀ k ∈ {1, · · · , N} ⊂ Z+.

Na Tabela 1 estão os resultados destas mé-
tricas de desempenho para a simulação de cada
regra/grupamento.

Tabela 1: número de regras / agrupamentos c ver-
sus métricas de desempenho do NMSE
e do R2.

c NMSE R2

2 0, 002311 0, 964343

3 0, 004679 0, 932454

4 0, 002258 0, 964723

5 0, 004743 0, 930719

A Figura 3 ilustra os resultados do experi-
mento para c = 4 regras/agrupamentos: a Figura
3a apresenta a comparação entre a dinâmica da
entrada do sistema u(k) e a dinâmica da sáıda do
modelo nebuloso inverso ˜̂u(k) no espaço de vali-
dação, enquanto que a Figura 3b apresenta a di-
nâmica dos estados estimados do modelo nebuloso

inverso, conforme a Eq. (4), para ambos os espa-
ços de treinamento e validação.

Figura 3: resultados do experimento com c = 4
regras/agrupamentos.
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(a) Comparação entre a sáıda modelo
nebuloso inverso obtido pela metodologia

proposta e a entrada da planta no espaço de
validação.
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(b) Estado nebuloso estimado. A área
é o espaço de treinamento e a

área é o espaço validação.

4 Conclusões

4.1 Análise dos resultados experimentais

Baseado nas Eqs. (37) e (38), observa-se que o
valores ótimos para as métricas NMSE e R2 são
obtidos com o mı́nimo e o máximo entre todos
os valores comparados respectivamente. Assim o
modelo nebuloso inverso ótimo dentre os experi-
mentos foi aquele com c = 4 regras, NMSE =
0, 002258 e R2 = 0, 964723, conforme a Tabela 1,
apresentando um desempenho com pouca varia-
bilidade e adequadamente confiável como estima-
dor de u(k), o que pode ser observado na etapa
de validação do modelo nebuloso inverso ilustrado
na Figura 3a. Porém um desempenho semelhante
é obtido para um modelo nebuloso inverso com
c = 2 regras, indicando tendência da metodolo-
gia apresentar melhores desempenhos com poucas
regras.



O estado nebuloso estimado ˜̂x1, conforme
ilustrado na Figura 3b, apresenta uma dinâmica
muito oscilatória. Isso é devido à composição
nebulosa entre os submodelos locais, ponderados
pelo seus respectivos graus de ativação normali-
zados γi

yu. Ainda assim os estados estimados dos

submodelos locais x̂i
1 conduz a respostas da sáıdas

locais adequadas, e a combinação dos seus efeitos
na sáıda nebulosa da Eq. (5) compensa essas os-
cilações.

4.2 Considerações finais

Como acima mencionado, a formulação apresen-
tada estruturou a metodologia na abordagem lo-
cal do consequente, associando a metodologia do
OKID para estimar os parâmetros a partir dos da-
dos em cada submodelo local no contexto do es-
paço do estados com o observador de Kalman. Al-
gumas questões sobre configurações de parâmetros
da metodologia proposta, relativas aos algoritmo
de agrupamento GK, a metodologia de projeção
e extensão ciĺındrica e ao OKID do consequente,
foram estabelecidos na para a implementação ex-
perimental. Assim os resultados experimentais
acima analisados demonstraram que o modelo de-
corrente da metodologia proposta é adequado para
identificar a dinâmica inversa de dados em bate-
lada de sistemas não lineares.
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