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Abstract— This paper presents a technique for reducing the order of dynamic system models in which the poles
and zeros of the reduced model are obtained analytically by solving a system of linear equations. Whilst poles
are computed by using a generalized least square technique, zeros are determined by a frequency response fitting
based on a quadratic norm error criterion. Two numerical examples appearing in related publications corroborate
the effectiveness of the proposed method whose results are compared with those obtained by competing methods.
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Resumo— Este artigo apresenta uma técnica de reducao de ordem de modelos de sistemas dinamicos na qual
os polos e zeros do modelo reduzido sao obtidos analiticamente, resolvendo um sistema de equagodes lineares.
Enquanto os polos sdo calculados pelo uso de uma técnica de minimos quadrados generalizada, os zeros sao
determinados por um ajuste de resposta em frequéncia baseado em um critério de erro de norma quadrética.
Dois exemplos numéricos que aparecem em publicagdes relacionadas corroboram a eficdcia do método proposto,

cujos resultados sdo comparados com aqueles obtidos por métodos concorrentes.

Palavras-chave— Sistemas de controle, Reduc¢ido de ordem de modelos, Ajuste de resposta em frequéncia.

1 Introdugao

Em modelagem ou identificacao de sistemas, al-
guns modelos obtidos podem possuir ordem ele-
vada, o que muitas vezes dificulta a aplicagao de
técnicas de andlise ou sintese de controle. Este
fato tem motivado o desenvolvimento de técnicas
de reducao de ordem, visando obter modelos de
ordens relativamente mais baixas e que represen-
tem de forma adequada as caracteristicas dinami-
cas dos sistemas, de acordo com critérios estabe-
lecidos.

Desde a década de 1960, diversas técnicas vém
sendo propostas para reduzir ou simplificar mode-
los de sistemas dindmicos (Aguirre, 2007). No ini-
cio, a capacidade de processamento limitada dos
computadores estimulou o desenvolvimento dessas
técnicas e, atualmente, a motivacao esta relacio-
nada principalmente & complexidade de determi-
nados sistemas. A redugdo de ordem de mode-
los de sistemas elétricos de poténcia com cente-
nas de estados, apresentada em (Li et al., 2016),
é um tipico exemplo. Singh et al. (2014) citam
cinco razoes para a reducao: possibilidade de me-
lhor compreensao do sistema, redugao da comple-
xidade computacional, reducao da complexidade
do hardware, viabilidade de projetos de controla-
dores e rapidez do processamento em tempo real.

Algumas técnicas cldssicas foram amplamente
divulgadas na literatura, como por exemplo, a
aproximagao de Padé (Padé, 1892), o método de
retencdo de polos dominantes (Davison, 1966),
o método de aproximagdo de Routh (Hutton
and Friedland, 1975), o Truncamento Balanceado
(Moore, 1981) e o Truncamento Modal (Green and

Limebeer, 2012). Alguns artigos de revisao, como
(Antoulas et al., 2006; Bazaz et al., 2012; Fan
et al., 2015), ressaltam as caracteristicas de al-
gumas dessas técnicas e realizam andlises compa-
rativas, sendo que cada uma apresenta vantagens
e desvantagens relativas, de acordo com as apli-
cagoes especificas. Em (Silva et al., 2017), cita-se
que o foco de cada técnica pode variar de acordo
com a aplicagdo, ou seja, pode ser mais interes-
sante produzir modelos que se aproximem do com-
portamento do modelo original em baixas frequén-
cias ou até mesmo produzir respostas com bons
resultados de aproximacao para entradas do tipo
degrau ou impulso.

Recentemente, técnicas de otimizacao tém
sido utilizadas visando a obtencao de melho-
res resultados, de acordo com determinado cri-
tério de interesse (Ferreira et al., 2011; Hachino
et al.; 2015; Asadi and Abut, 2016; Sambariya
and Shama, 2016; Silva et al., 2017; Alsmadi
et al,, 2017). Em alguns trabalhos, a aplicacéo
dessas técnicas é feita de forma associada a al-
gum método cléssico, visando preservar determi-
nadas caracteristicas do modelo original, como a
resposta ao degrau ou ao impulso, ou até mesmo
reduzir ou eliminar certa caracteristica indesejada
do método cldssico, como possuir fase ndo minima
ou nao preservar a posicao dos polos e zeros do-
minantes. Em (Vasu et al., 2012), é proposta uma
técnica de reducao de modelos que combina o mé-
todo dos minimos quadrados generalizados, para
calculo da posigao dos polos do modelo reduzido,
associado com o método de otimizagao denomi-
nado PSO (Particle Swarm Optimization), para
obtencao dos zeros a partir de critérios de custos



baseados nas respostas ao degrau e ao impulso.
Neste artigo, propoe-se um método de redu-
¢ao de ordem analitico, em que o cédlculo dos coe-
ficientes do denominador do modelo de ordem re-
duzida utiliza o método dos minimos quadrados
generalizados, conforme apresentado em (Vasu
et al., 2012). Entretanto, os zeros sao calculados
a partir dos dados de resposta em frequéncia do
modelo de ordem cheia. A obtencao dos coefici-
entes do numerador e do denominador da fungao
de transferéncia do modelo reduzido é feita de ma-
neira direta, pela simples resolugao de um Sistema
de Equagoes Lineares (SEL). Dois exemplos nu-
méricos foram escolhidos na literatura para exem-
plificar a aplicagao da técnica proposta e mostrar
a sua eficdcia, comparando os resultados com ou-
tros métodos existentes e analisando-os por meio
da comparacao dos modelos originais e reduzidos.

2 Meétodo Proposto

Seja a fungao de transferéncia G(s), de ordem n,
de um sistema linear e invariante no tempo, defi-
nida por:

aos” +a1s" P+ ... ap_15+ an

G =
(5) s+ bys" L+ .+ bp15+ by

(1)

O problema de redugao de ordem consiste em
obter uma funcgao de transferéncia de ordem re-
lativamente menor e que se aproxime de (1) se-
gundo algum determinado critério. O método
proposto, idealizado para sistemas SISO (Single-
Input Single-Output), mas podendo ser estendido
para sistemas MIMO (Multiple-Input Multiple-
Output), admite que a Fungdo de Transferéncia
(FT) racional G"(s), com ordem r < m, possa ser
escrita como:

_ ags” + s 4+ L+
Y L S

, (2)

em que N(a,s) e D(B,s) sao polindmios em s,
cujos coeficientes estao definidos nos vetores o e
B.

O calculo dos coeficientes do denominador do
modelo de ordem reduzida r utiliza o método dos
minimos quadrados generalizados, conforme apre-
sentado em (Vasu et al., 2012), cujo equaciona-
mento é semelhante ao proposto em (Pal, 1983).
Em (Aguirre, 2007) sao apresentadas algumas téc-
nicas derivadas do classico Método de Aproxima-
¢ao de Padé (Padé, 1892), dentre elas o Método
de Padé em torno de Duas Frequéncias, que pos-
sui 0 mesmo equacionamento, com a diferenga de
ser utilizado para o calculo dos coeficientes do nu-
merador e do denominador, ao invés de apenas
dos coeficientes do denominador, como proposto
em (Vasu et al., 2012) e adotado neste trabalho.
O calculo dos coeficientes do denominador inicia-
se pela expansao de G(s), dividindo os polindmios

do seu numerador pelo de seu denominador, a par-
tir do coeficiente de menor grau para o de maior
grau, a fim de obter os valores numéricos de ¢;,
denominados coeficientes de Padé, conforme:

G(s) = Z cis'. (3)

Assim:

(a’f +ar_1s+...+ alsr_l + aosT‘) =
= (BT + Brfls + ...+ ﬁ15T71 + ST) .
(ot ers+ o teps’ s 4 L)

Logo:
Qo = COBN

Qp_1 = Clﬂr + COBT*l?

ar_2 = caB +c1Bro1+coBro2, (4)
o = 1B+t B2+ coB,
o = ¢fr+...+caf2+cifi+co.

Para os termos em s"t1, s"t2 .. s"TP72,

chegam-se as seguintes p — 2 equagoes:

—¢1 = g1t ...+ 3B+ 2,

—Cy = Cryofr ...+ cafr+ 3B, (5)

—Cp—2 = Cr—&-p—QBr + ..+ CpﬁQ + Cp—l/Bl-

De forma similar, expandindo G(s) por meio
da divisao direta entre os polinébmios do nume-
rador e do denominador, a partir dos termos de
maior grau, calculam-se os coeficientes M, conhe-
cidos como parametros de Markov, tal que:

=3 2. ()
Jj=0

Entao:

(aps" + 18" P+t a5+ a) =
=(s"4 P15 . B+ Br) -
(Mo + Mys™ + ..+ Myps™ + My s~ 4 )

Portanto:
oag = My,
ay = My + My,
ay = Moy + MiB1 + Mo, (7)
Qr_1 = MOBr—l +M1Br—2 +---+Mr—17
O = MOBT—"Ml/BT'—l +...+ M,



Para s~ !, s72,...,s %"~ chegam-se as se-
guintes u — r + 1 equagoes:
MT+1 - _Mlﬂr e T r71B2 - Mrﬁlv
Myyo = =My — ... — M.Bo — My 11, (8)
Mu+1 = _MufrJrlﬂr e T U7162 - Muﬁl

Igualando as equagdes em (4) e (7), eliminam-
se as varidveis ay, k € {0,1,...,7}, chega-se a um
novo conjunto de r + 1 equagoes.

Dessa forma, é possivel obter um SEL, cuja
solucao é o vetor dos coeficientes do denominador
da FT reduzida G"(s), e que pode ser escrito na
seguinte forma matricial:

Ql ﬁr Y
QQ : - }/2 ) (9)
N N A
Q3 51 }/3
com
Yi=[ —¢ . —cg —cr o~ T,
}/’QZ[MO_CO M1 M2 MT ]T,
Ys=[ Mryx Myyo Meygs M1 ]7,

sendo @1 obtido a partir das p—2 equagoes em (5),
Q2 das r+1 equagdes geradas a partir de (4) e (7),
e Q3 pelas u — r + 1 equagdes em (8), perfazendo
um total de p 4+ u equacoes.

A quantidade de linhas do SEL é varidvel, ou
seja, deve ser maior ou igual a r e depende da
quantidade de divisées de polinomios a ser defi-
nida pelo programador e varia de um modelo a ser
reduzido para outro. Para essa defini¢ao, convém
considerar a convergéncia dos valores dos coefici-
entes 3; e podem ser utilizados critérios de custos,
conforme realizado em (Vasu et al., 2012).

Uma vez arbitrada a ordem r e calculados os
coeficientes (; do modelo reduzido, para o calculo
dos coeficientes do numerador, propoe-se resolver
o seguinte problema de otimizacao:

N(a, jw)
D(jw) 2’ 10)

T 1
o1, 00t € RTTL

min J(a) = min
QGRT+1 geRr«Fl

G(jw) —

em que: o = [, qq, ..

Logo:
J(a) = HG(jw) - ]\m L
- Z ) - N2
ou ainda _
J*(a) = i U (jow;) U™ (jwi), com
L Niagw)

em que w = [wy, wa, w3, ..., wm,]T é o vetor dos m
valores de frequéncias, convenientemente atribui-
das, de acordo com a faixa de interesse.

Esse problema pode ser solucionado calcu-
lando o gradiente de J?(a) em relagdo a varidvel
a, de modo que:

2 2 o\ T
VJ2(Q): (&]7&]”8J )

Qo aq (78

=0 0...0)7

Desta forma, chega-se a um SEL com 7 + 1
equagoes lineares nas varidveis . Para fins de
implementacao computacional, apds algumas ma-
nipulagdes algébricas, este SEL pode ser reescrito
na seguinte forma matricial:

R.R} Ri\R*  RoR*
| BBy RiR; , RoR;
Re . . .
i—1 . . .
R.R} R\R;  RoR
Qo RTG*
. m | R._1G*
=Re > , ,(11)
Qp_1q i=1 .
Qo R()G*
em que:
- k
. Wi
Rk(jwz): g(];)})a k‘E{l, ,7‘} €
ie {1, ,m).

A fim de simplificar a notacdo, o argumento
jw; de Ri(jw;) e de G(jw;) foi omitido em (11).

Com certa regularidade, verifica-se na litera-
tura como critério de ajuste da funcao de trans-
feréncia reduzida, alguma caracteristica da res-
posta temporal, como a resposta ao degrau. Nes-
tes casos, considera-se importante que o erro de
regime permanente seja minimizado ou reduzido
para zero. Assim, a fim de melhorar o ajuste da
FT de ordem reduzida, pode-se calcular o coefici-
ente .., correspondente ao termo de grau zero do
numerador, como:

an
L=dng 12
ar = 3= f (12)

Como consequéncia, o SEL em (11) é simpli-
ficado, com a exclusao da tultima linha, além da
transferéncia da coluna que multiplica o coefici-
ente o, para o lado direito da igualdade, com os
sinais dos seus componentes trocados.

3 Exemplos de Aplicacao

Para fins de avaliacao dos modelos reduzidos, fo-
ram utilizados trés indices, sendo dois deles defi-
nidos em (Vasu et al., 2012):

_ o lg(®) — gr(t))2at

II [9)
I~ g?(t)dt

(13)



_ I ly(t) — e (0)?at
I () — y(co)]2at’

em que g(t) = £ G(s)] e g-(t) sao, respectiva-
mente, as respostas ao impulso dos modelos origi-
nal e reduzido; y(t) e y.(t) sdo, respectivamente,
as respostas ao degrau unitario dos modelos ori-
ginal e reduzido; e y(co0) é o valor da saida em
regime permanente para uma entrada do tipo de-
grau unitario.

O indice I7 definido em (13) tem como fina-
lidade medir o erro de ajuste entre as respostas
ao impulso dos modelos original e reduzido, pro-
porcionalmente a area entre as curvas. O indice
Ip definido em (14) é andlogo ao anterior, mas se
refere as respostas ao degrau.

O terceiro indice levou em consideragao o erro
de ajuste da resposta em frequéncia, baseado em
norma quadrética, entre o modelo original G(s) e
o reduzido G, (s), assim definido:

Ir = [|G(jw) — G (jw)ll, (15)

Ip

(14)

considerando apenas um conjunto com m valores
de frequéncias w = [wy,wa, w3, ..., w,] 7T, previa-
mente escolhidas em uma faixa de frequéncia de
interesse.

3.1 Ezemplo 1

No primeiro exemplo de aplicacdo é feita a re-
ducao de uma FT de sexta para segunda or-
dem, cujos coeficientes do modelo de ordem cheia
sao apresentados na Tabela 1. A FT utilizada
neste primeiro exemplo, G1(s), foi apresentada em
(Aratjo et al., 2008) e utilizada também em (Silva
et al., 2017). Ressalta-se, neste exemplo, que a
convergéncia dos valores dos coeficientes do deno-
minador da FT reduzida depende do nimero de
equacoes em (9). Em (Vasu et al., 2012), a quanti-
dade de equagoes foi definida em funcgao dos valo-
res de custos, de acordo com os dois critérios (13)
e (14), dentro de um niimero limitado de equagoes
utilizadas para fins de comparagao.

Tabela 1: Coeficientes dos polinémios de G1(s).

Coeficientes \ Numerador | Denominador

50 1

s? 13,2

s 1 158,6

53 6 594

52 96 2765

st 780 1050

0 3250 2500

Para ilustrar a variagdo dos valores dos coefi-
cientes e, consequentemente, dos critérios de vali-
dagao, o valor de u em (8) permaneceu constante e
igual a zero, enquanto o valor de p em (5) assumiu

os seguintes valores: 2, 10, 100 e 1000. Na tabela
2 e na Figura 1, é apresentada a variacao dos va-
lores dos coeficientes 51 e B2 de G(s) em funcao
da quantidade de equacoes. Percebe-se que, com
o aumento do nimero de equagoes, os valores nu-
méricos dos coeficientes convergem para valores
especificos. Neste exemplo, a variacao nos valores
dos coeficientes é pouco significativa se houver au-
mento do nimero de linhas acima do apresentado.

Variacdo dos valores dos coeficientes.

= = = Beta 1
Beta 2

Amplitude
=
=]

0.4

= -

02y

20 40 80 80 100 120 140
Quantidade de Equagdes

Figura 1: Variagao dos valores dos coeficientes.

Considerando a convergéncia dos valores dos
coeficientes, chega-se a seguinte FT reduzida:

_3,490416818 - 1055 + 1,3

GT
1(5) s240,25 + 1

, (16)

Tabela 2: Coeficientes do denominador de G7(s).

Buacoes | B | Do
2 0,919315638 | 0,833804830
10 0,328243194 | 0,974009768
100 0,213529142 | 0,998072592
1000 0,201355295 | 0,999814527

Tabela 3: Avaliacao dos modelos reduzidos G7(s).

Método ‘ I[ ID ‘ IF
MP-2 0,59483 | 0,70815 23,27497
MP-10 0,12375 0,12622 27,31021
MP-100 0,00874 | 0,00641 28,00395
MP-1000 0,00432 0,00191 28,05418
MP G7(s) | 0,00402 | 0,00161 | 28,05953
Araijo 0,02161 | 0,01772 569,0232
Silva 0,00327 | 0,00194 | 28,43620

Na tabela 3, sao apresentados os resultados
de avalizacao dos modelos reduzidos obtidos pelo
uso do método proposto (MP), com a variagao do
ntimero de linhas em (9), comparativamente com
os modelos reduzidos apresentados em (Aratjo
et al., 2008) e (Silva et al., 2017). Para o cédlculo



Resposta ao Impulso
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Figura 2: Resposta ao impulso do sistema original
e dos modelos reduzidos MP-2, MP-10 e MP-1000.

dos indicadores I7 e Ip, foi considerado um inter-
valo de tempo de 150s, e para [, foi utilizado um
vetor com 500 valores de frequéncia, com espaga-
mento logarftmico entre 107! a 10%*rad/s. Os me-
lhores resultados obtidos pelos trés métodos estao
em negrito e, neste caso, os resultados relativos a
It e Ip melhoraram & medida que a quantidade
de equagoes aumentou, além de permanecer menor
que os valores obtidos pelos outros dois métodos,
no critério relativo a resposta em frequéncia. O re-
sultado obtido em relacao a resposta temporal ao
impulso pode também ser observado graficamente
na Figura 2, onde é apresentada a resposta da FT
original G(s) e das FT reduzidas com diferentes
numeros de equagdes (2, 10 e 1000). Percebe-se
que a medida que aumenta a quantidade de equa-
¢oes, a resposta temporal se aproxima da resposta
da FT original G(s).

3.2 Ezemplo 2

O segundo exemplo de aplicagao trata da redugao
de ordem de uma FT de oitava ordem para uma
de segunda ordem. Na Tabela 4, sdao apresenta-
dos os valores dos coeficientes do numerador e do
denominador da FT original Ga(s), que foi uti-
lizada recentemente em (Asadi and Abut, 2016).
Em (Vasu et al., 2012) foi feita uma andlise com-
parativa entre diferentes abordagens, utilizando
essa mesma FT. As FT reduzidas, apresentadas
em (Asadi and Abut, 2016) e (Vasu et al., 2012),
foram utilizadas para fins de comparagao e os cri-
térios de ajuste (13), (14) e (15) foram calculados
utilizando a mesma rotina.

Aplicando o método proposto com apenas
duas equagoes em (9), conforme feito em (Vasu

et al., 2012), chega-se & FT reduzida:

17,7107362881992s + 5, 7147642932499

G5(s) = .
2(5) s2 +7,2031774602528s + 5, 7147642932499

(17)

Na Figura 3, é apresentado o diagrama de res-
posta em frequéncia do modelo original G5(s) e do
modelo reduzido G5(s) e, nas Figuras 4 e 5, sdo
ilustradas as respostas ao degrau e ao impulso.

Tabela 4: Coeficientes dos polindémios de Ga(s).

Coeficientes \ Numerador \ Denominador

o

S 1
s7 18 36
58 514 546
5P 5982 4536
st 36380 22449
53 122664 67284
52 222088 118124
st 185760 109584
s0 40320 40320

Resposta em frequéncia

Magnitude (dB)

= = = Original
Reduzido

Fase (graus)

102 107! 10° 10! 10° 10°
Frequéncia (rad/s)

Figura 3: Diagrama de resposta em frequéncia do
modelo original Ga(s) e do reduzido G5(s).

Tabela 5: Avaliagdo dos modelos reduzidos G5(s).

Método ‘ I[ ‘ ID ‘ IF
MP 0,00087 | 0,00184 | 0,36310
Asad ! | 0,00028 | 0,00446 | 0,31061
Vasu 2 | 0,00119 | 0,00157 | 0,40416
Para ® | 0,00179 | 0,00070 | 0,27994
Parb 4 | 0,04581 | 0,02508 | 1,77890
Vish ® | 0,00837 | 0,00958 | 0,97787
Muk ¢ | 0,08965 | 0,03882 | 13,1419
JPal” | 0,73212 | 1,12670 | 9,44108
Chen & | 1,10065 | 6,65226 | 86,5861

Fonte: !(Asadi and Abut, 2016), 2(Vasu et al., 2012),
3(Parmar, 2007a), 4 (Parmar, 2007b),
5(Vishwakarma, 2011), (Mukherjee and Satakshi, 2005),
7(Pal, 1979), 8(Chen and Chang, 1980).

Na tabela 5, sao comparados os resultados ob-
tidos pelo método proposto com os de outros mé-
todos. Para o célculo de I7 e Ip, utilizou-se um
intervalo de tempo de 9s e, para Ip, um vetor
com 100 valores de frequéncia em escala logarit-
mica entre 1072 e 103rad/s. Observa-se que os
valores obtidos pela aplicagao do método proposto
sao semelhantes em ordem de grandeza aos melho-
res resultados, estando entre os trés melhores em
todos os indices adotados (negrito), mesmo nao
se baseando diretamente na otimizacao de respos-
tas temporais, como alguns dos outros métodos.
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Figura 4: Resposta ao degrau do modelo original
G2(s) e do reduzido G§(s).

Resposta ao Impulso
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Figura 5: Resposta ao impulso do modelo original
G2(s) e do reduzido G§(s).

Além disto, foram utilizadas apenas duas equagoes
no SEL definido em (9), para fins de comparacao
em iguais condigbes com (Vasu et al., 2012), ou
seja, neste caso nao foi explorada a possibilidade
de melhorar os resultados com o aumento do nu-
mero de equagoes. Outra vantagem relativa é que
a aplicagao do método nao requer procedimentos
numéricos iterativos, sendo a solucao obtida de
forma analitica e rapida, pela simples resolugao
de um SEL.

4 Conclusoes

Este trabalho introduz um método analitico de
reducao de ordem de modelos, que apresenta re-
sultados compativeis com os obtidos por outras
técnicas publicadas recentemente. O ajuste dos
coeficientes do polindmio do numerador do mo-
delo reduzido obtido é baseado na resposta em
frequéncia do modelo original, sendo realizado de
maneira 6tima, por minimizar o critério de ajuste
convexo proposto. Outra vantagem relativa é que
o método proposto independe de avaliagoes nu-
méricas e iterativas das respostas temporais. O
método proposto obteve resultados satisfatérios
mesmo quando comparado com técnicas que uti-
lizam métodos numéricos de otimizagao e adotam
indices baseados em respostas temporais. A quan-

tidade de equagdes do SEL em (9) pode ser defi-
nida por meio de andlise da convergéncia dos valo-
res dos coeficientes, como apresentado no Exemplo
1, o que nem sempre ocorre, ou por avaliacao de

indicadores de custo, como os definidos na Secgao
3.
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