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Abstract— Contagious diseases can persist in host populations. Here, an epidemiological SIR (susceptible-infected-recovered)
model written in terms of differential equations is proposed. In this model, imported cases are considered, in order to take into
account the immigration of sick individuals and/or infected returning travellers. It is shown that there is not periodic solution and
there is only one stationary solution, which corresponds to an endemic state. This endemic steady-state is asymptotically stable.
The behavior of the system is also analyzed in the limit in which the number of imported cases is small. It is discussed how these
results can be relevant to the development of public health strategies that aim to control the spreading of contagious diseases.
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Resumo— Doengas contagiosas podem persistir em populagdes hospedeiras. Aqui, propde-se um modelo epidemiolégico SIR
(suscetivel-infectado-recuperado) escrito em termos de equagdes diferenciais. Nesse modelo, casos importados sdo considerados,
a fim de levar em conta a imigracéo de individuos doentes e/ou viajantes que retornam infectados. Mostra-se que néo hé solugdo
periddica e ha uma Unica solugdo estacionria, que corresponde a um estado endémico. Esse estado estacionario endémico é as-
sintoticamente estavel. Analisa-se também o comportamento do sistema no limite em que o nimero de casos importados é pe-
queno. Discute-se como esses resultados podem ser relevantes para a elaboracéo de estratégias de satde publica que tém como

objetivo controlar a propagagao de doengas contagiosas.

Palavras-chave— Ciclo limite, controle, epidemiologia, estabilidade de Lyapunov, modelo SIR, sistema n&o linear.

1 Introducdo

Muitos estudos epidemiolégicos tedricos tém
como objetivo prever a evolugcdo temporal do nimero
de individuos afetados por infec¢des (Anderson and
May, 1992; Hethcote, 2000; Keeling and Rohani,
2008). A partir dessa predigdo, podem ser elaboradas
estratégias que visam eliminar ou, ao menos, contro-
lar a propagacédo dos patdgenos que causam as infec-
cOes em estudo (Fitch, 2015; Nowzari et al., 2016;
Nowzari et al., 2017).

Dentre os trabalhos relevantes em epidemiologia
tedrica, destaca-se aquele realizado por William O.
Kermack e Anderson G. McKendrick, em 1927,
sobre uma epidemia de peste bubdnica ocorrida entre
1905 e 1906 na cidade de Mumbai, na india. Nesse
modelo, a populagdo hospedeira foi dividida em trés
grupos (Kermack and McKendrick, 1927):

e suscetiveis (que podem contrair a doenca);

¢ infectados (que podem contaminar 0s susce-
tiveis por contato social ou sexual);

e removidos (que sdo 0s mortos e 0s recupe-
rados que se tornaram imunes; ambos ndo
podem, obviamente, propagar a doenca em
questdo).

Esse modelo, conhecido pela sigla SIR em fun-
¢do das iniciais dos trés grupos, tornou-se paradig-
matico em estudos sobre a disseminagdo de doencas
contagiosas (Anderson and May, 1992; Hethcote,
2000; Keeling and Rohani, 2008). No modelo SIR
original, assume-se que 0s grupos estdo geografica-
mente homogeneamente distribuidos.
A partir de entdo, diversos modelos epidemiolo-
gicos foram formulados, considerando, por exemplo,
heterogeneidades nas distribuicBes espaciais dos
grupos e a existéncia de outros grupos (como, por
exemplo, o grupo E dos expostos, que sdo aqueles
contaminados que ainda ndo podem transmitir a
doenca; o grupo V dos vacinados, etc.). Ainda, o
grupo R passou a representar apenas 0s recuperados
(que séo os curados com imunidade total ou parcial,
de longo ou de curto prazo). Com isso, hd modelos
do tipo (Anderson and May, 1992; Hethcote, 2000;
Keeling and Rohani, 2008):
e SIS (em que a cura ndo confere imunidade,
como, por exemplo, modelos para hepatite
C, gonorreia);

e Sl (em que ndo h& cura para a doenca estu-
dada, como, por exemplo, modelos para
HIV);

e SIRS (em que a imunidade adquirida é tem-
poraria, e ndo permanente, como, por exem-
plo, modelos para tétano);



e SEIR (em que o periodo de incubacéo é con-
sideravel, em comparagdo com o periodo de
convalescenca, de modo que o grupo E tem
que ser levado em conta, como, por exem-
plo, modelos para tuberculose);

e SIRV (em que se diferenciam os recupera-
dos dos vacinados, pois supostamente tém
graus de imunidade diferentes, como, por
exemplo, modelos para febre amarela).

e Algumas outras possiveis variacdes sao SEI,
SEIS, SEIRV, SEIRS, SIRSV.

Comumente, os modelos epidemioldgicos des-
critos por sistemas dindmicos de tempo continuo ou
discreto apresentam dois tipos de solugdes estaciona-
rias (Anderson and May, 1992; Hethcote, 2000; Kee-
ling and Rohani, 2008): o estado estacionario livre de
doenca, em que ndo ha individuos infectados em
regime permanente, e o estado estacionario endémi-
co, em que os infectados persistem na populagdo
hospedeira.

Um pardmetro relevante nesses modelos é o
chamado fator de reprodutividade basal, normalmen-
te representado pelo simbolo R, (Anderson and May,
1992; Hethcote, 2000; Keeling and Rohani, 2008).
Esse parametro é fungdo dos parametros que caracte-
rizam a doenca e a populagdo hospedeira em que tal
doenca se propaga. Assim, R, depende das constan-
tes de taxa de infeccdo, de cura, de morte pela doen-
ca, de morte por outras causas, de nascimento de
suscetiveis, etc. O valor de R, corresponde ao nime-
ro de infec¢des causadas diretamente por um Unico
individuo infectado introduzido numa populagdo
composta apenas por suscetiveis (Anderson and May,
1992; Hethcote, 2000; Keeling and Rohani, 2008).

Pode-se, ainda, considerar R, como um parame-
tro de bifurcacdo transcritica (Schimit and Monteiro,
2012), pois, se Ry < 1, a solugdo livre de doenca é
assintoticamente estavel e a solucdo endémica é
instavel; caso R, > 1, a solugdo livre de doenca
torna-se instavel e a solucdo endémica passa a ser
assintoticamente estavel. Uma estratégia de controle
de propagacdo de doencas € alterar os valores dos
pardmetros do modelo de modo a se obter R, < 1.
Assim, a doenga seria naturalmente erradicada, ja
que a solugdo atratora, nesse caso, € aquela livre de
doenca.

E notério que diversas doengas contagiosas per-
sistem endemicamente. Por exemplo, no Brasil (Mi-
nistério da Salde, 2017), anualmente, ha registros de
infeccBes por catapora, caxumba, gripe, HIV. Essas
sdo transmitidas de individuo para individuo. Ha
registros também de infeccdes que necessitam de um
vetor (de uma espécie intermediaria), como dengue,
doenca de Chagas, leishmaniose, malaria. Nesses
exemplos, os vetores sdo insetos.

Surge, entdo, uma questdo: por que algumas do-
engas contagiosas tornam-se cronicas em determina-
das regides? Considere, por exemplo, uma infeccéo
tipica de crianga, como, por exemplo, sarampo. Su-
ponha que, numa pequena cidade, chegue um visitan-

te infectado por sarampo. Ele contaminara alguns
suscetiveis, que adoecerdo e contaminardo outros
suscetiveis, mas, apos certo tempo, a doenca desapa-
recerd daquela cidade, ou porque ndo ha mais infec-
tados e/ou porque ndo ha mais suscetiveis. De fato,
uma infeccdo sé pode persistir endemicamente numa
dada cidade se tal cidade for “muito grande” (acima
de uma quantidade critica de individuos) e/ou se a
infeccdo for reintroduzida de tempos em tempos
nessa cidade (Bartlett, 1957; Monteiro et al., 2006).
Por exemplo, a epidemia de peste bubdnica estudada
por Kermack e McKendrick (1927) naturalmente
desapareceu da populacdo, conforme dados epidemi-
ologicos mostrados no proprio artigo. Explicar a
persisténcia de doencas contagiosas é assunto rele-
vante de pesquisa, pois doencas que persistem ende-
micamente precisam ser controladas ou, se possivel,
eliminadas.

Aqui, propde-se um modelo epidemioldgico em
gue se leva em conta a conversdo espontanea de
suscetiveis em infectados, o que representa a imigra-
¢do de individuos doentes e/ou viajantes que retor-
nam contaminados.

Um resultado desse modelo é: ndo hd R,. A Uni-
ca solucdo estacionaria que existe corresponde a
endemia e tal solugdo endémica é assintoticamente
estavel. Assim, a doenca se torna crénica. Esse resul-
tado é encontrado em alguns modelos epidemioldgi-
cos que consideram casos importados de infeccdo
(Brauer and van den Driessche, 2001; Li et al., 2006;
Naresh et al., 2009), mas ndo em outros modelos (Li
and Cui, 2013; Silva and Monteiro, 2014).

Em diversos estudos teéricos que levam em con-
sideracdo imigrantes infectados, assume-se que tais
individuos imigram numa taxa constante (Brauer and
van den Driessche, 2001; Li et al., 2006; Naresh et
al., 2009; Li and Cui, 2013). Aqui, assume-se que 0
termo que representa 0s casos importados depende
linearmente no nlmero de suscetiveis, como explica-
do na proxima sec¢éo.

Este trabalho est4 assim organizado: na Secéo 2,
introduz-se 0 modelo; na Secdo 3, determinam-se a
existéncia e a estabilidade de solugdes estacionérias e
periddicas; na Secdo 4, apresenta-se um exemplo
numeérico; e, na Se¢do 5, discute-se como os resulta-
dos obtidos podem ser utilizados para controlar a
propagacdo de doencgas contagiosas.

2 O Modelo Proposto

Considere o seguinte modelo do tipo SIR des-
crito por trés equacdes diferenciais ndo lineares:

ds

E=—a5‘([+e)+hR+cI (D)
dl— S bl —cl 2
Frimie (I+e)—bl—c 2)
dR—bI hR 3



Nessas equacOes, S(t), I(t) e R(t) representam
as quantidades de suscetiveis, infectados e recupera-
dos da populacdo hospedeira no instante t. A cons-
tante de taxa a relaciona-se a infeccdo de suscetivel
devido a contato com infectado da regido em que
vive; a constante de taxa b relaciona-se & cura de
infectado (que se converte num recuperado, adqui-
rindo imunidade total e permanente), a constante de
taxa ¢ relaciona-se a morte de infectado (causada
pela doenga) e a constante de taxa h relaciona-se a
morte de recuperado (por outras causas). Nesse mo-
delo, assume-se que, quando infectados e recupera-
dos morrem, nascem suscetiveis em seus lugares, de
modo que a populacédo total permanece constante. De
fato:

ds di

LA AR
de " dt

=0 4)

Logo:
S() + I(t) + R(t) = S(0) + 1(0) + R(0) = N (5)

sendo N o numero total constante de individuos na
populacdo. Assim, assume-se que mortes sdo com-
pensadas por nascimentos. A constante € relaciona-se
a conversdo de suscetivel em infectado, sem contato
direto com infectado da regido investigada. Nesse
modelo, esse pardmetro representa infecgBes aldcto-
nes; ou seja, infecgbes ndo nativas, ndo autoctones,
adquiridas em outras regides. Para manter o tamanho
da populacdo constante, a chegada desses infectados
é compensada por uma equivalente saida de susceti-
veis. Assim, esse termo representa a imigracdo de
doentes com a simultdnea emigracdo de suscetiveis
e/ou moradores que contraem a doenca em viagens e
voltam contaminados para casa.

Em resumo, os parametros do modelo sdo: a, b,
¢, h, € e N. Esses pardmetros sdo nimeros positivos.

Usando a expressdo (5), o modelo pode ser re-
escrito em termos de duas equagdes diferenciais:

ds

—aS(I+e)+h(N-S—-1)+cl (6)
dl B

aS(I+¢€)—bl—cl @)

Na proxima secéo, esse modelo é analisado se-
gundo a Teoria de Sistemas Dindmicos (Guckenhei-
mer and Holmes, 1983; Monteiro, 2011).

3 Resultados Analiticos

Os estados estacionarios desse sistema, represen-
tados por (S*,I"), sdo obtidos a partir de f(S*,1")=0
e g(§*,I")=0 (Guckenheimer and Holmes, 1983;
Monteiro, 2011), pois solucBes estacionarias sdo

aquelas que anulam as derivadas para as variaveis
S(t) e I(t). Resolvendo essas equagdes, obtém-se:

5= % ()
e.
[ BB+ aay ©
2a

com:
@ =a(b+h) (10)
B = h(b +c) + a(be + he — hN) 1)
v = aheN (12)

Observe que as constantes a e y sdo positivas; a
constante 8 pode ser positiva ou negativa. Essa é a
Unica solugdo estacionaria com significado bioldgico,
ou seja, com S* > 0 e I* > 0. O nimero de recupe-
rados R* em regime estacionario é obtido de:

RP=N-S§"-1TI (13)

Segundo o Teorema de Hartman-Grobman (Guc-
kenheimer and Holmes, 1983; Monteiro, 2011), a
estabilidade local de uma solugdo de estado estacio-
nario (S, 1™) pode ser inferida a partir dos autovalo-
res da matriz jacobiana J, que € obtida linearizando o
sistema de equacgdes (6)-(7) em torno de (S*,I%).
Nesse caso, J é obtida a partir de:

of (S, 1) 9f(s, D
as al

JED= o965, 09651 a9
as al
que, calculada em (S*,I*), vale:
v ey |ma*+€e)—h —aS*—h+c
](S'I)_[ a(l*+¢€) aS*—b—c (15)

Os autovalores A de J(S*,I*) sdo determinados
a partir de:

det[J(S*, 1) — A} = 0 (16)

sendo I a matriz identidade 2 x 2. Resolvendo esse
determinante, obtém-se:

P2 —TA+A=0 (17)

emaque T é otraco e A é o determinante de J(S*, I™).



O estado estacionario (S*,I*) é localmente assintoti-
camente estavel se T < 0 e A > 0, pois, nesse caso,
ambos os autovalores tém parte real negativa (Mon-
teiro, 2011).

Observe que:

g ool 18
=T re ¢ (18)

A partir dai, mostra-se que T < 0 e A > 0, pois:

T=—-a(l*+e)—h—-[(b+c)—aS*]<0 (19)

A=ab+h)I*+e)+h[(b+c)—aS*]>0 (20)

Portanto, a Unica solucéo estacionéria desse mo-
delo representa uma solugdo endémica (com I* > 0)
e assintoticamente estavel. Para € > 0, ndo ha R,,.

A fim de investigar a existéncia de solugdo pe-
riddica (ou seja, a existéncia de trajetdria fechada no
espaco de estados S x I), aplica-se o critério de Ben-
dixson (Guckenheimer and Holmes, 1983; Monteiro,
2011), que estabelece que ndo ha trajetéria fechada
num dominio simplesmente conexo se o divergente
do campo vetorial desse sistema ndo é nulo e nédo
muda de sinal nesse dominio. Tal divergente vale:

3]
/ — = —al —ae—

%+ al h—[(b+c)—aS] (21)

Usando a expressdo (18), conclui-se que:
—+ —<0 (22)

em todo o primeiro quadrante do espago de estados
(aquele em que S > 0 e I > 0). Portanto, esse siste-
ma ndo admite solucdo periddica; ou seja, ndo ha
oscilacdo na quantidade de infectados que se repita
periodicamente em regime permanente.

Para € = 0, ha duas solugdes estacionarias. Ha
uma solucéo livre de doenca dada por (Schimit and
Monteiro, 2009):

S;=N, ;=0 (23)

em que a populacdo é composta exclusivamente por
suscetiveis. Ha também uma solucdo estacionaria
endémica dada por (Schimit and Monteiro, 2009):

5= e[ e

Em (24), R, é o fator de reprodutividade basal
do modelo para € = 0, sendo assim calculado:

aN

R. =
" b+

(25)

Para € = 0, mostra-se que se Ry < 1, (57, I}) €
assintoticamente estavel e (S5, I;) € instavel; se
Ry > 1, (87, I) é instavel e (S5, I;) é assintotica-
mente estavel (Schimit and Monteiro, 2009). Ou seja,
em R, = 1 ocorre uma bifurcacdo transcritica (Guc-
kenheimer and Holmes, 1983; Monteiro, 2011), na
qual duas solugdes estacionarias trocam de estabili-
dade conforme o valor do parametro R, passa por um
valor critico; no caso, Ry = 1.

Portanto, segundo o modelo aqui proposto, uma
doenca contagiosa sé pode desaparecer naturalmente
se € = 0, pois, no caso em que € > 0, a Unica solu-
cdo estaciondria existente é endémica e atratora. Em
outras palavras, se h& casos aléctones (ou seja, se
€ > 0), a doenga contagiosa se estabelece de maneira
endémica na populacdo hospedeira. Para que tal
doenca seja erradicada naturalmente, € necessario
gue € = 0 e que, além disso, R, < 1.

No caso em que € < 1, entdo y «< 1 e, por isso,
as expressoes (8) e (9) podem ser aproximadas por:

St~ R% [1- 15] (26)
com:
Sl al e @

Observe que as expressdes (26) e (27) tendem para a
solucdo endémica (24) no limite e — 0. E interessan-
te observar que, para € < 1 e Ry, > 1, fica evidente
que S* < S; e I"™> I;. Ou seja, a inclusdo de casos
aldctones (de infecgdes importadas) diminui 0 ndme-
ro de suscetiveis e aumenta o nimero de infectados
em regime permanente, quando esses nimeros sdo
comparados com aqueles em que todas as infec¢des
sdo autdctones (infecgbes ocorridas nos dominios da
regido estudada). Na verdade, essa conclusdo é valida
para qualquer valor € ndo nulo.

No limite de pequeno nimero de infeccbes im-
portadas (¢ « 1), o acréscimo no nimero de infecta-
dos em regime permanente, em relacdo aos casos
autoctones, é dado por:

€
Ry—1

I~ (28)

Essa expressdo permite estimar o impacto dos casos
importados sobre a prevaléncia de uma doenga con-
tagiosa numa dada populacdo hospedeira. Note que
essa diferenca cresce com € e para R, — 1 (com
R, > 1). Assim, quanto mais proximo R, estad do
valor critico unitario, mais relevante é a consequén-
cia dos casos importados. A expressdo (28), talvez,
seja a principal contribuicdo deste trabalho.



4 Um Exemplo Numérico

Com o objetivo de ilustrar os resultados analiti-
cos apresentados na secdo anterior, fez-se a Figura 1,
que exibe a evolugdo temporal das quantidades de
suscetiveis (linha pontilhada), infectados (linha
cheia) e recuperados (linha tracejada) a partir da
condicdo inicial S(0) =0,99; 1(0)=0,01 e
R(0) = 0. Assim, no instante inicial t = 0, a popula-
cdo hospedeira é composta por 99% de suscetiveis e
1% de infectados. Verificou-se numericamente que
outras condicBes iniciais levam ao mesmo estado
estacionario endémico; isto é, tal estado €, de fato,
globalmente assintoticamente estavel.

A Figura 1 foi feita resolvendo numericamente o
sistema de equacgdes diferenciais (1)-(3) usando o
método de integracdo de Runge-Kutta de quarta
ordem (Monteiro, 2011), com passo de integracdo
igual a 0,01. Nessa figura, a = 2; b = 0,6; ¢ = 0,4;
h=0,2 e € =0,001. Ainda, tomou-se N =1; ou
seja, 0 tamanho total da populagdo esta normalizado,
de maneira que S(t), I(t) e R(t) representam as
porcentagens de suscetiveis, infectados e recuperados
no instante t. De acordo com a expressdo (25), para
esses valores de parametros, R, = 2.

A Figura 1 mostra que S(t) - S*=0,496 e
I(t) » I" = 0,126 (consequentemente, R(t) » R* =
0,378), que sdo numeros que concordam com aque-
les calculados a partir das expressdes (8) e (9). Co-
mo € «< 1, os valores de S* e I* obtidos a partir das
expressdes aproximadas (26) e (27) ddo valores
praticamente idénticos aos obtidos na simulacéo.

0ot 1
08} : J
o7} : 1

o6t 3 .

concentragdes normalizadas

Figura 1. Evolucdo temporal das quantidades normalizadas de
suscetiveis (linha pontilhada), infectados (linha cheia) e recupera-
dos (linha tracejada), considerando que no instante t = 0 ha 99%
de suscetiveis e 1% de infectados. Os valores dos pardmetros sdo
a=2;,b=06; c=04; h=02 e € =0,001. Observe que o
sistema converge para um estado estacionario endémico.

Considerando € = 0 e mantendo inalterados 0s
valores dos demais parametros, verificou-se numeri-
camente que S(t) » S; =0,5 e I(t) » I; = 0,125,
que sdo nUmeros iguais aos calculados a partir
de (24), e muito préximos daqueles da Figura 1. De
fato, as evolugdes temporais para e = 0 e € = 0,001

sdo bastante simulares. Note que o acréscimo no
nimero de infectados, devido aos casos importados
de infeccdo, é de 0,001, que é o mesmo valor esti-
mado a partir da expressao (28).

5 Concluséo

As consequéncias de casos importados de diver-
sas infecgBes vém sendo relatadas ao longo do tem-
po. Dois exemplos recentes no Brasil: 1) zika em
Pernambuco apds a Copa do Mundo de 2014 (de
Silva et al., 2018); e 2) febre amarela em Minas Ge-
rais e Sdo Paulo em 2017-2018 (Gossner et al.,
2018). Dois exemplos histdricos: 1) a devastacdo da
populacdo asteca no século XVI, devido a infeccdo
por variola, ap6s a invasdo espanhola (Watts, 1999);
e 2) a pandemia mundial de gripe em 1918-1919, que
coincidiu com uma grande imigracdo para os EUA
(Kraut, 2010).

Neste trabalho, prop6s-se e analisou-se um mo-
delo epidemioldgico em que se consideram casos
importados de infeccdo. Esses casos podem significar
a chegada de imigrantes contaminados (com a con-
comitante emigracdo de suscetiveis em mesmo nd-
mero) e/ou viajantes que saem sadios da regido em
questdo e retornam doentes. Esse processo € repre-
sentado pelo parametro e no modelo proposto. Anali-
ticamente, mostrou-se que, se € > 0, a doenga persis-
te. Essa persisténcia corresponde a existéncia de um
Unico estado estacionario endémico assintoticamente
estavel. Numericamente, verificou-se que tal solucéo
é globalmente assintoticamente estavel.

Para que a doenca seja naturalmente eliminada
da populacdo, € necessario que € = 0 e R, < 1. Nes-
sa situacéo, existe estado estacionério livre de doenga
assintoticamente estavel. Ainda, no limite em que ha
“poucos” casos importados (€ < 1), mostrou-se que
0 acréscimo na prevaléncia é de e /(Ry — 1).

Um exemplo final: nos Gltimos meses, Roraima
vem acolhendo imigrantes venezuelanos que, infe-
lizmente, ndo foram vacinados em seu pais de origem
e, de acordo com o noticiério, tém trazido doencas
contagiosas, como o sarampo (Marques, 2018). Se-
gundo nosso modelo, € > 0 é condi¢do suficiente
para que a doenca se estabeleca de modo crdnico.
Por isso, a fim de evitar epidemias e endemias, €
necessario que 0s imigrantes sejam, tdo rapidamente
guanto possivel, vacinados. Os 6rgdos de vigilancia
sanitaria, tanto do Brasil, quanto de outros paises que
tém recebido grandes fluxos de imigrantes e de turis-
tas, devem estar alertas sobre isso. Ainda, individuos
que visitam regifes afetadas por epidemias devem se
vacinar antes de sua partida (quando vacinas estive-
rem disponiveis, obviamente), a fim de protegerem
ndo apenas a si mesmos, mas também protegerem a
regido onde residem, ap0s seus retornos.
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