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Abstract: This paper proposes a novel approach for locally stable convergence to Nash
eqﬁlilibrium in duopoly noncooperative games based on a distributed event-triggered control
scheme. The proposed approach employs extremum seeking, with sinusoidal perturbation signals
applied to estimate the gradient of unknown quadratic payoff functions. This is the first
instance of noncooperative games being tackled in a model-free fashion integrated with the
event—triggered methodology. The stability analysis is carried out using time-scaling technique,
L aﬁunov s direct method and averaging theory for discontinuous systems. We quantify the size
ofy the ultimate small residual sets around the Nash equilibrium and illustrate the theoretical
results numerically on an example.

Resumo: Este artigo propoe uma abordagem inovadora para a convergéncia localmente estavel ao
equilibrio de Nash em jogos de duopdlio nao cooperativos com base em um esquema de controle
distribuido acionado por eventos. A abordagem proposta emprega busca extremal, com sinais de
perturbacdo senoidais aplicados para estimar o gradiente de fun¢oes de pagamento quadraticas
desconhecidas. A andlise de estabilidade é realizada usando a técnica de escalonamento de tempo,
o método direto de Lyapunov e a teoria de médias para sistemas descontinuos. Quantificamos o
tamanho dos conjuntos residuais finais em torno do equilibrio de Nash e ilustramos os resultados
numericamente tedricos através de um exemplo.

Keywords: Extremum Seeking; Nash Equilibrium; Game Theory; Event-Triggered Control.
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1. INTRODUCAO

A teoria dos jogos oferece um arcabougo conceitual para
analisar interacoes sociais entre jogadores competitivos,
empregando modelos matematicos para compreender to-

madas de decisoes estratégicas (Fudenberg and Tirole,
1991; Bagar and Zaccour, 2018a). Sua aplicacio abrange
diversas areas, incluindo sistemas de engenharia, compor-
tamentos bioldgicos e mercados financeiros, tornando-se
uma ferramenta crucial em diversos campos (Han et al.,
2019; Amina et al., 2013; Bagar and Zaccour, 2018b).

Os jogos podem ser classificados como cooperativos e nao
cooperativos (Bagar and Olsder, 1999). Jogos cooperati-
vos envolvem jogadores formando acordos, enquanto jogos
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nao-cooperativos se baseiam em agoes unilaterais dos joga-
dores e na busca pelo equilibrio de Nash (Nash, 1951). O
equilibrio de Nash, um conceito-chave na teoria dos jogos
nao-cooperativos, representa um estado no qual nenhum
jogador pode melhorar unilateralmente seu préprio lucro

(Bagar and Olsder, 1999).

Esforcos para alcangar a convergéncia ao equilibrio de
Nash estdao em curso hd décadas (Li and Basar, 1987;
Bagar, 1987), incluindo estudos sobre esquemas de atu-
alizacdo baseados em aprendizado (Zhu et al., 2013). Tra-
balhos recentes exploraram abordagens de busca extremal
(ES) para o alcance em tempo real de equilibrios de Nash
em jogos nao-cooperativos (Frihauf et al., 2012), possibili-
tando convergéncia estavel sem necessidade de informagoes
da fungdo custo (Krsti¢ and Wang, 2000) e com as agoes
dos jogadores sendo propagadas dinamicamente através
de Equacoes Diferenciais Parciais (EDP) de calor e com
atrasos (Oliveira et al., 2021b, 2020, 2021c,a). Assim como
demonstrado em (Oliveira and Krsti¢, 2022), essa aborda-
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gem poderia ser estendida para outras classes de equagoes
iferenciais parciais.

Problemas praticos de en%enhana , especialmente em redes,
podem se beneficiar de abordagens tedricas de jogos, par—

ticularmente em alocagdo de recursos e otimizacao (Han
et al., 2019; Amina et al., 2013; Alpcan and Basar, 2011).
Combinar teoria dos jogos com arquiteturas acionadas
por evento apresenta uma via promissora para otimiza-
fao em tempo real de sistemas em rede, no entanto, a

teratura carece de resultados da busca extremal nesse
contexto (Mazo and Tabuada, 2011; Wang and Lemmon,
2011; Huo et al., 2024, Zhang et al., 2021). Felizmente,
demos uma resposta positiva a essa pergunta em nosso
trabalho anterior (Rodrigues et al., 2023) ao introduzirmos
solugbes para o problema de projetar algoritmos de busca
extremal multivaridveis através estimativas baseadas em
perturbagao (baseadas em média) via Controle Acionado

por Evento (ETC).

Este artigo estende os algoritmos de busca extremal para
cendrios de busca do equilibrio de Nash (NES) em jo-
gos nao-cooperativos, empregando uma abordagem distri-
buida (ES-ETC). Apesar dos desafios impostos pelo con-

trole descentralizado em jogos, nossa abordagem garante
a convergéncia ao equlhtrlo de Nash quando todos os
jogadores utilizam algoritmos ES-ETC. Fornecemos uma
analise tedrica para jogos do tipo duopdlio, valendo-nos das
técnicas de escalonamento de tempo, fungao de Lyapunov e
teoria da média para garantir a estabilidade do sistema em
malha fechada. Simula¢oes numéricas ilustram a eficacia
de nossa abordagem, demonstrando suas vantagens sobre
métodos de controle via dados amostrados periodicamente

(Khong et al., 2013; Hazeleger et al., 2022; Zhu et al.,
2023).

2. JOGO DO TIPO DUOPOLIO COM LUCROS
QUADRATICOS: FORMULACAO GERAL

Em um jogo de duopdlio, o resultado étimo para os
jogadores P1 e P2, denotados por y;(f) € R e y(t) € R,
respectivamente, nao € determinado apenas por suas agoes
individuais ou estratégias de decisao, representadas por
0:1(t) R e 6,(t) € R. Em vez disso, existe um conjunto
de sinais de entrada 6* = [6;,0;]7 € R? onde a estratégia
de cada jogador influencia de forma &étima as funcoes de
lucro J; ou J; do outro jogador. Alcancar esse equilibrio
6timo (0(t) = 0*) define o equilibrio de Nash (Fudenberg
and Tirole, 1991).

Em particular, examinamos jogos de duopdlio onde a fun-
cao de lucro de cada joga(ior assume uma forma qua-
dratica. Isso pode ser expresso como uma combinagao
estritamente concava de suas agoes:

h@@)lﬁeu> 62(1) + H150 (1)0s(1)
+h! 91(t)+h292( ) +ei, (1)
2
h(0(1) = %m@> 62(1) + H2, 6, (1) 6 (1)
)

+h291(r +h262( )+co. (2)

Aqui, J1(0),J2(8) : R? — R representam as funcdes de lucro
para os jogadores P1 e P2, respectivamente, enquanto
01(2),60,(t) € R denotam as varigveis de decisdo dos joga-
dores, e H}k, h’j, ¢; € R sdo constantes, com Hj; < 0, para
todos i, j,k € 1,2.
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Para a completude, vamos definir a representacao mate-
matica do equilibrio de Nash 8* =[6;,65]T em um jogo de
dois jogadores como

J1(67,6,) 2 J1(61,67) e Jo(67,6y) > 12(61,62).  (3)

Assim, nenhum jogador tem incentivo para desviar inde-
pendentemente de 68*. No contexto do duopdlio, 01 e 6,
sao elementos de R, representando o conjunto dos ntimeros
reais.

Para determinar a solugao do equilibrio de Nash em
jogos quadraticos estritamente concavos envolvendo dois
jogadores, onde cada conjunto de acoes é toda a linha real,

deve-se diferenciar J; em relagao a 0:(r),Vi= 1,2, definindo
as expressoes resultantes iguais a zero e resolvendo o
conjunto de equagoes assim obtido. Esse conjunto de
equagoes, que também fornece uma condigao suficiente
devido & concavidade estrita, é
H!,6; +HL65 +hl =0 (1)
H36; +H30; +h3=0
que pode ser escrito na forma matricial como

] O] =g )

Definindo a matriz Hessiana H, e os vetores 8* e h por

A I Y B
H.— {szl H222 ) 9 Dl 92* ) h.— h% ) (6)

existe um tnico Equilibrio de Nash em 0* = —H 'h, se H

¢é invertivel:
. -1
o] _ H11 le hi . 7
6 Hy, Hs, h;

Para mais detalhes, consulte (Bagar and Olsder, 1999,
Capitulo 4).

2.1 Busca Extremal em Tempo Continuo

O principal objetivo deste artigo é desenvolver politicas de
controle distribuido acionadas por eventos para a busca do
equilibrio de Nash em jogos de duopélio nao-cooperativos.

Ao longo de nossa andlise, assume-se que Hj; < 0 para
ambos os i (uma consequéncia natural da concavidade
estrita), a matriz H em (6) tem posto completo e todos
os parametros sao desconhecidos.

O diagrama esquematico mostrado na Fig. 1 fornece uma
visao geral da politica NES proposta para cada jogador,
detalhando suas respectlvas saidas da seguinte forma:

=1(6(1)),

=1(6(1)).
Os sinais de sondagem sao:
Sl(l‘) Za]SiIl((Oll‘) (9)
S2(t) = apsin(awnt) °

e os sinais de demodulagao sao representados por

M (1) = 2 sin( ;1)
% ; (10)
My(t) = " sin(yt)

tendo amplitudes constantes nao nulas a; e ap, ambas
maiores que zero, e frequéncias @; e @, satisfazendo
W] # . Essas frequenmas de excitacao aditiva @; podem
ser escolhidas como

0 =0o=0(0) (11)
onde @ representa uma constante positiva e a)l-’ é um
numero racional. Uma sele¢ao potencial é detalhada em
(Ghaffari et al., 2012).

i=1ou?2,
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(<] () = Hy — Hi cos(2011)
/.{ "(]-1£t_) --------------------------------- 2h] 2Hl 0
: : AN 1 nY
: G (1) + o sin(o;t) + —— sin(w; )
H , 1
Ur(th) —— ei(t) O Gi(t) Hpar ® /
EEEEE Lnjz}l(,] ] 01 |G1(t)] — |ex(t)] ) - |_ a cos|(@1 + @ )]
S (1) Mi(t) 2H,65 H]
0 1 + 227 o) + 122 cos(@) — wn)e], (16)
_»@ uy(t) 71 01(t) A 91(*)‘m yi(t) SO ap
= ~ = ~ Hr(t) = Hl, — H{ cos(201)
e Quadratic Payoff 2]’[1 . 2H1 o .
o Nash Seeking + 712 Sln((l)ll) + L] Sln(a)lt)
e Event-Triggered 2H1 0 Hl
. as
: Il A 7ol o + 22222 in(ot) + —22= cos[(w; — an)1]
— o] u(t) =G, ‘? TR ML W) ‘? l‘” @
\ H
— Sa(t) M (t) + In® cos[(; + m)t], (17)
e S g CETEACTISINC] PSS ey a
Ua(13) s = ea(t) ) Gal(t) 51 (t) = H3, — H3, cos(2myt)
! ' Go(t2) 2]’12 2H2 oF
: : ‘_/{_ + =Lsin(ant) + =21 sin(wnt)
R az az
& (20 - 2HZ, 65 H3
7] + 2128 G ) + B2 cos[(@r — an)1]
a as
Figura 1. Diagrama de blocos ilustrando a busca do H2,a,
equilibrio de Nash acionada por eventos. + =22 cos[(an + @ )1], (18)
ap
o (t) = H3, — H3, cos(2mat)
2h3 2H3 65
+ =2 sin(wyt) + ——222 sin(wyt)
ar a
2
Se denotarmos 6 (r) e 6,(r) como as estimativas de 6} e 65, + Hya cos[(@n + @ )1
respectivamente, podemos definir o “erro de estimacao” da a
seguinte forma: 2H221 o/ . H221a1
+ —=—=sin(myt) + —— cos[(@m — @, )t], (19)
[7%) an
{Ql(t):%(t)_el* (12)
62(t) = 02(1) — 6; H! H! H|
81(1) = 19 Gin(ooyr) + 19 cos(@yr) + %alcos(%olt)
A estimativa do gradiente HL 42 HL 42
n %?2 sin(e;r) — %‘1’2 cos[(@; — 2a»)1]
Gi(t) =Mi()n(r) HbLd3 2H,6;6;
7 , 13 2% 12919 .
{Gz(t) = Mo()y(1) (13) + 2ar cos[(@; +2m)t] + @ sin( ;1)
— hlcos(2a1)
pode ser reescrita como arhl ah!
+ (21—12 cos[(@; — )t + %12 cos[(; + m)t]
A _ g7l p* 1 p* 1
Gi(t) = Hy, 0, +f~11292 +hy ) — H\, 6] cos(2w;1)
+ 1 ()01 (1) + A2 (1) 02(1) HYa,0; Hlya,6;
Hl : Hl _ +12721005[(co1 —(oz)t]—l—lzizlcos[(a)l + wy)t]
+ L sin(a@ )67 (r) + —22 sin( ;1) 05 (1) a1 @1
a1 | a — H}, 05 cos(2m;1)
2H12 . ~ ~ Hl 0F Hl 0
+a—lsm(wlt)el(t)ez(t)+51(t), (14) 4+ 7209 osl(o — )] — 2272 cos[(w) + an)r]
A * * ai a
Ga(r) = H3, 6] +f~122292 +h3 i 2 ne;y . 2h865
+ 51(1)0, (1) + 752 (1) 65 (1) + a—lsm(wlt)Jr sin(@;t) + i sin( ;1)
H2 . ~ H2 . ~ Hl 9*2 Hl 9*2
+ —sin(@)1)67 (1) + —2 sin(w1) 65 (¢) + UL Gin(ayr) + —2222 sin(ayr)
a az ai aj
2HZ, . o H] Hl
+72213m((92t)91 (1)02(1) + &2(1) , (15) +Lazcos((ozt)—%azcos[(2wl —)t]
Hllzaz H112a2
com parametros variaveis no tempo dados por + 2 cos(@nt) + 2 cos[(2an + )], (20)
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2 2

H
@ cos(ot) + %a

H? H
1% wt) + % 2 cos(3mt)

6.0 = =

sin(

2612

H
+ % sin(@yt) —

cos[(my — 2m) )t]

721—1221 616, sin(@yt)

H222a2
2

H3a
+ 2222 cos[(on + 20 )] +
2 a
— h cos(2mnt)
2

+ h} cos[(@, — @ )t] + Z—z cos[() + @)1]

— H?2,6; cos(2myt)

+ H3 a0}
ai

— H3,65 cos(2amnt)

cos[(@y — @ )t] + H3, 05 cos[(@) + @, )1]

H2a,0% H2 4,6
+ 722 17 cos[(ap — oy )t] — 7220 172 cos[(@n + o )t]
2 2

2 2/’12 * ) 1’12 *
+ ZZsin(@yr) + L sin(opt) + T2
az aj aj
H2 *2 H2 0*2
+ L sin(@nt) + —222-
az ap

sin(myt)

sin(wyt)

2
Hj a

H2
+ zéal cos(mr) — cos[(2an — @ )i]

H? H?
+ %‘“ cos(@ir) + %‘“ cos[(2mr + an)r].  (21)

Vale ressaltar que os termos quadraticos em (14) e (15)
podem ser ignorados em uma andlise local (Krsti¢, 2014).
Além disso, a partir de (4), H},0; + H,0; +hl =0 e
H221 0/ +H222 0; +h%=0. Portanto, a estimativa do gradiente
é expressa localmente como

Gi(1) = H01(1)61 (1) + H12(1)0a(1) + 81 (1),
Ga(t) = 751 ()0, (1) + 752()0:(1) + 8(1) .

Agora, considerando a derivada temporal de (12) e

referindo-se ao esquema busca pelo equilibrio de Nash
ilustrado na Fig. 1, podemos encontrar a dinamica que

governa (1) e 6(r) da seguinte forma:

(22)
(23)

di}f ) _ 400 g, (24
) _ 480 _ ), (29

onde u;(t) e uy(r) representam as leis de controle NES a
serem projetadas.

A lei de retroalimentagao continua é dada por:

{ul(t) = K]é](l)
I/tz(l)

= Kzéz([) ’
A lei de controle (26
u(t) = KG(t) onde

para todo t > 0. (26)

), quando escrita de forma vetorial

K 0 } (27)

K= [0 K|
garante a estabilidade do sistema de malha fechada, assu-
mindo que o produto KH seja Hurwitz.

i izago a i
Aqui, as atualizagoes de controle sao acionadas apenas
para uma determinada sequéncia de instantes de tempo

(tc)x € N determinada por um gerador de eventos. Este

gerador é projetado fpara manter estabilidade e robustez
do sistema de malha fechada ao mesmo tempo que diminui
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a frequéncia de atualizagao do sinal controle. Ou seja,
tarefa de controle é orquestrada por um mecanismo de
monitoramento que aciona atualizagoes quando a diferenca
entre o valor de saida atual e seu valor previamente
calculado no tempo tx excede um limite pré-definido,
determinado por uma condigdo de acionamento (Heemels

et al. 2012) E importante notar que, em implementacées
CODVGHC]OIlalb por dados amostrados, o tempo de execugao
é uniformemente espagado, com tK+1 =tx+h,ondeh>0¢
uma, constante conhecida, para todos k¥ € N. No entanto,
em um esquema acionado por eventos, os instantes de
amostragem podem ocorrer de forma aperiddica.

2.2 Emulacdo do Projeto de Busca Extremal em Tempo
Continuo

Definimos as agoes dos jogadores como:
ui (t) = Klél (tllc)a Vi € [K7 1<+1) (28)

(1) = K2Ga(rz), V1 € [t 15.y)- (29)

As seguintes fungoes e; e ez, ambas mapeando de R para
R, representam a diferenca entre a variavel de estado atual
e seu valor anteriormente transmitido para os jogadores P1
e P2, respectivamente, e sao expressas como:

er(t) :=Gi(ty) = Gi(t), Vi€ ltgoterr), KEN,
er(1) = Ga(13) = Galt), Vre€lrg,tiyy), KeN
Usando as equagbes (28)—(31), reescrevemos as politicas

de controle distribuido acionadas por eventos para cada
jogador em termos de e e ey, conforme segue:

ui(t) =KiGi(t) + Kiey(t), Veelthth ),
up (1) = K2Ga(t) + Kaea(t), Vt € [t2,

(30)
(31)

(32)

K+1) (3?’)

Consequentemente, substituindo a lei de controle acionada
por eventos (32)—(33) na derivada temporal de (22), (23),
(24) e na equagdo (25), para todo f € [tg,tx11), onde t, =
min{r}, 12} e tp) = min{rl, 12, |} (para mais detalhes,
veja (Tallapraga and Chopra, 2014)), obtemos a seguinte
dinamica governando G(r) e 6(r):

dé] (t)

o =K G (t)+%”11(t)K1e1(t)
+ 54, (t ) ( )+ 2()Kzen(t)
d(ilzt(t) = J61(1)K1G\ (1) + 761 (1)K e (1)
+ Aot ) 2Go (1) + A (1) Kaea (1)
di}t(t) = K141 (1) (1) + K1 742(1) 0:(1)
i +Kiei(t) + K161 (1), (36)
) _ Kotsr(1)610) + Ko Aon 1))
+Kaea(t) + Ka0a(t). (37)

Portanto, em uma representacdo concisa em forma de
vetorial, temos

dif!) = A ()KG(1) + 7 (t)Ke(r) + MZ(Z) 6(r)+ diy) ’
(38)
d?igt) = KA (1)8(t) + Ke(r) + K5(1), (39

DOI: 10.20906/CBA2024/4437
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onde

_ [ (1) Ha(t) _ |ou(r)

H(t) = [%”21(1) %2(t)} ed(t)= {62([)} .
O sistema em malha fechada descrito por (38) e (39)
destaca um ponto crucial: enquanto o produto J#(¢)K em
média forma uma matriz de Hurwitz, a convergéncia ao
equilibrio G =0 e 6 =0 nao é garantida devido & presenca
do vetor de erro e(t) := [e1(t),ex(t)]” e do termo varidvel
no tempo 6(t) e suas derivadas. No entanto, o sistema
exibe Estabilidade de Entrada-Estado (ISS) em relacéo ao
vetor de erro e(7) e a tais perturbagoes varidveis no tempo.

Além disso, é importante observar que as perturbacoes
d(t)
dr

(40)

do(t : . ‘s
o6(r) e %, assim como a matriz varidvel no tempo
possuem valores médios nulos.

3. ACOES DISTRIBUIDAS ACIONADAS POR
EVENTOS PARA BUSCA DO EQUILI{BRIO DE NASH

A Defini¢éo 1 delineia a utilizagdo de parametros pequenos
0;, juntamente com os erros e¢; e medidas da estimativa

do gradiente G; para o projeto do mecanismo distribuido
de transmissao de dados acionado por eventos. Esses
componentes sao empregados para construir a “Condigao
de Acionamento Estédtico da Busca do Equilibrio de Nash”.
Essa abordagem envolve a atualizacao das leis de controle

(28) e (29) e dos atuadores ZOH, conforme ilustrado na

Figura 1. Isso garante, de forma aperiédica, a estabilidade
assintética do sistema em malha fechada.

Definigdo 1. (Condigio de Acionamento). O ET-NES com con-
dicao de acionamento estatico consiste em dois componen-
tes:
(1) O conjunto de sequéncias crescentes de tempo I =
{l, L} tal que I; = {t;, ,t] ,t;,...} com t; = 0, para todo
i €{1,2}, gerado sob as seguintes regras:
o Se {reR":t>1p A 6i|Gi(t)] —|ei(r)| <0} =0,
entao o conjunto de tempos dos eventos é I; =
{to 1], i} .
e Se {teR" 1>t A 0i|Gi(r)]—|ei(r)| <0} #0, 0
préximo tempo de evento é dado por
thy =inf{r e R :t>1L A 0;|Gi(t)| — |ei(t)| <O},
(41)
consistindo no mecanismo de acionamento esta-

tico de evento.
(2) A i-ésima agao de controle de realimentagdo atuali-

zada nos instantes de acionamento em (28) e (29).

4. MECANISMO DE ACIONAMENTO PARA O
SISTEMA DE MALHA FECHADA ESCALADO
TEMPORALMENTE

4.1 Procedimento de Escalonamento Temporal

Para facilitar a andlise de estabilidade do sistema de malha
fechada, introduzimos uma escala de tempo conveniente.
Ao examinar (11), nota-se que as frequéncias de sondagem
(9) e (10), bem como suas combinagdes, sdo racionais.
Além disso, existe um periodo de tempo T tal que

T:27r><MMC{1,1} ,
)
onde MMC denota o minimo multiplo comum. Portanto,
definimos uma nova escala de tempo para a dinamica (38)
e (39) usando a transformagao 7 = @t, onde

(42)

Consequentemente, o sistema (38) e (39) pode ser expresso
, para todo t € [tx,tct1) € K €N, como:

d(zf ) _ %%(f)z(é(f) + é%ﬂ(t_)Ke(t_)Jr
+ 2005y 4 LW, (44)
o) 1 IS B B
o = LKA D60 + L Keld) + LKO@) . (43)

Agora, dentro da escala de tempo transformada 7, pode-se
implementar a teoria da média adequadamente com base

nas dindmicas (44) e (45). Apesar da nao-periodicidade dos
eventos de disparo e da descontinuidade no lado direito
das equagoes (44) e (45), o sistema em malha fechada
mantém sua periodicidade ao longo do tempo devido aos
sinais de excitagao aditiva e demodulacao periédicos. Essa
caracteristica tinica permite a aplicagao dos resultados de
média estabelecidos por Plotnikov (Plotnikov, 1980) a esta
configuracao especifica.

4.2 Sistema Médio em Malha Fechada

Define-se o estado aumentado como:

X(7) = [6(7) 6(7)] (46)
que reduz o sistema (44) e (45) para:
”D;;t) - %9 (:x (L) . (47)

O sistema (47) apresenta um pequeno parametro 1/@ e
_, 1 _
uma funcdo T-periédica F t7X’6 em f. Portanto, o
teorema da média (Plotnikov, 1980) pode ser aplicado
., 1 .1 . o
a ﬁ(l,X,) em lim — = 0, seguindo os principios
w D— (@)
estabelecidos por Plotnikov (Plotnikov, 1980).

Ao empregar a média de (47), obtemos o seguinte sistema
médio:

dXo () 1 _
di - Bjav (Xav) ) (48)

1 T
ﬁav (Xav) = ?/0 f(é,Xav,O)dé, (49)

onde as varidveis de estado médias G(7) e 6(f), para todo
f € [fx,fx+1), sdo regidas pelas seguintes equagoes:

dGo (D) 1. . 1 ]
= QKGR D, (50)
doyn(@ 1, ~ - 1 }
T RH O+ K (D) (51)
eav(f) = Gav(fk) — Gay (f)7 (52)
Gay(T) = HOy (1), (53)

lembrando que a matriz HK é Hurwitz. Portanto, é evi-
dente a partir de (50) que a relagdo ISS de Guy(f) com

relagdo ao erro médio de medi¢ao e,y (7) se mantém. As-
sim, podemos introduzir a seguinte “Condicao de Disparo
Estatico Média da Busca do Equilibrio de Nash” para o
sistema médio.

Defini¢ao 2. (Versio Média da Condigio de Acionamento). A

condicao média de acionamento por eventos na busca de
Nash consiste em dois componentes:

(1) O conjunto de sequéncias crescentes de tempo [ =

_:27717' (43) {,L} tal que]i:{%,ﬁ,g,...} cpmfézO, para todo
T i€{l,...,N}, gerado sob as seguintes regras:
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o Se {TERT:T>7NGi|GY(7)|— |e2¥()| <0} =0,
entao o conjunto de tempos dos eventos é I; =
{ty,11,... T}

o Se {TERT:T>7NGi|GY(7)|— |e2(F)| <0} # 0,
o préximo tempo de evento é dado por

fiy =inf{fERT:T>7. A 6i|GN(F)|— |2 ()| <0},
(54)
consistindo no mecanismo de disparo de evento

estatico.
(2) A i-ésima agdo de controle é atualizada nos instantes

de disparo tal que
ui (7) = KiG} (7) + Kiel (7),
para todo f € [fx,fict1 ), k € N.

(55)

5. ANALISE DE ESTABILIDADE

O teorema 1 garante localmente a estabilidade assintética
do sistema de controle em malha fechada ilustrado na
Figura 1.

Teorema 1. Considere a dinamica média da estimativa do
gradiente (50), o vetor médio do erro (52), e 0 mecanismo
médio de acionamento por evento distribuido na Defini¢ao
2. Para @ > 0 suficientemente grande, definido em (43), o
equilibrio Gy (t) =0 é localmente exponencialmente estd-
vel, e éav(t) converge exponencialmente para zero. Além
disso, para o sistema nao-médio (39), existem constantes
m e Mg tais que

16(t) — 0%|| < Mg exp(—mt)+ O (a+ ;) . (56)

onde a = y/a?+a3, com ay, a, definida em (9)-(10) e as

constantes m e My dependendo dos pardmetros de aciona-
mento oy, 0z, e da condigdo inicial 6(0), respectivamente.
Além disso, existe um limite inferior t* para o intervalo
entre execugoes fy] —tx para todo k € N, evitando o
comportamento de Zeno.

Prova: A prova do teorema é dividida em duas secoes
principais: andlise de estabilidade e prevencao do efeito
de Zeno.

A. Andlise de Estabilidade

Considere a seguinte candidata a funcao de Lyapunov para
o sistema médio (50):

Vay (f) = GL () PGy (), P=P! >0. (57)
Como HK é Hurwitz, dado Q = QT > 0, existe P = PT tal
que a equacio de Lyapunov seja KTHTP+PHK = —Q e,
portanto, a derivada temporal de (57) é dada por

dVay (T | R PV | - Ao
o) LG (110G () + L (DH KT PG ()
| RN -
+ 6va(t)PKHeav(t) : (58)
cujo limite superior pode ser expresso como

dVay (T Ami A - 2||PKH oA e
oll) o i@y oy 2K e )16
(59)

No mecanismo de acionamento de evento proposto, a lei de
atualizacao é dada por (54). Assim, por projeto |e}"(7)| <
01|GY (D), €5 (1) < 02| G5 (7)] € |leay (7) ]| < GGy (D) ]|, onde
6 = max{0y,0,}. Além disso, a desigualdade de Rayleigh-
Ritz (Khalil, 2002) nos da Amin(P)||Gay(D)||> < Vay(F) <
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Amax (P)||Gay ()||?. Assim, a desigualdade (59) é limitada
superiormente por

o) 1 Jm@) (,_2APKHISy
i = © Amax(P) Anin(Q) )T
_ AV (7) - Amin(Q)
com V,y(f) >0 and —5 < 0, para todo 6 < SPHK]|]
Por exemplo, se escolhermos 6 = 2}7"";,‘}1(%‘ 6, onde 6 €
(0,1), e definindo o = %7 a desigualdade (60) torna-se
simplesmente
dVay (F) o(1-6) _
< - . 1
s o V(D) (61)

Usando o Principio da Comparagéao (Khalil, 2002, Lemma),
a solucao de
AV, (7) oa(l1-6).
ALY Voo (7,
di o av(0)
proporciona um limite superior V,y () para Vay(7) tal que
Vay(f) < Vay(f), VI € [fic,fier1)s (63)

Vav(fic) = Vav(fc)  (62)

com

o oa(l-6)_ _ S
Vav (f) = exp (—(w)t) Vav(fx), V€ [t ficr1)-
(64)
Definindo 7 e 7 como limites & direita e & esquerda de
i = Iy, respectivamente, substituindo em (63), Vay (7, ;) <

w
nuo, Vay (t_,:+1) = Vv (fxc+1), Vav(fE) = Vay (f¢), €, consequen-
temente,

o(l1-6) . - - -
exp (—()(t,(+1 —t,j)) Vav (FF). Como Vi, (F) é conti-

Vav (fier1) < exp <a(1w&)(t_x+l t_x)) Vav(fc).  (65)

Portanto, para qualquer 7 >0 em 7 € [fi,ft1 ), kK €N, tem-
se

o
<...<
a(l-6) ,_ _ \= a(1-6) _ _
<enp (-0 i) ) [ewn (- 452 i) ) Vi)
= exp <—@f) Vav(0), Vi>0. (66)

Agora, ao limitar inferiormente o lado esquerdo e su-
periormente o lado direito de (66) com seus respectivos
equivalentes na desigualdade de Rayleigh-Ritz, obtemos:

ein(P) G DI < xp (= U207 A (PG O
(67)
Entao,

|G (D)]1” < [ex;, (_aﬂ ~6) t.)

20

e

Amax (P)

10 O]

|Gy ()] < exp <_a(1 a>t_>

20
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Uma vez que H é invertivel e, a partir de (53), fav(7) =
H Gy (7), a seguinte desigualdade é estabelecida

o(1

e @l < exp (- X520 Malonl, (0
s (P)
Mo = [T ()

J& que (39) tem lado direito descontinuo, é T-periddica
em t, e observando que o sistema médio com estado
0., (f) é assintoticamente estédvel de acordo com (70),
podemos invocar o teorema da média em (Plotnikov, 1980,
Teorema 2) para concluir que

16(1) — 6 (1) < 6 (;) |

Ao aplicarmos a desigualdade triangular (Apostol, 1957),
obtemos:

16()[| < [|Bay ()| + € (;)
<exp <_a(12_6)t> My ||8ay (0)|| + € (1> (73)

Agora, a partir de (9) e da Figura 1, podemos verificar que

(72)

0(r)— 6" =6(1)+5(1), (74)
onde S(t) := [S1(¢),52(t)]" e cuja norma euclidiana satisfaz
16(r) = 07| =] (f )+SOI < N8@)+ IS0
<exp< ( —0 t)M9||9 9*||+ﬁ(a+010),
(75)

levando & desigualdade (56), para m e Mg apropriados.

B. Evitando o Comportamento de Zeno

Uma vez que o sistema médio em malha fechada consiste
m (50), com o mecanismo de acionamento por evento
(54) e lei de controle média (55), podemos concluir que

lleay ()| < &|Gay (7)]], resultando em
6(|Gav ()|* = l|eay (D) || Gay ()| > 0. (76)
Ao usar a desigualdade de Peter-Paul (Warner, 1971), cd <
% + # para todo ¢,d, € >0, com ¢ = ||ea ()|, d = ||Gay (7) |
e € = G, a desigualdade (76) é limitada inferiormente por
6(|Gav (D1 = lleay (D)1 Gav ()| >
qHGaV(I_)HZ—p||eav(t_)||2, (77)
onde g=F e p= 1 m (Girard, 2014), é demonstrado

que um limite 1nfer10r para o intervalo entre execugoes é
dado pelo tempo que leva a funcao

P llew(@®

A ATE] ™
variar de 0 a 1. A derivada temporal de (78) é
deqay (T)
KR o]
a7 dGa (D) [ llea (@)
-0 (1&a) ] )

Entao, a seguinte estimativa é valida:

|HK|| [ { JJew( ||+||eav<t>l2}_ (80)

1Ga @) 1| Gay ()2
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Portanto, usando (78), a desigualdade (80) é reescrita

como

d(P(

< |HK||[ L2 K9 >+|H1<||\f¢ 0.

(81)
A partir da escala de tempo t = Lc;v a desigualdade (80) e

por meio do Lema de Comparacao (Khalil, 2002), encon-

tramos um limite inferior para o tempo entre execugoes
como

1
:./0 bo+b1§+bz€2d§’ (82)

, by =2|HK|, e by = 6|HK]|. Portanto, o

comportamento de Zeno é evitado nado apenas para o
sistema médio em malha fechada no tempo 7, mas também
para o sistema original no tempo ¢, uma vez que @ é apenas
um parametro de escalonamento temporal o que significa
que T*=w7* ainda sera um numero finito, estabelecendo
um tempo de comutagao minimo para descartar qualquer
comportamento de Zeno no tempo t € R+ ou 7 € R+.

HK
com by = | |

6. SIMULACAO

Esta secao apresenta os resultados da simulacao para ilus-
trar a busca distribuida de equilibrio de 1\%ash baseada
em mecanismo de acionamento por eventos. O sistema in-
vestigado representa um jogo nao-cooperativo envolvendo
duas empresas operando em um mercado de tipo duo-
polio. Essas empresas se envolvem em um competicao
visando maximizar seus lucros J;(¢) por meio da estratégia
de precificagio u;(t) de seus respectivos produtos, sem
compartilhar qualquer informacao entre os jogadores. Os
parametros do sistema sao consistentes com os descritos
em (Frihauf et al., 2012): as condi¢Ges iniciais sdo definidas
como 6;(0) =50 e 6,(0) = 110/3. Além disso, Sz = 100,
p =0,20, m; =30 e my =30 De acordo com (7), esses
parametros nos levam a um equilibrio de Nash tinico dado
por:

0* = [43,3333, 36,6667]" (83)
J* = [888,8889, 222,2222]". (84)

Os parametros do controlador sdo escolhidos da seguinte
forma: para a estratégia de busca do equilibrio de Nash,
definimos a; = 0,075, a, = 0,050, K1 =2, K» =5, 0 = 27
e ap =22. Com relagao a0 mecanismo de acionamento por
eventos, os parametros sao o7 = 0,85 e 6, =0,95. Para al-
cangar o equilibrio de Nash (83) com os lucros étimos (84),
os jogadores P1 e P2 implementam a estratégia de busca
pelo equilibrio de Nash descentralizada proposta, empre-
gando perturbagoes senoidais para modificar suas agoes. A
evolugao temporal da abordagem proposta é representada
na Figura 2. A Figura 2(a) mostra o comportamento de
atualizacao aperiédica das agoes dos jogadores. Lembrando
que cada jogador estima um componente de gradiente
distinto e d] cide independentemente quando acionar e atu-
alizar a acao do jogador correspondente, essas atualizagoes
ocorrem autonomamente. Em uma 51mu1a(;ao que abrange
250 segundos, as acoes do jogador P1 foram atualizadas
549 vezes e as do jogador P2 foram atualizadas 569 vezes
- Figura 2(b). Notavelmente, embora essas atualizagoes
sejam independentes, elas 1mpu1510nam coletivamente o
sistema em direcao ao equilibrio de Nash, conforme repre-
sentado na Figura 2(c). Além disso, a Flgura 2(d) ilustra
como, dentro da estrutura de mercado de duopdlio descrita
sem compartilhamento de informagoes, cada jogador pode
maximizar seus lucros J;(f) empregando a estratégia NES
descentralizada proposta via ETC para definir os pregos
dos produtos 0;(z) e 6;(¢) no jogo nao-cooperativo.
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dos aperiodicamente.
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atualizacoes dos controladores.

55 1200
—0,(t)
50 —0(t) 1000 L
800

45 '\—

_____ | 600
40

. TTe— 4001 N
35 2007 = = = ]

—i(t) — (1)

30 0

0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

Time [sec] Time [sec|

(c) Sinais de entrada das fun-
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Figura 2. Simulagao numérica da busca extremal distri-
buida em um jogo do tipo duopdlio nao-cooperativo
através de politicas acionadas por eventos.

A estratégia de busca de Nash acionada por eventos resulta
em intervalos de tempo nao uniformes entre as acoes de
controle. Em contraste, uma estratégia de controle acio-
nada periodicamente por computador executaria atualiza-
coes de controle em intervalos de tempo fixos e regulares,
independentemente do estado atual do sistema. As vanta-
gens da abordagem aperiddica incluem a utilizagdo mais
eficiente dos recursos computacionais e de comunicacao,
pois as atualizagoes ocorrem apenas quando necessarias,
reduzindo a carga desnecessaria no sistema e minimiza o
consumo de energia.

7. CONCLUSOES

Este artigo introduziu um método inovador para alcancar
localmente a convergéncia ao equilibrio de Nash em jogos
nao-cooperativos por meio de um esquema de controle
distribuido acionado por evento usando busca extremal.
Essa estratégia permite que os jogadores em um duopdlio
melhorem seus lucros sem que ocorra qualquer tipo de
compartilhamento de informacoes, com atualizagoes de
acoes ocorrendo independentemente, uma vez que cada
jogador estima e atualiza suas agOes com base em dife-
rentes componentes do gradiente. A abordagem proposta
contribui nao apenas para a teoria dos jogos, mas também
oferece um método pratico para tomada de decisao descen-
tralizada em sistemas complexos, demonstrando eficdcia
mesmo sob largura de banda limitada e preservando a
estabilidade do sistema em malha fechada.
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