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Abstract: In order to deal with the parameter drift problem in discrete-time adaptive control,
this work proposes a time-varying regularization of the covariance matrix in the recursive least
squares method with a forgetting factor. A set of synthesis conditions, based on Linear Matrix
Inequalities, is presented for the control law that guarantees that the closed loop system is
uniformly ultimately bounded when employed together with the proposed adaptation law.
Throughout all of the analysis, the approximation error is taken into consideration, since
it always exists in the context of universal approximators. Computational simulations are
performed to assess the efficacy of the proposed approach, by means of comparisons against
traditional recursive least squares methods.

Resumo: De forma a lidar com o problema de deriva dos parametros no contexto de controle
adaptativo de sistemas a tempo discreto, este trabalho propoe uma regularizacao variante no
tempo para a matriz de covariancia do método de minimos quadrados recursivo com fator de
esquecimento. E apresentado um conjunto de condigoes de sintese, baseadas em desigualdades
matriciais lineares, para a lei de controle que garante que o sistema em malha fechada seja
uniformemente finalmente limitado quando utilizado em conjunto com a lei de adaptacao
proposta. Em toda a anélise, é levado em consideracao o erro de aproximacao, que sempre
existe no contexto de aproximadores universais. Simulagdes computacionais sao realizadas para
verificar a eficiéncia da abordagem proposta, por meio de comparagoes com métodos tradicionais

de minimos quadrados recursivos.
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1. INTRODUCAO

Apesar de serem muito tteis para a estimagao de fungoes
nao-lineares desconhecidas, o uso de aproximadores uni-
versais sempre incorre em um erro de aproximagao, que
pode levar & deriva dos parametros estimados (Farrell and
Polycarpou, 2006; Ioannou and Fidan, 2006). Quando con-
sideramos sua aplicagdo no contexto do controle adapta-
tivo de sistemas lineares a tempo discreto, uma lei de adap-
tagdo muito utilizada é o minimos quadrados recursivo
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(Astrbm and Wittenmark, 2013), que também esta sujeita
a deriva dos parametros. Uma forma usual de se combater
a deriva de parametros neste caso, é o uso de um fator de
esquecimento combinado com a exigéncia da persisténcia
de excitagao dos regressores, o que garante a convergéncia
dos parametros estimados para os parametros étimos.

Entretanto, apesar de esta suposicao ser facilmente aten-
dida no controle de sistemas lineares adicionando-se um
pequeno ruido ao sinal de controle, este nao é o caso
quando consideramos aproximadores universais pois a per-
sisténcia de excitagao exige que os sinais do sistema per-
corram de tempos em tempos todo o universo de discurso
das varidveis de entrada do aproximador universal.

No contexto da falta de persisténcia de excitacao, diversas
estratégias podem ser empregadas, como a modificagao
para perturbacoes constantes (de Wit and Carrillo, 1990),
em que o fator de esquecimento é encontrado por meio da
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solugdo de um problema de otimizacao com restrigao; o
método dos elipsoides limitantes 6timos (OBE - Optimal
Bounding FEllipsoids) (Dasgupta and Huang, 1987), em que
o fator de esquecimento é encontrado por uma abordagem
de elipsoides que garantem que o parametro estd contido
dentro daquela regiao; e o método do fator de esquecimento
de direcao varidvel (Goel et al., 2020), que reduz a inversa
da matriz de covaridncia apenas nas diregoes em que 0s
regressores estao introduzindo novas informagoes.

Como muitas dessas estratégias podem ser complexas ou
custosas computacionalmente, neste artigo propomos uma
regularizacao variante no tempo, de simples implementa-
cao, para a matriz de covariancia que, mesmo na falta de
persisténcia de excitagao, evita que a matriz de covari-
ancia cresca sem limites e evita a deriva dos parametros.
Mostramos também que o seu uso no contexto do controle
adaptativo baseado em aproximacao com modelos Takagi-
Sugeno (TS) garante que o sistema em malha fechada seja
uniformemente finalmente limitado. Um exemplo numérico
é apresentado para ilustrar o comportamento e a eficiéncia
da lei de adaptagao proposta.

2. METODOLOGIA

Por simplicidade, neste trabalho consideramos sistemas a
tempo discreto que sao linearizaveis por realimentagao sem
a necessidade do uso de uma transformacao dos estados
(uma vez que tal transformagao seria dificil no contexto
em que parte das ndo-linearidades s@o desconhecidas)
e com apenas uma entrada de controle. Dessa forma,
consideramos que os sistemas sao descritos por

xpi1 = Azy + B ((go(xk) + g(xr)) wi + fo(zr) + f(fﬂk()l))

em que ¢ € R™ é o vetor de estados, ur € R é a entrada
de controle, as fungoes fo(xk) e go(xy) sdo precisamente
conhecidas, enquanto que as fungoes f(xy) e g(xy) sdo
desconhecidas.

De modo a lidar com estas fun¢oes desconhecidas, faremos
uso de um modelo fuzzy Takagi-Sugeno (TS) com con-
sequentes constantes. Considerando um sistema de infe-
réncia nebulosa definido por um defuzzificador de média
central, inferéncia do produto e fuzzificador singleton, se as
fungoes de pertinéncia utilizadas forem gaussianas (Wang,
1993, 1997) ou de suporte limitado (como triangulares ou
trapezoidais) (Castro, 1995), estes modelos representam
aproximadores universais (em uma regiao compacta). Esta
aproximagao é dada por

TF
7=1
’I”g -
hgi ()
gi\Lk
g(xk) = E Iz g +€g(wk)
i=1 Z]:l Qj(xk')
em que ry e ry sdo, respectivamente, o nimero de regras
utilizadas no modelo TS para aproximar f e g, hy; e hy;
sdo as fungdes de pertinéncia (gaussianas ou de suporte
limitado), € e €4 sdo os erros de aproximacao, e Oy; e
0, sdo os parametros étimos desconhecidos do modelo
que minimizam o maximo erro de aproximacao dentro da
regiao de andlise. Normalmente, definem-se as fungoes de
pertinéncia normalizadas
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hyi(z)
hyi(xk) = <r7 ;
>l hyi(z)
com as propriedades

hoi(xr) ==/ 77—

hfz($k> >0, Vi,

Tf
Zhﬁ(ib@ =1,
i=1

i=1

Considerando a notagao compacta

hgi(.’llk) >0, Vi,

[ efl I 991
0 = : ) 0, = )
_9fo _egrg
[ A () [ hg, (1)
hy(zr) = : ;o hg(me) = : ;
| g, (k) | hg., (@k)

podemos entao escrever
f(x) = 67 hy(@) + e (),
g(x) = 9§hg(w) +e4().
Como as fungoes a serem aproximadas sdo desconhecidas,

nao é possivel de se determinar exatamente os parametros
6timos B¢ e 0,4, e empregamos estimativas destes parame-

tros, representadas como 05 e 6.

Considerando uma lei de controle da forma

—fo(zx) — 0T hy(z) + Ky,
Uk = ~ (2)
go(xy) + 6T hy(x)

e que a dinamica do sistema pode ser reescrita como
Ty = Az + B ((go(ﬂck) + 93) up, + fo(xr) + é?hf(x))

+B ((égThg(:c) + eg(w)) up + 07 hy(x) + gf(q;)) 7

com éf =65 — éf e 0~g =0, — ég, a dindmica de malha
fechada pode ser escrita como

51 671 | hi(®)
_ T T f
@y = (A+BK)x, + B[6] 0, ] [hg(m)uk]
+ B (ef(®) +eg(x)ur)
xpy1 = (A+ BK)x), + BOT p(xy,up) + Bo(xh,up),
em que O = [0? é;], el (xp,uy) = [h?(a:) ukhz;(:c)} e
O(xp,ur) = e5(x) + eg(x)ug. De modo a simplificar a re-
presentacio, quando néo for causar confusio, escreveremos
P e 0.

2.1 Lei de Adaptagao - Minimos Quadrados Recursivo

Uma lei de adaptagao muito comum utilizada no con-
texto de sistemas a tempo discreto, no caso em que o0s
parametros a serem estimados aparecem de forma linear
no modelo, é o minimos quadrados recursivo. Definindo a
inovagdo do sistema em malha fechada como
Vit1 = Tht1 — (A + BK) Tk

e considerando uma ponderagao, ¢, ele poderia ser escrito
como (Kanellakopoulos, 1994)

Pl = Pt + (o
N N —1
Oks1 = Ok + (Per1prvl, B (BTB) (3)
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em que P, é a matriz de covariancia da estimacao.

Entretanto, devido ao erro de aproximacao, dy, a estabi-
lidade deste estimador nao é garantida e os parametros
estimados podem divergir ao longo do tempo, i.e. pode
ocorrer a deriva dos parametros. Uma forma de se com-
bater este problema, muito utilizada na literatura, é o uso
de um fator de esquecimento, « € (0,1), de modo que a
dinamica da matriz de covariancia passa a ser escrita como
Pl =aP + Corepy -
Entretanto, tal modificagdo exige que o sinal ¢y, seja per-
sistentemente excitante, pois se ¢ wkgof nao variar bastante
dentro do nosso universo de discurso, corremos o risco de
P 1 0 em certas direcoes (o que implica que P, — oo
em certas diregoes).

No caso da estimagao de modelos lineares, esta considera-
¢ao nao costuma ser um problema, pois pode ser atendida,
na maioria dos casos, adicionando-se um pequeno ruido a
lei de controle que garanta esta persisténcia. Entretanto,
no contexto de modelos nao lineares, com uma énfase
ainda maior para o caso de aproximadores universais, a
persisténcia de excitagao exige que o sistema esteja sempre
excursionando todo o universo de discurso da aproximagao,
de modo que tal suposigao é inviavel.

No contexto da falta de persisténcia de excitacao, uma
estratégia muito utilizada, conhecida como regularizagao
da matriz de covariancia, faz uso da dinamica
Pl = aPt + Gy + AL

em que o termo Al garante que a inversa da matriz de
covariancia nunca tenda a zero. Entretanto, como apre-
sentado em (3), a atualizacao dos pardmetros depende da
matriz de covaridncia P11 e nao de sua inversa, e esta
forma de regularizacao sempre exige a inversao da matriz
para ser calculada exatamente (o que é custoso computa-
cionalmente se o nimero de pardmetros for elevado).

Dessa forma, vamos considerar uma estratégia um pouco
diferente. Consideramos a existéncia de um pequeno termo
variante no tempo adicional na dinamica da inversa da
matriz de covariancia

Pl = aP 2 menf + Corpl (4)
com A > 0, e ||gk]| = 1 utilizados para evitar que a
dindmica tenda a zero em certas direcoes. Os vetores de
regularizacao, m podem ser escolhidos de varias formas
distintas, desde que variem de modo que garantam que
a soma dos elementos mmf gere uma matriz quadrada
de posto completo (semelhante & uma condicdo de per-
sisténcia de excitacao, mas neste caso para os termos de
regularizacao). Uma vez que P, L€ R"™" e que os vetores
ey base do espaco R" sao definidos como

o) — 1,sei =14
=00, sei A0
de modo a simplificar a implementagao (e nossa anélise),
consideramos o sinal periédico

Nk = €mod(k,r)+1>
em que mod(k,r) representa o resto da divisao inteira de
k por r.

Ignorando o efeito de ¢ sobre a dindmica da inversa da
matriz de covariancia, podemos escrever (considerando um
perfodo do sinal )
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Ptz o R
+ A (Me—1mi_y + amp—amj_y + -+ "yl (5)

Como, para Py > 0, temos Pk__lr >0,e

> menf =1
k=1

temos que

1
Po<— 1

P> (A", < o=l

Logo, podemos ver que a estratégia proposta é capaz de

garantir que a matriz de covariancia seja sempre limitada.

O interessante desta proposta, é que ainda conseguimos
equacoes de atualizagdo da matriz de covaridncia que nao
necessitam da operagao de inversao de matrizes. Utilizando
o Lema da Inversao em (4), temos que

Pey1 = (aP M+ AnwkT)*l
C(aPy + dmen?) ™ orel (Pt + AT ™
1+ ¢l (aPy " + xmnl) ™ o

e, uma vez que

APemymil Pe >

— 1
Pyt =2 (P —
(CM k + nknk) a k a+)\"7]{Pk"7k

definindo
APmeni Py

P, =P, - —F 7k T
k y a+ Anf Py,

(6)

podemos escrever que

_ b P
Pkl ) 7

1
Pov=— (P k
1T ( " o+ (ol P

Dessa forma, a dindmica do erro de adaptagao passa a ser
dada por

Ok+1 = Ok — CPri191pt O) — CPri1pr0r

e, escolhendo a funcao de Lyapunov do erro de adaptacao
como

Vo, =tr (égpglék>
sua diferenca sera dada por
AVp = tr (éfﬂnglékH) — tr (éfP,;lék)
AV = (=2¢ + (Pt Pes1pr) ¢4 0107 o,
+ (—2¢ + 2@ Pus1pr) 54 OF ¢x
+ C2‘P£Pk+180k5135k + tr (ég (Pk__,'_ll — Oépk_l) @k)
—(l-a)tr (é{Pglék)
AVp = (—=C+ P#f Prer1or) 1 O1OF o
+ 2 (—C + C2‘P£Pk+180k) 5;{@%5016 + Cdgék
+ (=C + ok Pryrtpr) 07 6k
— (1= a)Vp + A tr(6F ninf Ox).

Uma vez que
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_ 2
1 _ ¢® (¢ Pupr)
2 T 2 T k
P = — P, -
Pk Prrropr = — <C Pi Prpr o+ CoT Pron
_ Celhn
o+ Cof Pupr
temos que
ol Prpr —a(

—C+ i Popipr = —C+

a+Cpl Prpr o+ (ol Prpr

de modo que
—aCpt 0107 pr — 2a(5] OF 1 — (S b,
o+ Cof Pepy,
— (1= ) Vo + A tr(@Tmini 6y).
Além disso, de (5), temos que
Pt >a P+ ha" )

o que implica que, em regime permanente,

AV, = + ¢SF o,

11—«

" 1
Oérfl Pk? :

A, <
De (4), podemos escrever que

Pl <aP 7t + AL+ (o,

mas como @@’ < @lpl, e Ty <1+ 3, com B sendo
o valor maximo que o quadrado da acao de controle, uy,
pode assumir,
Py <abPit+ (A ¢+ B)) 1,
o que implica que, em regime permanente,
< w P, > 1_70([7
e A+C(1+5)

(1—a)A+al(1+8) = A1 —a)?

Pt I,

P2 TR CTF A0+ a1+ B)
Definindo
r—1
a=auoa+ 1@_ o
e — —
aC(A + ¢B)(A + a¢p)

T GOF A+ alh) + B+ alh) —37)
com B = (1+f) e~ =(1—a), podemos escrever
—al (cpgék + 5,?) ((:)ZQOk + 5k>

o+ Cpf Prpk

r—1
_(1_a_ «

1-— oz’“) Ve,
—C (cpf@k + 6;?) (éfsok - 5k)
+ 0ok — (1 —a) Vg.

AV + ¢} O

AVy

IN

2.2 Lei de Controle

Note que se for possivel encontrar uma lei de controle de
modo que

AV, € (1= a)Ve, + G (01 0r+ ) (6Fn+01).

com a, uma taxa de decaimento para a funcao de Lya-
punov do sistema e (; um ganho, teremos uma dinamica
uniformemente finalmente limitada considerando o sistema
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adaptativo como um todo em malha fechada (lei de con-
trole em conjunto com a lei de adaptagdo), pois para
¢ = (/¢ e a,, = min(a,c), podemos escolher a fungao
de Lyapunov

e temos

Vi1 < Vi + %5;{51«

Como o modelo nebuloso utilizado é um aproximador
universal, temos que 676 < 4, e

(a1 — o) <

V. < afV, >
k=t - C(l - av)
. C(Ce «
| Ve < =—22—4.
Koo "= (1 — aw)

Considerando uma fungao de Lyapunov quadratica, com
Q € R™*", para V,, temos entao

T
VZE = Ty ka
e desejamos que

wg+1Qa’k+1 - azngwk

—Ca (cpf@k + 5?) (éfsok + §k) <.

Definindo z, = é{(pk + Ok, temos que xr11 = (A +
BK)xy, + Bz, e desejamos que

T
T oo
Zk Zk
Ao [Few@ 0] [AT+KTBT o AT + kTRT)"
L0 -G BT BT :
Uma condigao que garante que esta desigualdade seja

atendida é que A < 0 que, por meio de um complemento
de Schur, pode ser escrita como

—0,Q 0 AT+ KTRBT
0 —( BT <0.
A+BK B Q!

Definindo X = Q! e Y = KX, multiplicando & esquerda
e a direita por diag(X,I,I), temos

—az X 0 XAT4+YTBT
0 —Ce BT <0.
AX +BY B -X

Como mostrado nesta secao, esta Desigualdade Matricial
Linear (LMI, do inglés Linear Matriz Inequality) pode
ser utilizada para se sintonizar um controlador de modo
que o sistema adaptativo seja uniformemente finalmente
limitado. Além disso, de modo a mitigar o efeito do erro de
aproximagao (entre os pardmetros 6timos do aproximador
universal e a funcdo desconhecida sendo aproximada),
pode-se sintonizar o controlador minimizando-se (, (que
afeta de forma diretamente proporcional o limite final
garantido para o sistema em malha fechada).

De modo a condensar os resultados apresentados nesta
secao, podemos entao enunciar o teorema a seguir.

Teorema 1. Considere o sistema apresentado em (1), em
que as funcoes f e g sao desconhecidas. Se, dados escalares
oy € (0,1) e > 0, existir uma matriz simétrica e definida
positiva X € R™*™ e uma matriz Y € R™" tal que
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—a, X 0 XAT4+YTBT
0 —Ca BT <0,
AX +BY B -X

entao a lei de controle com aproximagao adaptativa, defi-
nida por (2), (3), (6) e (7) e com K = Y X!, garante que
o sistema em malha fechada é uniformemente finalmente
limitado, com

&
C(1 = ay)Amin(Q)

com Apin(Q) o0 menor autovalor da matriz Q.

lk]|* < 0

3. EXEMPLO NUMERICO

Considere o modelo simplificado de um péndulo invertido
sobre um carrinho (desconsiderando a dinamica do carri-
nho), modificado de (Tanaka and Wang, 2004, secao 2.6)
para incluir atrito sobre o péndulo

3.31 = X9
. gsin(z1) — 2223 sin(221) — acos(zy)u + v
T2 = 4l 2

3 —aml cos?(x1)

em que x1 representa o angulo do péndulo em relacao a
vertical, xo é a velocidade angular, u é a forca aplicada so-
bre o carrinho, v é um torque de atrito (desconhecido) que
atua sobre o péndulo, m = 0,3 kg é a massa do péndulo,
M =1 kg a massa do carrinho, I = 0,25 m a metade do
comprimento do péndulo, g = 9,78 m/s? a aceleracao da
gravidade, e a = 1/(m + M). Nas simulages apresenta-
das, o atrito empregado serd v = —5tanh(100z2) — 2.
Considerando uma discretizagao de Euler, com Ts = 0,1 s,
descrevemos o sistema em tempo discreto como apresen-
tado na equagao (1), com

A= [(1) Tf} ,B = {795} s f(x2) = v(22),

_ gsin(zq) — 45423 sin(22:)
fo(x) - Al ) )
5 — aml cos?(x1)
41 2
_ 3 —amlcos (x1)
go(®) = acos(zy)

e considera-se que nao existe g(ay) desconhecido neste
exemplo. As condigoes do Teorema 1 sdo resolvidas para
a; = 0,707 com a condi¢ao extra X > I (de modo a
garantir que menor autovalor de ) serd pelo menos maior
do que a unidade), encontrando-se o valor de (, = 0,0143
e K =[-30-—13].

Simulamos o comportamento do sistema em malha fechada
para quatro controladores diferentes: ignorando o efeito do
atrito (sem adaptagdo), utilizando as condigées propostas
no Teorema 1 (MQR com fator de esquecimento o« = 0,707,
fator de regularizacgio A = 1000 e ganho ¢ = 1, com 30
funcoes de pertinéncia triangulares igualmente espagadas
em zp € [—20,20]), utilizando um MQR sem o uso de
um fator de esquecimento (equivalente a tomar A = 0 e
a = 1) e utilizando um MQR com fator de esquecimento,
mas sem regularizacdo (equivalente a tomar A = 0).
O comportamento destes sistemas em malha fechada é
comparado na Figura 1, em que é apresentada a norma do
estado ao longo do tempo para os quatro controladores.

Por meio da Figura 1, podemos observar que o melhor
resultado obtido foi com o controlador adaptativo apresen-
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controlador sem adaptagéo

MQR com esquecimento e regularizacéo
25| MQR sem esquecimento i
MQR com esquecimento e sem regularizagéo

—
M
0 L L L L ]
0 20 40 60 80 100
tempo (s)

Figura 1. Norma dos estados do sistema em malha fechada
ao longo do tempo para os quatro controladores dis-
cutidos na Secdo 3. Ao centro da figura, é apresentado
um zoom nos instantes iniciais do sistema em malha

fechada.

0 20 40 60 80 100

100

80 1

60 1

U

40+ i

20 1

0 20 40 60 80 100
tempo (s)

Figura 2. Evolugao dos estados (gréfico superior) e da agao
de controle (grafico inferior) do sistema em malha
fechada ao longo do tempo para o controlador adapta-
tivo por aproximagao utilizando um método dos mini-
mos quadrados recursivo com fator de esquecimento e
regularizagao variante no tempo proposto no Teorema
1 para o exemplo da Secao 3.
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Figura 3. Evolucao dos parametros estimados ao longo
do tempo para o controlador adaptativo por aproxi-
magao utilizando um método dos minimos quadrados
recursivo com fator de esquecimento e regularizagao
variante no tempo proposto no Teorema 1 para o
exemplo da Segao 3.

tado no Teorema 1. Mesmo o controlador sem adaptagao
foi capaz de deixar a norma dos estados limitada, porém
com uma resposta significativamente lenta. Os trés contro-
ladores adaptativos tiveram, inicialmente, comportamen-
tos muito parecidos. O controlador sem fator de esqueci-
mento permaneceu com todos os estados/pardametros limi-
tados em malha fechada, mas teve uma adaptagao muito
lenta (& medida que o ntimero de dados foi aumentando),
o que resultou em uma resposta mais demorada (conside-
rando tempo de “acomodagdo”) em relagdo ao controlador
sem adaptacao. O controlador com fator de esquecimento
e sem regularizacao possui um comportamento semelhante
ao do controlador proposto no Teorema 1 inicialmente.
Entretanto, a falta de persisténcia de excitagao do sinal,
levou seus parametros a divergirem e, com isso, o sistema
em malha fechada ficou instéavel por volta do 6,1 s. Por
fim, o controlador proposto neste artigo, com adaptacao
utilizando fator de esquecimento e regularizacdo variante
no tempo da matriz de covariancia, obteve o melhor re-
sultado, garantindo uma resposta mais rapida e com um
menor limite final na norma dos estados do que os outros
controladores. As Figuras 2 e 3 apresentam a evolucao dos
estados e dos parametros estimados para este controlador,
respectivamente, mostrando que ambos ficaram limitados
em malha fechada.

4. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho propés uma regularizagao variante no tempo
simples para a matriz de covariancia no método de mini-
mos quadrados recursivo, evitando a necessidade da in-
versao de matrizes e fazendo o uso de duas atualizagoes
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de posto 1 (consideravelmente mais simples quando o ni-
mero de pardmetros estimados é grande). Além disso, foi
mostrado que essa modificagao garante a estabilidade do
método de estimagao mesmo na auséncia da persisténcia
de excitacao dos sinais regressores, e que seu uso, no con-
texto do controle adaptativo baseado em aproximagao com
modelos TS, garante que o sistema adaptativo em malha
fechado é uniformemente finalmente limitado. Um exemplo
numérico ilustrou a superioridade, no uso em sistemas de
controle adaptativo, da lei de adaptagao proposta sobre
outras leis de adaptacao de minimos quadrados recursivos
mais tradicionais.

Apesar de todas as vantagens mostradas, o artigo se
restringiu ao caso do controle de sistemas com uma tnica
entrada de controle e que podem ser linearizaveis por
realimentacao sem o uso de transformagoes do espaco de
estados. Como diregoes futuras, almeja-se o estudo de
sistemas com multiplas entradas, assim como sistemas na
forma de realimentagio estrita (que permitem o uso da
técnica de backstepping) de forma a generalizar um pouco
a classe de sistemas a que se pode aplicar este método.
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