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Abstract: Classical extremum seeking (ES) algorithms keep active the permanent search for the
presence of a periodic and limited probing signal. However, this structure generates a small
periodic bias of the map output to be optimized. In this paper, we propose an algorithm
structure perturbed by an adaptive signal with monotonically decreasing amplitude through the
Borges g-trigonometry. This structure solves in a simple way the divergences of the increasing
adaptation gain of other existing approaches while generating results equivalent to the bias of
the signal output without adopting hyperbolic chirps. Furthermore, the proposed methodology
has as special cases in the generalized extremum seeking (E.S,), classical extremum seeking and
unbiased extremum seeking.

Resumo: Os algoritmos de busca extremal classicos mantém ativa a busca permanente pela
presenca de um sinal de perturbagao periddico e limitado. Contudo, esta estrutura gera um
pequeno viés peridédico da saida do mapa a ser otimizado. Neste artigo propomos uma estrutura
de algoritmo perturbada por um sinal de excitagao adaptativo com amplitude monotonicamente
decrescente por meio da g-trigonometria de Borges. Essa estrutura resolve de maneira simples
as divergéncias do ganho de adaptagao crescente em outras abordagens da literatura existente,
enquanto gera resultados equivalente em relagao ao viés de convergéncia do sinal de saida do
mapa a ser otimizado sem adocao de hyperbolic chirps. Além disso, a metodologia proposta tem
como casos particulares o controle extremal generalizado (ES,), controle extremal cldssico e

controle extremal nao enviesado.
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1. INTRODUCAO

O controle por busca extremal é classificado no contexto
da teoria de controle adaptativo como uma estratégia de
otimizagao em tempo real sem conhecimento de modelos
matematicos. Apesar da ampla variedade de algoritmos
desenvolvidos nesta area, recentemente tem sido realizado
um conjunto de modificagoes da versao classica desse algo-
ritmo que combina a aceleracao da busca da regiao étima
e a eliminagdo do viés do sinal de saida (também cha-
madas oscilagdes em estado estaciondrio) (Yilmaz et al.,
2023). Desde a prova rigorosa de estabilidade desenvolvida
por Wang and Krstic (2000), e para sistemas de dimensao
infinita em Oliveira and Krstic (2022), o objetivo de proje-
tistas desses tipos de controladores tem sido alcangar um
ajuste de sintonia que estabeleca uma relagao entre a busca
rapida pela regiao de valor extremo da varidvel de saida e
reduzir o viés resultado da perturbagao periddica. Destaca-
se ainda a necessidade de sistemas reais em manter a
menor perturbagao possivel da varidvel manipulada. Esta
perspectiva amplia-se ao longo das iltimas duas décadas
e muitos autores dedicaram-se também a abordagem de
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busca de extremos nao locais, semi-globais ou a busca de
extremos globais por Tan et al. (2006, 2009). A evolugao
dessa abordagem tem origem na proposta de Tan et al.
(2009) que envolve uma modificagdo da amplitude do sinal
de perturbagao por meio de uma fungao exponencialmente
decrescente com o objetivo de uma busca global, enquanto
reduz a perturbacao ao longo do tempo. Contudo, a abor-
dagem de Tan et al. (2009) nao inclui qualquer alteragao
do ganho, ou seja, ele permanece constante e sintonizado
com valor muito pequeno em comparacao a frequéncias da
funcao de perturbacao do controlador extremal classico.

Mais recentemente, Wang et al. (2016) propuseram uma
abordagem que envolve a amplitude adaptativa do sinal
de perturbagao, governado por um sinal do filtro passa-
baixas e oriundo de um filtro passa-altas sobre a saida do
sistema, enquanto o ganho permanece inalterado, assim
como na proposta de Tan et al. (2009).

Apesar dos avancos obtidos pelos trabalhos supracitados,
h& espaco para novos desenvolvimentos, especialmente fo-
cados na sintonia dos controladores para alcancar a ate-
nuacao de oscilagoes do sinal de saida. A proposta de
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(Pokhrel and Eisa, 2023) consiste na estimativa dos es-
tados por filtro de Kalman via sistemas representados por
Lie Bracket que levam a atenuagao do sinal. A estratégia
adotada por (Abdelgalil and Taha, 2020) também aplica
as aproximagoes dos Lie Bracket que resulta na atenuacao
do sinal, sendo necesséario relaxar hipoteses desta teoria,
contudo, sem limitar as amplitudes e frequéncias dos sinais
de excitacao.

A necessidade de obter respostas mais rapidas associa-
das a atenuagao de oscilagoes para o estado estacionario
o6timo tem promovido a criagao de alternativas ao algo-
ritmo de controle extremal cldssico. Assim, novos algo-
ritmos foram desenvolvidos com fungoes com amplitude
de perturbagoes adaptativas, que possuem comportamento
monotonicamente decrescente, flexibilizando a sintonia de
controladores, seja pela redugao da amplitude do sinal
de perturbacao ou quanto a adaptagao do ganho para
acelerar a busca das vizinhancas do valor extremo. Pessoa
et al. (2019) elaboraram uma nova estrutura inicialmente
inspirada na abordagem de Tan et al. (2009) e associada
& g-trigonometria de Borges (1998). Tal estrutura é cons-
tituida da adic@o do sinal da fungao a,sing(-) & estrutura
classica do controle extremal, seja no sinal de perturbagao
aditiva, seja no sinal de um demodulador. Essa abordagem
resulta para tempos longos na recuperacao do algoritmo
cléssico do ES, uma vez que a fungéo a4 sin,(-) é formada
pelo produto de uma lei de poténcia decrescente (¢ > 1) e
funcao periddica, tendo comportamento geral com ntmero
de ciclos limitados e reducao da amplitude ao longo do
tempo. Como veremos nas segoes seguintes, esta estratégia
permite ampliar o dominio de busca, acelerar a busca pela
vizinhanga do extremo e atenuar as oscilagoes em torno do
valor extremo ou mesmo elimina-la.

Assim, uma nova classe de algoritmos de ES é proposta
neste artigo com o objetivo de reduzir o viés na busca
pelo estado Gtimo. E utilizada uma abordagem de tempo
prescrito inspirada em Yilmaz et al. (2023), por meio da
aplicacdo de uma funcgdo exponencialmente decrescente
«a na adaptagdo da amplitude da fungdo de perturbagao
e a~! para o sinal demodulador. Contudo, a proposta
nao permite convergéncia assintética ou exponencial no
sentido classico de Lyapunov. Tal problema ocorre devido
a divergéncia do ganho crescente assumido no controle
extremal. Neste trabalho, apresentamos uma nova pro-
posta que soluciona este problema, mantendo os objetivos
investigados por Yilmaz et al. (2023), contudo, sem limi-
tagao do tempo total de validade da solugdo. Por meio
do formalismo oriundo da mecéanica estatistica nao aditiva
de Tsallis (2009), particularmente apoiado em argumentos
da &lgebra, fungoes e g-trigonometria, nés propomos um
algoritmo capaz de atingir a convergéncia para um tempo
determinado.

2. ASPECTOS DA ¢-TRIGONOMETRIA

A trigonometria generalizada desenvolvida por Borges
(1998) define fungbes circulares e hiperbdlicas sobre for-
mas generalizadas derivadas da estatistica de Tsallis
(1988). As principais definigdes e propriedades de g¢-
fungoes e g-algebra podem ser encontradas em Yamano
(2002), Naudts (2002), Tsallis (2009), e outras citadas por
eles. Nesta se¢ao, sao apresentadas apenas algumas fungoes
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da trigonometria generalizada que podem ser aplicadas a
uma classe de métodos de otimizagao de sistemas dinami-
cos (Pessoa et al., 2019).

A fungao g-exponencial é definida por:

1

expyr = [1+(1—q)z]}", (1)
onde o simbolo [A];+ como [A]y = A,se A>0,e [A]+ =0
se A < 0. A diferenga entre a fungao g-exponencial e
exponencial estd no comportamento da cauda da funcao,
sendo a primeira com caimento lento para ¢ > 1, e abrupto
com desaparecimento para g < 1, enquanto a segunda tem
cauda exponencial.
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Figura 1. Comportamento da funcao g¢-exponencial

exp,(Bz), com = —1.

Na Figura 1 sao apresentados graficos da fungao ¢—
exponencial para diferentes valores do parametro g, que
inclui o caso particular para ¢ = 1 (linha vermelha),
recuperando-se exp; (—x) = exp(—z). A condigdo de cut-
offparag>1éax>1/(1—¢q)eparag<léz<1/(1-
q). Por exemplo, a linha vertical tracejada representa a
divergéncia para ¢ = 0. Para o limite ¢ — —oo, a ¢-
exponencial é representada pela linha azul e para ¢ — oo
pela linha preta.

A funcao seno generalizada pode ser apresentada pela
expansao
(oo}

)7 Qo !

sing (x Z 2] 1))

7=0
onde @ é a funcao:
@nlq) =19(2¢—=1)(3¢—=2)...[ng—(n—1)], ¢>1. (3)
As equagoes (2) e (3) tem garantla de convergéncia para
@ =[1—q/7", g¢>1. (4)
A equacgdo (2) pode ainda ser apresentada na sua forma
compacta

. og>1, (2)

sing(x) = pg() sin [¢q ()], (5)
com p,(z) dado por:
pa(r) = expy((1 — q)2%)*. (6)

O argumento da fungao seno generalizada é definido como:
arctan; [(1 — q)x
o) = el =0 ™
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O indice 1 representa o caso usual, isto é, sin;(z) =
sin(z). De forma similar & funcéo seno, a funcao cos,(x) é
associada a trigonometria generalizada por:

c0s, () = py () cos: By ()], (®)

A Figura 2 ilustra o comportamento da relagdo sing(wt)
e cosq(wt) para diferentes valores de ¢ (note que ¢ > 1).
Diferente do circulo formado para a relagao trigonométrica
usual (¢ = 1), para valores de ¢ > 1 esta funcdo reduz
sua amplitude a medida que aumenta a varidvel ¢ e tem
o numero de ciclos limitados, como destacado por Borges
(1998). Estas caracteristicas sdo mais evidentes para valo-
res de ¢ cada vez maiores.

sing(wt)

cos,(wt)

Figura 2. A fungao sing(wt) versus cos,(wt). A curva preta
representa ¢ = 1.01, a azul ¢ = 0.99 e a curva
vermelha ¢ = 1.75. Todas as curvas iniciam em ¢ = 0.

3. DEFINICOES E NOTACOES

A priori, definiremos um conjunto de notagoes que sao ne-
cessarias para o desenvolvimento do algoritmo de controle
extremal classico. Aqui, é definido um sistema nao linear
genérico como ‘fl—’t’ = f(t,z,e) onde x € R, f(t,x,¢€) é
periédica em t com o periodo T e dominio D C R, como
segue:
ft+T,z€) = f(t,z,€), V(t z,€) €0,00) x D xI0,€)].
9)
Como provado por Khalil (2002), tomando a média de
f({t,x,€) para um e suficientemente pequeno e positivo, é

Como definido por Khalil (2002), um fungao vetorial
f(t,e) € R™ é da ordem de O(e) sobre um intervalo [t1, t2]
enquanto houver uma constante positiva C e €* tal que a
desigualdade a seguir seja vélida:

f(t,e) < Cle|l, Vel €[0,€"], Vi€ [t1,ta]. (12)
Serd possivel quantificar O(e) conhecendo os valores es-
timados de C' e €* , caso contrdrio é aceito que O(e) é
uma relagao de ordem de grandeza, valida para e suficien-

temente pequeno.

4. FORMULACAO DO PROBLEMA

Considere um sistema descrito por uma dindmica & =
f(x,0(x(t),0(t))), onde x(t) representa os estados do sis-
tema e d(x(t),d(t)) uma lei de controle suave que depende
da adaptacao da varidvel 6(t). Associado ao sistema é
definida uma funcao custo de saida do sistema y = h(x(t)),
também definida como mapa de saida. O ajuste da lei de
controle para o extremo da funcao custo y ocorre pela
adaptacao de 6(t) para um valor desconhecido 6*.

Ao longo desse trabalho, serd adotado um sistema com
dindmica aproximada a uma fungao custo estatica de
comportamento quadratico:

"

v )

y:=f(0)=[1"+ 5
onde as condigoes de convergéncia para a dindmica do
sistema sao dadas pelo equilibrio « = I(6), que possui um
extremo em 0* € R tal que

(0 —6)2, (13)

A(hol)(6%) B
00 =0
i 02(h o 1)(6")
T - f <0.

5. CONTROLE EXTREMAL GENERALIZADO ES,

Nesta se¢ao é proposta uma alternativa para uma funcao
de perturbacao geral, para promover flexibilidade aos mo-
vimentos do sinal do dither da busca extremal, enquanto
atenua a oscilagao da entrada e saida e assim alcanca
o estado 4étimo. A trigonometria proposta por Borges
(1998) apresenta um conjunto de fungdes que possuem
as propriedades necessarias e justificadas por Tan et al.
(2010). A funcéo sin,(-) apresentada na Segao 2 é utilizada
aditivamente a uma fungao sin(:), compondo o sinal de
perturbacao como apresentado no diagrama da Figura 3.

Portanto, de acordo com Pessoa et al. (2019), considerando
a aplicagao desse algoritmo a equacao da taxa de atuali-
zacao do parametro de controle 6§ obtém-se:

possivel aproximar a solugao deste sistema para a solucao dg .
do seguinte sistema médio: dt k(agsing(wqt) + ...
) fl/ B
T g ay s1n1(wt))[f*+7(9+...
dt = favg(x)a (10) . . 2
(aq sing (wqt) + a1 sing (wt)))?], (14)
I com parametros a; = a1 , wg = w1 € ¢ > 1. O limite
favg(2) = T/o ft,z €)dr. (11) quando t tende ao infinito é dado por:
ISSN: 2525-8311 3304 DOI: 10.20906/CBA2024/4660
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Figura 3. Diagrama do controle extremal generalizado.

. db X .
tlggo i fkay sing (wt) + ...

1"

%kal sing (wt)8? + £ ka? sin?(wt)f + . ..
)

3 i3
7ka1 siny (wt).
Retomamos ao caso classico fazendo os parametros de

amplitude a, = 3, a1 = 5 e ¢ — 1, obtém-se a expressao:

1"

(15)

(}LH{ % = k—(siny (wt) + ..
sing (wt)) | f* + %(é + %(sinl(wt) + sing (wt)))?| .(16)

Rigorosamente, a modificagao proposta do controle extre-
mal deve atender ndo somente as propriedades da abor-
dagem cldssica, mas também garantir a convergéncia ex-
ponencial. Para compreender as contribuigoes desta pro-
posta, a Equagao (14) foi expandida e reagrupada em
termos de sin(-) e § de mesma poténcia:

i
dt

%52/{% sing(wt) + %ézkal sing (wt) + ...

= f*kagsing(wt) + f*kaq sing (wt) + ...

f”ékag sing (wt) + f Oka3sin?(wt) + . ..
2f//0~kaq sing(wt)aq sing (wt) + ...

%kag sing (wt) + f?kza% sin (wt) + . ..
3 1"
%kag sing(wt)al sing (wt) + ...

3f

Tka% sing (wt)a, sing(wt).  (17)

A fungao de perturbagao proposta deve atender a pro-
priedades especificas do controle extremal, como listadas

por Liu and Krstic (2012), com média zero (1/T fOT flwt)dt
0) e fungdo média quadrada positiva (1/T fOT f2(wt)dt >
0). Para aplicar o teorema da média temporal sobre a
Equagao (17), entre outros procedimentos, deve-se calcu-

lar fOT sing(wt)dt. O teorema generalizado de De Moivre
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proposto por (Borges, 1998) pode ser utilizado para de-
monstrar como obter essa integral.

Assim, foi analisado o comportamento da equagao (17)
quando submetido ao sistema a média temporal. Pes-
soa et al. (2019) apresentam a média do sistema através
de uma abordagem numérica. A integracao numeérica do
sing(wt) equivale ao resultado analitico de uma funcao
c0sq«(.), em que o termo de frequéncia aparece no deno-
minador:
1

I
T /0 sing (wt)dt = "9 cos 1 (2 - quwt)|? .
(18)

A funcio cosg« (wt) (onde ¢* = 1/(2 — ¢)) tem os compo-
nentes,

pa(Wt) = [1+ (1 — ¢*)2(wt)?] ¥/ =0

cos1 (Pg- (wt)).
Considerando um valor de ! >> 1, as fungdes pg(wt) e
¢q+ (wt) podem ser aproximadas respectivamente por:

. *® %
lim pg«(wt) = |(1 — ¢*)(wt)|T=a

t—t!

1
1—q*

lim ¢4 (wt) = T

t—o0 2

(19)

O decaimento da funcdo pg- (wt) é governado por uma lei
de poténcia, enquanto ¢4-(wt) serd um valor constante,
que implica num valor finito para a fun¢do cos; (¢4 (wt)).
Portanto, as parcelas do sistema médio dependentes da
funcéo sing(-) com ordens impares tendem a zero, redu-
dindo a Equagao (17) ao termos quadréticos:

% ~ fﬁék(aq sing (wt) + ay sing (wt))?.

(20)
O modelo médio de Equacao (20) na escala temporal
7 = wt é governado essencialmente por a, exp,((1—¢)72) e
a?, respectivamente resultado da simplificagdo dos termos
(aqsing(wt))? e (aq sing (wt))?:

daa’u 7 n
20— ef " [a2expy (1= @)7) + 0] furg . (21)

para uma constante apropriada ¢ > 0. Observe-se que ao
fazer o limite ¢ — 1, os termos entre colchetes recuperam
o caso classico, com convergéncia exponencial.

A andlise da Equagao (21) demonstra que o novo projeto
de controlador aplicando o conceito de dithers generali-
zados permite acelerar a taxa de convergéncia (dominada
pelo fase transitéria) pelo termo exp, ((1 — q)7?) > 0, dado
que o termo é monotonicamente decrescente para algum
instante de tempo finito 7*. Existe solugao analitica para
a Equagao (21) por meio da representagao das fungoes ¢—
exponential e g-gaussiana em termos de fungoes hipergeo-
métricas (Gradshteyn and Ryzhik, 2007).

A exp,((1 — ¢)7?) deve ser expressada em termos das
fungoes hipergeométrica generalizadas o Fy(a, 3,7, 2) L:

3305

L ver equacgio n29.121 1.8 na referéncia Gradshteyn and Ryzhik

(2007)
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1

exp (1= 0)7%) =2y (L bbi—(1- ) (22)

A abordagem deste trabalho requer a representagao inte-
gral para resolver a integral da equagao de convergéncia
do pardmetro 0,,4. Isto é possivel pelo uso da equacao

hipergeométrica® para resolver o primeiro termo dentro
dos colchetes da equacao diferencial (21).

A integragdo do primeiro termo da Equacao (21) foi
calculada pelo rearranjo dos termos numa representagao
integral das fungbes hipergeométricas (Gradshteyn and
Ryzhik, 2007), com z = 72, v = 1/(¢— 1), B = (1 — q)?
and p=1/2:

s

/T exp, ((1 - Qr3dr = ...
0

1 2
T 2 1<q_172a27 ( q)T >7

tal que

" 1 13
k' 2F Z. 5 (1= 2. 2 2
CXP<T Cf (aq2 l(q_152727 ( q)T +CL1 )

(24)
O argumento da funcéo exp(-) em Equagdo 24 é nega-
tivo, que prova a convergéncia em termos de Lyapunov,
1 1.3. 2.2\ «
q_1a§7§7_(1_Q) T ) €
positivo e decresce ao longo do tempo, que implica na
asceleracao da convergéncia e atenuacao do sinal quando
comparado ao caso classico que nao possui esta parcela.

0<r<t*.

adicionalmente, o termo a2y F} (

6. SINTONIA E ADAPTABILIDADE A
PERTURBACOES

Tan et al. (2005) propuseram métodos para sintonizar os
controladores de busca extremal que permitiriam ampliar
o dominio de busca das condigoes iniciais, entretanto, aqui
é demonstrado que é possivel controlar o comportamento
de regime, varrendo grandes regioes da variavel de decisao.
A funcéo sing(wyt) tem um nimero de ciclos limitado que
depende dos parametros w, e g. Neste sentido, é possivel
projetar o intervalo de tempo de dissipagao do sinal.

Dado o sistema sob a qual serao realizados os testes do
algoritmo de controle extremal generalizado, o préximo
passo envolve a sua sintonia. Inicialmente, a abordagem
segue a sintonia do algoritmo de controle extremal clas-
sico Wang and Krstic (2000). Sendo que todo sistema re-
alimentado, ou seja, sistema (neste caso modelo nominal),
e sinais de perturbagao e filtros devem seguir escalas de
tempo, mais rapida e mais lenta, respectivamente. Por-
tanto, a planta com a estabilizacao do controlador deve
ter a escala de tempo mais réapida, enquanto a funcao
2

ver equacao n23.194 1. na referéncia Gradshteyn and Ryzhik
(2007)
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de perturbacao periédica obedece uma escala de tempo
mais lenta. Esta descricao pode ser resumida em termos
matematicos como O(1) >> w >> a,k (ver Figura 3).
Ou seja, para o caso cldssico, os parametros tem os valores
g =1ea, =0. Assim, com as devidas provas apresentadas
por (Krsti¢ and Wang, 2000) define-se o resultado principal
das discussoes apresentadas no Teorema 1 para o caso
cldssico do ES:

Teorema 1: Considere o sistema realimentado apresentado
na Figura 3. Assume-se que a velocidade da dinamica do
sistema f(0) é mais rapida que as perturbagoes senoidais
e a sintonia dos parametros satisfaz:

O1) >>w>>a,k, (25)

ou seja, limitados pela mesma ordem de grandeza e
relagoes dos parametros para o caso cldssico. De acordo
com a lei de adaptacdo para o parametro de entrada dada
por:

0(t) = kasin(wt)&(t) + asin(wt) (26)

garante-se a mazimizacdo da varidvel de saida satisfazendo-
se as sequintes propriedades:

(1) O ponto 0* é exponencialmente estdvel com uma

taza de decaimento O(kf" a?) e conjunto residual da
ordem O(w + a),

(2) a saida converge para uma vizinhanga da ordem
O(w? + a?) do ponto de extremo f*.

Baseado no Teorema 1 como referéncia a sintonia su-
pracitada do algoritmo de controle extremal classico, é
possivel estabelecer de forma comparativa os beneficios
gerados pela aplicagao do algoritmo de controle extremal
generalizado.

Assim, é proposta uma avaliacao na qual apenas a par-
cela da perturbagao generalizada é considerada, ou seja,
fazendo a4 # 0 e a; = 0 para o algoritmo. E uma ultima
investigacao extra que é constituida da combinagao da
contribuicao das duas funcoes de perturbagao com a, # 0
eay #0.

E importante notar que o valor de sintonia da amplitude
a para o controle extremal classico deve ser usada como
referéncia para manter a ordem da magnitude do dominio
da variavel de decisao, portanto, é estabelecida a condi¢ao
ag + a1 =~ a. Enquanto que para promover o efeito
de aceleracao, reduzindo a amplitude de oscilacao da
resposta entorno do valor extremo, uma segunda condigao
¢ estabelecida, a;, > a;. Logo, deve-se respeitar a um
procedimento de ajuste prévio do esquema do controle
extremal cldssico e incorporar o efeito do sinal dissipativo
sem violar as condicoes limitrofes da variavel de decisao.
Entao, é possivel alcancar mais rapido a vizinhanca do
ponto maximo e manté-lo nesta regiao reduzida, em tltima
andlise limitada por a; ao invés de a, devido a dissipagao
do sing(wt) e a persisténcia do sinal sin (wt).

Os principais resultados obtidos na Segao 5 sao destacados
no Teorema 2 para o controle extremal generalizado (ES,).

Teorema 2: Dado que as condi¢oes do Teorema 1 sejam
atendidas para um sistema em malha fechada apresentado
na Figura 3, assume-se que a velocidade da dinamica do
sistema € mais rapida que a soma das perturbagoes senoi-
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dais classica e generalizada, e a sintonia dos parametros
deve satisfazer as relagoes:

o) >>w>>a,k, (27)

q>1, (28)

enquanto que os parametros das perturbacoes devem ser
limitados pela sintonia da busca extremal cldssica que sd@o
apresentadas como:

ag+a1=a, (29)
aqg >> a1, (30)
wg=wi =w. (31)

Entao, a lei de adaptacao para o parametro de entrada é
dada por:

0(t) = k(aq siny (w1t) +
aq sing(wqt))€(t) + (a1 sing (wit) + ag sing (wqt)) (32)

que garante a mazrimizacao da saida e as seguintes pro-
priedades:

(1) O ponto 6* € exponencialmente estdvel com uma taza
de decaimento O(kf" (a24a3)) e conjunto residual da
ordem O(w + a1),

(2) a saida converge para uma vizinhanga da ordem
O(w? + a?) do ponto de extremo f*.

7. CONTROLE EXTREMAL GENERALIZADO NAO
ENVIESADO DE TEMPO NAO PRESCRITO

A proposta de algoritmo apresentada neste artigo associa
as propriedades do ES, (Pessoa et al., 2019) com uma
estrutura inspirada na primeira proposta elaborada por
Yilmaz et al. (2023) para o unbiased extremum seeker
(uES), que possui uma fungdo de adaptagdo mondtona
decrescente a para a amplitude da funcao de perturbacao
e o~ ! para adaptacdo da amplitude do sinal demodulador
que influencia indiretamente no comportamento do ganho.
Seguindo uma linha similar aquela adotada para a anélise
da lei de resposta do sistema para o projeto de um con-
trolador ES, na secéo anterior (Teorema 2), toma-se como
referéncia o diagrama da Figura 4 que representa a ideia
principal dessa nova generalizagao que adotaremos pelo
nome de algoritmo de busca extremal g¢-trigonométrico
adaptado por g-exponencial.

f6)

- f*_'_)il(e_gi)z

M. ® k :
NP .

- a - 1/a -

Figura 4. Diagrama esquematico do algoritmo de busca ex-
tremal g-trigonométrico adaptado por g-exponencial.
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E possivel a partir de alguns passos simples demonstrar
que essa abordagem é capaz além dos objetivos acima
citados, ter os seguintes casos particulares:

e Condicao 1: O limite de ¢ — 1 para a funcao sing(-)
e para a equacgao exp,(-) representa o uES.;

e Condigao 2: Para o caso em que além da Condigao 1:
¢ feito o parametro A\, = 0 para a solugao de & = Ajo
a = [1—(1—-¢gXt]YO9 implicard em o = 1 e
consequentemente serd recuperado o caso do controle
extremal classico.

e Condicao 3: Enquanto que para o caso em que apenas
a equagio a = [1 — (1 — ¢)\,t]/(1=9 é submetida
ao limite de ¢ — 1 com A; = 0 é obtido um dos
casos particulares do algoritmo ES; no qual apenas o
sing(+) gera perturbac@o ou demodula o sinal.

Partindo-se do sistema simplificado, apenas considerando
um mapa estatico e como objetivo dessa andlise, pode-se
obter:

do  k
i %Sinq(wt)f* +...
kag £
— t)—0°+ ...
., Sing (wt) ) +
kaq ' 7" _ '
—, Sitlg (wt)729aaq sing(wt) + . ..

kag . 2 2
— smq(wt)7aq sing (wt) . (33)

Aplicando o teorema da média, assim como feito para
andlise da convergéncia da Equagao (33), com apenas um
passo simples, fazendo a; = 0, obtém-se um resultado
para a convergéncia da nova proposta que nao aparece a
dependéncia com « para o termo sing(-):

Aoy
dr

Portanto, obtém-se a convergéncia exponencial acelerada
por g-exponencial com erro residual decrescente dado por:

= kef" [a2expy (1 — q)72)] Gavg - (34)

By (T) — 6%
Bang(0) — 6| ~

—a-apr?))) @)

o< r<1*.

| W

1" 1 1
k 2o | ——, 5
exp (T Cf (aq2 1 (q_1727

respeitando, portanto, os argumentos a respeito da velo-
cidade convergéncia bem como os resultados referentes a
atenuacao das oscilagoes.

Na Figura 5 é apresentada a investigagdo numérica das
relagbes da quarta parcela da Equacao (33), evidenciando
que para valores de ¢ = 1, caso do controlador uFES,
apresenta uma parcela que leva ao ganho infinito, enquanto
que valores de ¢ > 1 apresentam valores dentro limites
finitos. Além disso, para valores elevados de t é alcancado
um comportamento de cauda como lei de poténcia. Dessa
forma, soluciona-se o problema do ganho infinito sem
aplicacao dos hyperbolic chirps.
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In(sin?(wt)(expq(~Ag) ")

Figura 5. Comportamento entre sing(wt)/equ(—)\qt) ao
longo tempo.

8. CONCLUSAO

Apresentamos uma nova classe de controlador extremal
modificada pela g-trigonometria e funcées da mecanica
estatistica nao aditiva. Esse algoritmo é capaz reduzir as
oscilagoes em estado estacionario e torna finito o valor
do ganho assumido no controlador extremal. A sintonia
do parametro ¢ estabelece o ntiimero de ciclos do sinal
de perturbagao e tem consequéncia sobre a frequéncia.
Apesar da validade da solucdo para um tempo infinito, o
desaparecimento do sinal de perturbacao pode gerar desvio
diferente de zero. Esse problema, foi resolvido pela proposta
do controle extremal generalizado que inclui um sinal de
perturbacao cldssico com amplitude de valor de ordem
de grandeza inferior & do sinal dissipativo. A proposta
desse trabalho tem como casos particulares o controle
extremal nao enviesado e o caso classico. Esta linha de
trabalho explora a escolha da trigonometria adequada para
o tratamento de uma classe de problemas de atenuacao de
sinal frente a proposta baseadas em tratamentos cldssicos.
As provas rigorosas para os teoremas e exemplos numéricos
serao apresentados num trabalho de periddico.
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