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Abstract— The control of a boat pushing an underactuated floating load is developed and theoretically
analyzed. The dynamic model of this system and its properties are described to allow the design of the control
system. This problem is challenging due to the unstable dynamics and the absence of actuators on the load.
Partial feedback linearization was chosen to simplify the controller design. Variable structure control was chosen
in view of its robustness to parametric uncertainties and matched disturbances. Experimental and simulation
results illustrate the performance of the proposed system.
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Resumo— O controle de um barco empurrando uma carga flutuante subatuada é desenvolvido e analisado
teoricamente. O modelo dinâmico do sistema e suas propriedades são descritas para permitir o projeto do
sistema de controle. O problema é desafiador devido à dinâmica instável e à ausência de atuadores na carga.
A linearização parcial por realimentação foi realizada para simplificar o projeto do controlador. O controle a
estrutura variável foi escolhido em vista de sua robustez a incertezas em parâmetros e rejeição a perturbações
casadas. Resultados experimentais e de simulação ilustram o desempenho do sistema proposto.

Palavras-chave— Controle a estrutura variável, Sistemas maŕıtimos, Linearização parcial por realimentação,
Tarefas de manipulação, Sistemas incertos, Sistemas subatuados.

1 Introdução

Para mover cargas flutuantes, barcos enguiçados
ou atracar um barco, empurrar pode ser mais fá-
cil do que puxar, pois a instalação de cabos se-
ria desnecessária. Entretanto, até onde se sabe,
o controle automático de um barco empurrando
uma carga flutuante ainda não foi considerado na
literatura.

Empurrar é uma importante tarefa de mani-
pulação. Mason (1986) foi um dos pioneiros neste
campo. Agarwal et al. (1997) desenvolveram um
planejamento de trajetória não-holonômico para
empurrar um disco desviando de obstáculos. Beh-
rens et al. (2010) propuseram um modelo cinemá-
tico e outro dinâmico para empurrar objeto com
um robô móvel. O foco de todos estes trabalhos
foi a manipulação robótica na terra. Neste artigo
será desenvolvida a tarefa de empurrar um disco
flutuante na superf́ıcie da água.

Se fosse posśıvel utilizar a linearização por re-
alimentação, essa cancelaria as não-linearidades
de sistemas totalmente atuados, a fim de torná-
los um sistema linear, mais fácil de controlar.
É largamente utilizada um manipuladores robóti-
cos totalmente atuados (Craig, 2005, Seção 10.4)
e em embarcações maŕıtimas (Fossen, 2002, Se-
ção 7.3). Entretanto, um barco empurrando uma
carga é um sistema subatuado, pois seus propul-
sores não agem diretamente na carga. Em siste-
mas subatuados, a parte da dinâmica que é to-
talmente atuada pode ser linearizada por uma re-
alimentação não-linear adequada. No entanto, a
dinâmica subatuada permanece não-linear. Isto é

denominado linearização parcial por realimenta-
ção (Spong, 1994; de Luca e Oriolo, 2000).

Este trabalho combina a linearização parcial
por realimentação com a linearização local da
parte que não é linearizada para facilitar o projeto
da superf́ıcie de deslizamento de um controlador
a estrutura variável.

Yang et al. (2014), Liu et al. (2015), e Ash-
rafiuon et al. (2008) projetaram controladores de
rastreamento de trajetória para véıculos marinhos
de superf́ıcie utilizando controle a estrutura va-
riável. Aqui, um controlador a estrutura variá-
vel também é projetado de modo que o sistema
se torna insenśıvel a incertezas em parâmetros e
perturbações casadas podem ser rejeitadas (Young
et al., 1999; Cheng et al., 2007). No final, são
apresentados resultados de experimento e simula-
ção de um barco empurrando uma carga em águas
calmas.

Notação: In ∈ R
n×n é a matriz identidade e

0n×m ∈ R
n×m é a matriz nula.

2 Modelagem dinâmica

Para o desenvolvimento do sistema de controle,
será realizada a modelagem da dinâmica de um
barco empurrado um objeto flutuante na superf́ı-
cie da água. Para este fim, são definidos três sis-
temas de coordenadas, apresentados na Figura 1:
o sistema estacionário representado por xeOeye,
o sistema de coordenadas do barco representado
por xbObyb e o sistema de coordenadas da carga
(objeto) representado por xoOoyo, os dois últimos



Figura 1: Vista superior dos sistemas de coorde-
nadas. Os propulsores Pi também são mostrados.

são sistemas móveis. Nessa figura, a orientação
do barco é dada pelo ângulo de guinada (yaw) ψb,
a orientação do objeto é dada pelo ângulo ψo e a
orientação do objeto em relação ao barco é dada
por α = ψo − ψb.

O objeto adotado é um disco flutuante, por
sua simetria e simplicidade. O vetor pbc = [xbc, y

b
c]
T

representa a posição do ponto de contato C no
sistema de coordenadas do barco e o vetor poc =
[xoc , y

o
c ]
T representa a posição de C no sistema de

coordenadas do objeto.

As equações dinâmicas genéricas de corpos ŕı-
gidos articulados, tais como manipuladores robó-
ticos, podem ser representadas em coordenadas
generalizadas (Craig, 2005, Seção 6.8). Estas fo-
ram adaptadas a véıculos marinhos tratados como
corpo ŕıgido único deslocando-se em um fluido
(Fossen, 2002, Caṕıtulos 2 e 3). O barco e a carga
são tratados como uma estrutura robótica serial
com base móvel e quatro graus de liberdade. A
junta virtual é o ponto de contato C, assumindo-se
idealmente que não haja escorregamento. Assim,
o modelo dinâmico é dado por (Rosario, 2017):

M(η)η̈ + C(η, η̇)η̇ + D(η, η̇)η̇ = Re
b(η)τ + w ,

(1)
na qual:

M(η) = MT (η) > 0 é a matriz de inércia que in-
clui massas adicionais. As massas adicio-
nais representam efeitos hidrodinâmicos e são
muito incertas;

C(η, η̇) é a matriz Coriolis-centŕıpeta que tam-
bém inclui massas adicionais;

D(η, η̇) = D(η, η̇)T > 0 é a matriz de arraste;

η := [xeb, y
e
b , ψb, α]T é o vetor de posição generali-

zada, no qual xeb e yeb são as coordenadas da
origem do barco Ob no sistema estacionário;

τ := [X,Y,N, 0]T é o vetor da força generalizada
gerada pelos propulsores no sistema de coor-
denadas do barco, no qual X e Y são forças
que atuam na direções xb e yb, respectiva-
mente, e N é momento no eixo vertical;

w é o vetor de perturbações ambientais (vento,
ondas e correntezas).

Neste modelo, assumiu-se que os movimentos
verticais e o balanço do barco e do objeto são des-
preźıveis. Pode-se notar que o último elemento de
τ é nulo pois não há atuador agindo diretamente
no objeto, isto é, o sistema é subatuado.

A matriz

Re
b(η) =









cos(ψb) − sen(ψb) 0 0
sen(ψb) cos(ψb) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1









(2)

é unitária e transforma os vetores do sistema de
coordenadas do barco para o sistema de coorde-
nadas estacionário.

O modelo dinâmico de corpos ŕıgidos foi ob-
tido por meio da formulação Lagrangiana (Craig,
2005, Seção 6.9). A formulação de Lagrange não
leva em consideração o arraste. Então, as forças
de arraste D(η, η̇)η̇ foram adicionadas à equação
dinâmica (Craig, 2005, Seção 6.11). Para simpli-
ficar a modelagem, foi considerado um arraste li-
near, proporcional à velocidade.

Rosario (2017) descreveu os termos das ma-
trizes M, C e D (Seções 5.3 e 5.4) e os valores dos
parâmetros (Apêndice B).

2.1 Modelo dos propulsores

A força gerada por cada propulsor Pi é dada por

FPi
= α∗

i
(ui)ui|ui| , α∗

i
(ui) =

8

<

:

α
+

i
, se ui> 0 ,

α
−

i
, se ui< 0 ,

(3)

na qual α+

i e α−

i são os coeficientes das héli-
ces nos sentidos direto e reverso, respectivamente,
ui ∈ [−1, 1] é o comando de velocidade de rota-
ção do i-ésimo propulsor em pu (por unidade) e
i ∈ {1, 2, 3} (Cunha et al., 2000). Assume-se que a
dinâmica dos propulsores seja rápida o suficiente
para ser desprezada.

A força generalizada gerada pelo conjunto dos
propulsores é dada por

τ = GBpFp , (4)

na qual Fp = [FP1
, FP2

, FP3
]T é o vetor de força

dos propulsores,

G =

[

I3

01×3

]

, (5)

e a matriz de distribuição de controle é

Bp =





1 0 0
0 1 1
0 xbP2

xbP3



 (6)



para o barco na Fig. 1. A matriz Bp (Rosario
e Cunha, 2016) é determinada pelas posições
dos propulsores Pi, no sistema de coordenadas
do barco, que são dadas pelos vetores pbPi =

[xbPi , y
b
Pi

]T , não mostrados nessa figura.

3 Ponto de Contato e Ângulo de Atrito

Assume-se o contato pontual em C e que a força
de atrito obedece a Lei de Atrito de Coulomb, em-
bora essas condições não sejam satisfeitas perfeita-
mente em situações práticas (Behrens et al., 2010).
Além disso, é assumido que o atrito entre o barco
e o objeto seja suficientemente grande para que
não haja escorregamento no ponto de contato.
Para que o escorregamento seja evitado, a desi-
gualdade (Mason, 1986)

µc ≥ | tan(α)| , (8)

deve ser satisfeita, na qual µc é o coeficiente
de atrito Coulomb estático no ponto de contato.
Pode-se concluir que há um valor máximo que o
ângulo α poderá assumir, dependendo do coefici-
ente de atrito, e o contato é perdido quando esse
valor for excedido. Se a superf́ıcie for perfeita-
mente áspera (µc → +∞), da desigualdade (8)
chega-se à conclusão de que o contato seria per-
dido quando |α| ≥ π/2 (Agarwal et al., 1997). En-
tretanto, o máximo módulo deste ângulo é menor
que π/2 em situações práticas, pois não existe su-
perf́ıcie perfeitamente áspera. O máximo ângulo,
denominado ângulo de atrito, é dado por

αmax = tan−1(µc) . (9)

4 Linearização por Realimentação

A ideia central é transformar algebricamente um
sistema não-linear em um sistema linear, para
facilitar o desenvolvimento do sistema de con-
trole (Slotine e Li, 1991, Caṕıtulo 6). Isso é des-
crito passo-a-passo nas seguintes subseções.

4.1 Compensador não-linear dos propulsores

A caracteŕıstica quadrática dos propulso-
res (3) pode ser compensada pela função
inversa (Domingues, 1989)

ui = sign(ūi)
√

|ūi| , (10)

na qual ūi é o sinal de comando do i-ésimo pro-
pulsor na entrada do seu respectivo compensador.

Combinando-se as equações (3), (4) e (10),
obtém-se

τ = GBpα
∗(ū)ū , α∗(ū) := diag{α∗

i (ūi)} . (11)

Entretanto, os comandos gerados pelos algo-
ritmos de controle são forças e momentos no sis-

tema de coordenadas estacionário. Então, é neces-
sário realizar o desacoplamento por meio da inver-
são da matriz de distribuição de controle

ū = [α∗(ū)]−1B−1
p τ b , (12)

na qual τ b ∈ R
3 é o sinal de controle, cujas unida-

des são [N, N, Nm]. Substituindo-se (12) em (11)
resulta a transferência desejada

τ = Gτ b . (13)

4.2 Linearização parcial por realimentação

Sistemas mecânicos subatuados tem menos atua-
dores do que graus de liberdade. A parte da di-
nâmica que é totalmente atuada pode ser linea-
rizada utilizando linearização por realimentação.
A parte restante da dinâmica após a linearização
parcial por realimentação é não-linear e denomi-
nada dinâmica interna (Spong, 1994).

Para realizar a linearização parcial por reali-
mentação, a equação dinâmica (1) com sinal de
controle (13) é particionada na forma (7), na qual
ηb = [xeb, y

e
b , ψb]

T ∈ R
3, α ∈ R, wb ∈ R

3 é a
perturbação que age no barco e wα ∈ R é a per-
turbação que age no disco. Esta equação dinâmica
pode ser representada na forma

M1η̈b +M2α̈+C1η̇b +C2α̇+D1η̇b +D2α̇ =

= Re
b1

τ b + wb , (14)

M3η̈b +M4α̈+ C3η̇b + C4α̇+ D3η̇b +D4α̇ =

= wα . (15)

A dependência dos elementos {Mi}, {Ci},
{Di} e {Re

bi
} de η e η̇ não é mostrada para evitar

confusão. A equação (15) pode ser reescrita como

α̈ = −M−1

4 (M3η̈b+C3η̇b+C4α̇+D3η̇b+D4α̇−wα) ,
(16)

que pode ser substitúıda na equação (14) para ob-
ter

M̃4η̈b + h = Re
b1

τ b + wb − M2M
−1

4 wα , (17)

na qual M̃4 = M̃T
4 = M1 − M2M

−1

4 M3 > 0 é o
complemento de Schur de M4 (de Luca e Oriolo,
2000) e

h =
[

C1 + D1 − M2M
−1

4 (C3 + D3)
]

η̇b

+
[

C2 + D2 − M2M
−1

4 (C4 +D4)
]

α̇ . (18)

Usando-se o estado medido na lei de controle

τ b = Re−1

b1
(η)

[

M̃4a
e + h

]

, (19)

na qual ae = [aex, a
e
y, a

e
ψb

]T é o comando de acele-
ração no sistema de coordenadas estacionário, das
equações (16) e (17) obtém-se

η̈b = ae + db , (20)

α̈ = −M−1

4 [M3a
e + (C3+C4)η̇b + (D3+D4)α̇]

+ dα , (21)
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+

2
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3

7
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C(η,η̇)

2

6
6
6
6
4

η̇b

α̇

3

7
7
7
7
5

| {z }

η̇

+

2

6
6
6
6
4

D1 D2

D3 D4

3

7
7
7
7
5

| {z }

D(η,η̇)

2

6
6
6
6
4

η̇b

α̇

3

7
7
7
7
5

=

2

6
6
6
6
6
4

R
e
b1

R
e
b2

R
e
b3

R
e
b4

3

7
7
7
7
7
5

| {z }

Re
b
(η)

2

6
6
6
6
4

τb

0

3

7
7
7
7
5

| {z }

τ

+

2

6
6
6
6
4

wb

wα

3

7
7
7
7
5

| {z }

w

.

(7)

nas quais db = M̃−1

4

(

wb − M2M
−1

4 wα
)

e dα =

−M−1

4

[

M3M̃
−1

4 wb −
(

M3M̃
−1

4 M2M
−1

4 − 1
)

wα

]

representam os termos residuais de aproximações,
perturbações ambientais e incertezas que são
consideradas perturbações.

4.3 Linearização local

A linearização parcial por realimentação é inca-
paz de transformar todo o sistema subatuado em
cadeias de duplo-integradores, como seria posśıvel
em sistemas totalmente atuados. Para facilitar
a análise do controle, a linearização parcial por
realimentação é complementada pela linearização
local dos termos não-lineares restantes.

As equações (20) e (21) podem ser li-
nearizadas em torno do ponto de operação
[ψb, α, ẏ

e
b , ψ̇b, α̇, a

e
x, a

e
y, a

e
ψb

]T = 0 e velocidade
avante ẋeb = ẋebref . A linearização resulta em

ẋ = Ax + B (ae + db) + Bddα , (22)

na qual x := [ηT , η̇T ]T é o vetor de estado,

A =





04×4 I4

03×4 03×4

A8

(

Izo +mox
o
c
2
)

−1



 , (23)

B =





04×3

I3

B8

(

Izo+mox
o
c
2
)

−1



 , (24)

A8 = [0, 0,−Coxx
o
c ẋ
e
bref

,−Coxx
o
c ẋ
e
bref

, 0,−Coxx
o
c ,

− Coψo − Coxx
o
c(x

o
c − xbc),−Coψo − Coxx

o
c
2] ,

Bd = [01×4,01×3, 1]T , B8 = [0,mox
o
c ,−Izo −

mox
o
c(x

o
c − xbc)]

T , db é a perturbação casada que
age diretamente na entrada, dα é a perturba-
ção descasada, que não age na entrada do sis-
tema (Edwards e Spurgeon, 1998, Seção 1.5), mo e
Izo são a massa e o momento de inércia do objeto,
Cox é o coeficiente de arraste linear do objeto e
Coψo é o seu coeficiente de arraste de rotação.

Nota 1 Se o coeficiente de arraste Cox do objeto
ou a velocidade do barco forem nulos, resultando
em nenhuma força de arraste, então o sistema li-
nearizado (22) é não-controlável. Nesse caso, a
controlabilidade do sistema (20)–(21) não poderia
ser garantida (Hermann e Krener, 1977), o que
dificultaria ou impediria o projeto de controlado-
res. Por outro lado, uma vez que o barco se move

avante e há arraste, então a controlabilidade do
sistema linearizado implica a controlabilidade do
sistema não-linear original.

5 Estratégia de Controle

O modelo utilizado para o projeto do controlador
não leva em consideração as massas adicionais, en-
tão as mesmas serão consideradas como perturba-
ções. O controle a estrutura variável será útil para
lidar com esse tipo de perturbação.

5.1 Controle equivalente

Uma maneira simples de analisar a dinâmica da
variável de deslizamento é utilizar o conceito de
controle equivalente (Utkin, 1978). O controle
equivalente é a ação de controle aeeq cont́ınua ne-
cessária para manter o sistema sobre a superf́ıcie
de deslizamento σ = 0.

Pode-se realizar uma mudança de variáveis
para expressar o sistema (22) em função do erro,

˙̃x = Ax̃ + B(ae + db) + Bddα , (25)

na qual

x̃ := xref − x (26)

é o vetor de erro e xref é o sinal de referência.
Definindo-se a variável de deslizamento como

σ = Sx̃ , (27)

na qual S ∈ R
3×8 é uma matriz que deve ser pro-

jetada, é posśıvel obter o sinal de controle equiva-
lente resolvendo-se a equação

σ̇ = 0 . (28)

Substituindo-se as equações (25) e (27) em (28),
tem-se que

σ̇ = S ˙̃x = SAx̃ + SB(aeeq + db) + SBddα = 0 ,

da qual se obtém

aeeq = −(SB)−1(SAx̃ + SBdb + SBddα) , (29)

de modo que S deve ser projetada para que SB ∈
R

3×3 seja não-singular. É importante notar que
a implementação prática do controle equivalente é
inviável, já que dependeria das perturbações db e
dα que são desconhecidas (Vidal, 2016).



Substituindo-se o controle equivalente (29) na
equação de estado (25), obtém-se a dinâmica do
sistema em malha fechada durante o deslizamento

˙̃x =
[

I8 − B(SB)−1S
]

(Ax̃ + Bddα) . (30)

O estado é confinado ao subespaço definido
por Sx̃ = 0 durante o deslizamento, então a ordem
da dinâmica do sistema (30) é reduzida (DeCarlo
et al., 1988). Este resultado mostra que, ao al-
cançar a superf́ıcie de deslizamento, o sistema se
torna insenśıvel a perturbações casadas db. Essa
caracteŕıstica é denominada propriedade da inva-
riância (Vidal, 2016). No entanto, as perturbações
não-casadas dα não são rejeitadas.

5.2 Projeto da superf́ıcie de deslizamento

Para o projeto da superf́ıcie de deslizamento, é
necessário escolher uma matriz S de modo que
a variável de deslizamento σ possua grau relativo
uniforme e unitário com respeito à entrada de con-
trole ae. Para que isso seja posśıvel, basta que
SB seja não-singular. Além disso, a dinâmica do
modo deslizante (30) deve ser exponencialmente
estável (Vidal, 2016).

O sistema (25) pode ser reescrito na forma re-
gular por meio de uma transformação ortogonal
T = [T11,T12]

T (Edwards e Spurgeon, 1998, Se-
ção 4.2),

˙̄x = Āx̄ + B̄(ae + db) + B̄ddα , (31)

σ = S̄x̄ , (32)

nas quais

x̄ = Tx̃ =

[

x̄1

x̄2

]

, Ā = TATT =

[

Ā11 Ā12

Ā21 Ā22

]

,

B̄ = TB =

[

01×3

B̄2

]

, B̄d = TBd =

[

B̄d1

B̄d2

]

,

S̄ = STT =
[

S̄1 S̄2

]

.

As submatrizes de Ā, B̄, B̄d e S̄ tem dimensões
de acordo com o vetor x̄, que possui componentes
x̄1 ∈ R

5 e x̄2 ∈ R
3.

A transformação T é obtida por meio da de-
composição triangular-ortogonal

B = TQ , (33)

na qual Q é uma matriz triangular supe-
rior (Strang, 2006, Seção 3.4).

A dinâmica do modo deslizante (30), após a
transformação de coordenadas é

˙̄x =

[

Ā11 Ā12

−KĀ11 −KĀ12

]

x̄ +

[

B̄d1

−KB̄d1

]

dα ,

(34)

na qual K = S̄−1

2 S̄1. Como na superf́ıcie de desli-
zamento σ = S̄x̄ = 0 tem-se x̄2 = −Kx̄1, então

˙̄x1 = (Ā11 − Ā12K)x̄1 + B̄d1dα , (35)

˙̄x2 = −KĀ11x̄1 − KĀ12x̄2 − KB̄d1dα . (36)

O sistema será exponencialmente estável se (Ā11−
Ā12K) for Hurwitz e dα for limitada. A ma-
triz K pode ser projetada por meio de posiciona-
mento de autovalores, desde que o par (Ā11, Ā12)
seja controlável (Edwards e Spurgeon, 1998, Se-
ção 4.2). A submatriz S̄2 pode ser escolhida como
S̄2 = ΛB̄2, na qual Λ = SB é uma matriz não-
singular (pode ser escolhida a matriz identidade
por simplicidade). Assim, define-se a matriz S

como (Vidal, 2016)

S = S̄2

[

K I3

]

T . (37)

6 Análise de Estabilidade

Adota-se a lei de controle (Vidal, 2016)

ae = −Λ−1[SAx̃ + ρ(t) sign σ] , (38)

com função de modulação ρ(t) =
diag{ρ1(t), ρ2(t), ρ3(t)} a ser escolhida, o que
depende de majorantes para as perturbações.

É posśıvel provar que o sistema atinge a su-
perf́ıcie de deslizamento por meio da função de
Lyapunov

V =
σTσ

2
, (39)

cuja derivada é

V̇ = σT σ̇ . (40)

Substituindo-se a lei de controle (38) em (25),
obtém-se

˙̃x = Ax̃ − BΛ−1SAx̃ − BΛ−1ρ(t) sign σ

+ Bdb + Bddα , (41)

que, aplicada na derivada da variável de desliza-
mento σ̇ = S ˙̃x, resulta

σ̇ = SAx̃ − SBΛ−1SAx̃ − SBΛ−1ρ(t) sign σ

+ SBdb + SBddα . (42)

Substituindo-se (42) na derivada de função de
Lyapunov (40), tem-se

V̇ = σTSAx̃ − σTSBΛ−1SAx̃ + σTSBdb

+ σTSBddα − σTSBΛ−1ρ(t) sign σ . (43)

Adotando-se Λ := SB por simplicidade, tem-se

V̇ = σTSAx̃ − σTSAx̃ + σTSBdb

+ σTSBddα − σTρ(t) sign σ

= σT d̄ −
3

∑

i=1

ρi|σi| , (44)

na qual
d̄ = SBdb + SBddα . (45)

Se ρi(t) > |d̄i(t)| + δ ,∀t > 0, com constante arbi-
trária δ > 0, então

V̇ 6 −

3
∑

i=1

δ|σi| < 0 , σ 6= 0 , (46)



o que permite concluir que o estado atinge a su-
perf́ıcie de deslizamento σ = 0 em tempo finito.

Além disso, se na dinâmica do modo desli-
zante (35), Ā11 − Ā12K for Hurwitz e dα(t) for
limitada, então x̄1 e x̄2 são limitados, o que prova
a estabilidade local deste sistema de controle.

Nota 2 O termo SAx̃ na lei de controle (38) é
útil para cancelar um termo na equação (44). Na
prática, esse termo permite reduzir a amplitude da
função de modulação ρ(t) e do sinal de controle.

Nota 3 Esta análise prova que o esquema de con-
trole a estrutura variável proposto pode estabilizar
localmente o sistema barco-objeto e rejeitar per-
turbações casadas no barco. Entretanto, perturba-
ções não-casadas no objeto podem não ser com-
pletamente rejeitadas, pois o sistema é subatuado.

7 Sistema Experimental

O barco usado nos experimentos é mostrado na
Fig. 2. Ele se move com velocidade máxima de
0,26 m/s avante e possui 0,48 m de comprimento.
A carga é um disco com diâmetro de 0,26 m.

Figura 2: Barco e carga flutuante.

A posição e a orientação do barco e da carga
foram medidas por um sistema Vicon MX, dotado
de quatro câmeras de alta velocidade e uma uni-
dade de processamento. O sofware Vicon Tracker
processa as imagens. Um kit de desenvolvimento
de software da Vicon permite utilizar as medições
no Matlab. O Tracker fornece ao Matlab po-
sição, orientação (ângulos de Euler) e número do
quadro (frame), que serve para sincronizar pre-
cisamente a execução dos algoritmos de controle
em tempo real. Módulos ZigBee realizam a co-
municação sem fios entre o microcomputador de
controle e o microcontrolador Arduino que aciona
os motores do barco (Rosario e Cunha, 2016).

Embora as câmeras do sistema Vicon possam
operar numa frequência de até 1 kHz, a frequên-
cia de amostragem foi limitada a apenas 30 Hz,
devido a limitações da comunicação USB entre o
microcomputador e o módulo ZigBee.

8 Experimento e Simulação

A realização da linearização parcial por reali-
mentação utilizou os valores nominais dos pa-
râmetros do modelo dinâmico do barco e da

carga. O controle a estrutura variável foi
projetado para autovalores λ(Ā11 − Ā12K) =
{−7;−1;−0,3;−3;−2} rad/s. Uma vez que as
perturbações são desconhecidas, a função de mo-
dulação foi escolhida experimentalmente, ρ =
0,3 I3, que é constante pois se assume que as per-
turbações sejam uniformemente limitadas.

A Fig. 3a apresenta a trajetória, a Fig. 3b o
ângulo de rumo da embarcação, a Fig. 3c a orien-
tação do objeto e a Fig. 4 os erros nos eixos xe e
ye. A simulação foi realizada pelo Simulink com
passo de integração de 1 ms. Foram utilizadas as
mesmas condições iniciais dos experimentos, mas
não foram inclúıdas perturbações.

Nas Figs. 3 e 4 observa-se a convergência dos
sinais simulados para suas referências. Isso não foi
observado no experimento em parte pela sua du-
ração de cerca de 12 s, limitada pela área de tra-
balho dispońıvel. Embora, a convergência dos er-
ros não tenha sido verificada experimentalmente,
o desempenho foi satisfatório pois o barco conse-
guiu empurrar o objeto até o seu destino.

Na Fig. 5 observa-se que os propulsores atin-
giram a saturação diversas vezes durante o expe-
rimento, o que só ocorreu no ińıcio da simulação,
conforme a Fig. 6. Nota-se ainda que o chavea-
mento de alta frequência que caracteriza o modo
deslizante é evidente na Fig. 6, mas não é obser-
vado nos sinais de controle experimentais (Fig. 5),
devido ao fenômeno do chattering. Na Fig. 5
observa-se que o sinal de controle do propulsor P1

é sempre positivo, pois este propulsor é responsá-
vel por fazer o sistema andar para frente. Já os
sinais de P2 e P3 são praticamente simétricos, pois
são responsáveis por gerar o torque que mantém
o rumo desejado.

Houve o cuidado de iniciar o experimento com
o sistema barco-objeto bem próximo da referência
e mantendo-se o contato. O disco e a proa do
barco são feitos de isopor (poliestireno), cujo coe-
ficiente de atrito é µc ≈ 0,5 (Lide, 2005, Seção 15).
Sendo assim, o disco poderia atingir um ângulo
máximo αmax ≈ 0,46 rad, conforme a equação (9),
o que é respeitado na Fig. 3c.

9 Conclusões

O controle do sistema barco-objeto foi apresen-
tado e analisado teoricamente. A linearização par-
cial por realimentação foi adotada para transfor-
mar a dinâmica atuada não-linear do barco em
três duplos integradores. Entretanto, a dinâmica
subatuada (interna) da carga pode ser linearizada
apenas localmente. Outra dificuldade é que a di-
nâmica da carga empurrada sem controle é instá-
vel. O controlador foi projetado para estabilizá-la.

O controle a estrutura variável foi escolhido
em vista da sua robustez a incertezas e perturba-
ções. Este é imune a incertezas no barco, pois são
tratadas como perturbações casadas. Embora a



Figura 3: Resultados de experimento e simulação:
(a) trajetória no plano horizontal, (b) ângulo de
rumo e (c) orientação do objeto.

análise teórica indique que os efeitos de algumas
perturbações na carga flutuante não podem ser re-
jeitados devido à subatuação, esses podem ser li-
mitados desde que essas perturbações não-casadas
não sejam muito grandes, conforme a Nota 3.

Deve-se destacar que a velocidade de avanço
do barco é importante para produzir forças de ar-
raste na carga por duas razões: (i) é necessário
manter o contato entre o barco e a carga pelo
atrito no ponto de contato (vide Seção 3); (ii) as
forças de arraste são necessárias para garantir a
controlabilidade do sistema, conforme a Nota 1.

Foram realizados experimentos e simulações
com uma pequena embarcação empurrando um
disco de isopor numa piscina. Os resultados obti-
dos validaram o desenvolvimento teórico apresen-
tado. Assim, comprovou-se que é viável empurrar
de forma estável uma carga flutuante utilizando

Figura 4: Resultados de experimento e simulação:
(a) erro no eixo xe e (b) erro no eixo ye.

Figura 5: Resultados de experimento: sinais de
controle dos propulsores.

Figura 6: Resultados de simulação: sinais de con-
trole dos propulsores.

apenas uma embarcação, sem amarras nem dispo-
sitivos mecânicos para estabilização passiva.

Este problema não foi abordado teoricamente
nem experimentalmente na literatura conhecida.

Dentre as sugestões para trabalhos futuros,
podemos citar o desenvolvimento de alguma alter-
nativa para lidar com a saturação dos propulsores
e reduzir o efeito do chattering.
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