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Adriano M. C. Rezende∗, Vinicius M. Gonçalves∗, Guilherme V. Raffo∗, Luciano C. A.
Pimenta∗

∗Programa de Pós-Graduação em Engenharia Elétrica
Universidade Federal de Minas Gerais
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Abstract— This work addresses the problem of controlling a fixed-wing UAV (Unmanned Aerial Vehicle),
subject to uncertainties, to converge to planar curves and follow them. Vector fields are used as reference to the
controller. Considering a reference model with input constraints, asymptotic convergence proofs are presented
with basis on Lyapunov Theory, being encountered limiting sets when uncertainties are present. Singularities of
the vector field are treated with a switch in the control law, in a way that convergence is ensured. Simulations
based on a realistic model with 6 DOF and 12 states show the efficiency of our strategy.

Keywords— Fixed wing UAV, vector fields, nonlinear control, path tracking.

Resumo— Este trabalho aborda o problema de controle de um VANT (Véıculo Aéreo Não Tripulado) de asa
fixa, sujeito a incertezas, de forma a convergir para curvas planares e segui-las. Campos vetoriais são utilizados
como referência para o controle. Considerando um modelo de referência com restrições nas entradas, provas
de convergência assintótica são apresentadas com base na Teoria de Lyapunov, sendo encontrados conjuntos
limitantes quando incertezas estão presentes. Singularidades do campo vetorial são tratadas com um chaveamento
da lei de controle, de forma que a convergência é assegurada. Simulações baseadas em um modelo reaĺıstico com
6 graus de liberdade e 12 estados mostram a eficiência de nossa estratégia.
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1 Introdução

Atualmente, VANTs podem ser utilizados com di-
versas finalidades nos campos civil e militar. Em
particular, os VANTs de asa fixa, podem ser uti-
lizados em tarefas de cobertura, monitoramento,
proteção, entre outras. O presente trabalho pro-
põe uma estratégia de guiagem destas aeronaves.

Em (Sujit et al., 2014) é apresentada uma pes-
quisa de diversas técnicas de controle de VANTs
de asa fixa. Abordagens comuns são line-of-sight
(LOS) (Ambrosino et al., 2009) e nonlinear gui-
dance laws (NLGL) (Park et al., 2007). Estas
se baseiam em um ponto alvo virtual que guia
o VANT para o caminho desejado. Outra abor-
dagem comum considera guidance vector fields
(GVF) (Nelson et al., 2007) juntamente a uma
lei de controle para fazer o avião convergir para
uma linha integral de um campo vetorial. Neste
trabalho nós utilizamos um GVF para fazer um
VANT convergir para uma curva planar genérica.

Métodos baseados em GVF consideram nor-
malmente apenas linhas retas e ćırculos. Em
(Lawrence et al., 2007), leis GVF, inicialmente de-
senvolvidas para ćırculos, são estendidas para cur-
vas mais gerais através de transformações covari-
antes. Já em (Kapitanyuk et al., 2017), as leis de
controle são diretamente desenvolvidas para cur-
vas genéricas. O controlador que eles desenvol-
vem é similar ao nosso, ao passo que a conver-
gência para a curva é obtida alinhando o ângulo
de guinada do VANT com o campo vetorial. Eles

apontam dificuldades para provar formalmente a
convergência para a curva, dado que o erro de ori-
entação do VANT é estabilizado assintoticamente.
Neste trabalho nós apresentamos uma prova for-
mal de convergência para curvas genéricas plana-
res.

Em (Jesus et al., 2013) um modelo simplifi-
cado, não holonômico, é considerado para provar
a convergência para um ćırculo. Controladores de
baixo ńıvel são utilizados para impor a dinâmica
desejada ao VANT real. Em (Olavo et al., 2018) o
trabalho é estendido com a consideração de incer-
tezas no modelo, relativas a erros de modelagem
e/ou perturbações externas. Na presença de in-
certezas, o VANT converge para uma faixa no en-
torno do ćırculo alvo. O presente trabalho estende
o resultado de (Olavo et al., 2018) ao considerar
incertezas para curvas gerais.

Os controladores desenvolvidos aqui podem
ser aplicados a qualquer campo vetorial em duas
dimensões. A análise desenvolvida se concentra
nos campos propostos em (Gonçalves et al., 2010).
Esta estratégia considera que um campo em duas
dimensões converge para a curva de ńıvel de uma
função escalar.

O presente trabalho incorpora a maioria dos
aspectos tratados na literatura de GVF plana-
res, relembrando: curvas genéricas; e consideração
de incertezas. Também são tratados formalmente
problemas de singularidades nos campos vetori-
ais. Ademais, provamos um teorema que garante
convergência mesmo quando chaveamos a lei de



controle nas proximidades de uma singularidade.
O artigo esta organizado da seguinte forma:

Na próxima seção o problema de controle é formal-
mente definido. Na Seção 3 a estratégia de campo
vetorial proposta em (Gonçalves et al., 2010) é re-
visada. A lei de controle é desenvolvida na Seção
4. Na Seção 5 apresentamos a estratégia para tra-
tar as singularidades. Simulações reaĺısticas são
mostradas na Seção 6 e conclusões e trabalhos fu-
turos são apresentados na Seção 7.

2 Definição do problema

O problema tratado neste trabalho consiste no
projeto de uma lei de controle para um VANT
de asa fixa de forma que este convirja e percorra
uma curva com determinado sentido. Considera-
mos que esta curva, C, é tal que as linhas inte-
grais de um campo vetorial, definido no R2, con-
vergem para C quando t → ∞. Este campo ve-
torial deve servir de referência para o controla-
dor. Assim como em (Jesus et al., 2013) e em
(Olavo et al., 2018), um modelo de referência para
o VANT de asa fixa é considerado. Este modelo
simplificado é válido uma vez que é utilizado em
cascata com um controlador de baixo ńıvel. O
modelo é descrito por

ẋ = v cos(θ), (1a)

ẏ = v sin(θ), (1b)

ż = τ−1
z (−z + zc) + uz, (1c)

θ̇ = τ−1
θ (−θ + θc) + uθ, (1d)

v̇ = τ−1
v (−v + vc) + uv, (1e)

onde x, y e z são as coordenadas Cartesianas do
centro de massa do VANT, θ é o ângulo de gui-
nada, e v é a velocidade de translação no plano xy
em relação à atmosfera. As entradas de controle
são zc, θc e vc. As constantes de tempo, todas
positivas, associadas à z, θ e v são τz, τθ e τv,
respectivamente. Os termos uz, uθ e uv são incer-
tezas aditivas com módulo limitado por Uz, Uθ e
Uv, respectivamente, isto é

|uz| ≤ Uz, |uθ| ≤ Uθ, |uv| ≤ Uv. (2)

Incertezas podem ser associadas a caracteŕısticas
da aeronave não incorporadas pelo modelo de re-
ferência simplificado (1) ou a erros de medição e
atuação. Ademais, são adicionadas as seguintes
restrições ao modelo (1)

|zc − z| ≤ τzvmaxz , (3a)

|θc − θ| ≤ τθωmax, (3b)

vmin ≤ vc ≤ vmax, (3c)

onde vmaxz é a velocidade vertical máxima, ωmax

é a taxa máxima de giro, e vmin > 0 e vmax são
as velocidades de translação mı́nima e máxima.
Note que vmin > 0 representa a necessidade do
avião manter sua sustentação aerodinâmica.

Apesar do modelo (1) ser uma representação
bastante simplificada da aeronave, as restrições
(3) fazem este ser uma boa aproximação da di-
nâmica do VANT. Em (Olavo et al., 2018) simu-
lações mostram a precisão deste modelo. Deve-se

ressaltar que controladores de baixo ńıvel são uti-
lizados para garantir o comportamento dinâmico
dado pelo modelo (1). Finalmente, o problema
tratado neste trabalho pode ser definido como:

Problema 1 Projetar um conjunto de leis de
controle, para zc, θc e vc, que obedeça as restrições
de atuação (3) e faça o VANT de asa fixa descrito
por (1), sujeito às incertezas limitadas (2), con-
vergir e seguir uma linha integral de um campo
vetorial.

3 Campo vetorial

As leis de controle que serão desenvolvidas na
próxima Seção podem ser aplicadas a qualquer
campo vetorial suave. No entanto, a maior parte
de nossa análise (Seção (4.4)) é baseada na estru-
tura de campo vetorial proposta em (Gonçalves
et al., 2010). Lá os autores desenvolvem uma es-
tratégia para a geração de campos que convergem
para curvas em n dimensões e as circulam. Neste
trabalho serão consideradas apenas curvas plana-
res. Seja p ∈ R2 uma coordenada para o espaço
de duas dimensões. Neste caso, a estratégia consi-
dera que a curva C é definida implicitamente por
uma curva de ńıvel zero de uma função escalar α,
isto é, α(p) = 0. Seja Φ(p) : R2 → R2 o campo
vetorial. Neste trabalho, Φ(p) é definido da se-
guinte forma

Φ(p) = −G∇P +R∇α, (4)

onde R ∈ SO(2) é uma matriz de rotação de 90o,
G é uma constante estritamente positiva, e o ope-
rador ∇ representa o gradiente em relação a p. A
função P ≡ P (α) : R→ R+ representa a distância
à curva. Assim, P (p) ≡ P (α(p)) = 0 ⇐⇒ p ∈
C. Neste trabalho será considerado P = (1/2)α2.
Para a continuidade de Φ é necessário assumir que
α é de classe C1. No entanto, para a continuidade
do nosso controlador, assumimos que α é de classe
C2. Assume-se também que ∇α(p) 6= 0 ∀ p ∈ C.

A Figura 1 é uma representação gráfica da
estratégia de campo vetorial. A curva em ver-
melho indica a curva de ńıvel zero da função
α(x, y) = a−2x2 + b−2y2 − 1. Em azul pode-se
observar o campo vetorial normalizado, que con-
verge para a curva em preto e a circula.

As componentes do campo (4) podem ser in-
terpretadas como uma componente convergente
Φc = −G∇P e uma componente tangente de
circulação Φt = R∇α. Para mais detalhes so-
bre a construção destes campos vetoriais, ver
(Gonçalves et al., 2010). A seguir duas proprie-
dades destes campos são relembradas.

Propriedade 1 Para todo ponto não singular,
isto é, ||∇α|| 6= 0, as componentes convergente
(Φc) e tangente (Φt) são perpendiculares entre
si, ou seja, Φc ⊥ Φt. Isso pode ser conclúıdo
observando-se que ∇P = α∇α ‖ ∇α ⊥ R∇α.
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Figura 1: Estratégia de campo vetorial no R2.

Propriedade 2 Considerando uma dinâmica de
integrador simples, isto é, ṗ = Φ, e usando
(4) observa-se que P é uma função de Lyapu-
nov com Ṗ = ∇PTΦ = −G||∇P ||2 ≤ 0. Note
que, pela Propriedade 1, ∇P⊥ R∇α implicando
∇PTR∇α = 0.

Durante o desenvolvimento dos controladores,
será utilizado o campo normalizado Φ̂. Desta ma-
neira, formalmente definimos

Φ̂(p) = Φ(p) ||Φ(p)||−1. (5)

4 Controle

A ideia chave para controlar um VANT de asa fixa
consiste em orientar o ângulo de guinada θ do mo-
delo (1) com a orientação dos vetores do campo.
Intuitivamente, se isto for feito, a direção indicada
pelo campo vetorial estará respeitando a restrição
não holonômica do VANT, que convergirá para C.

4.1 Controle de guinada

Considere θf (p) como sendo a orientação do ve-
tor Φ(p). Matematicamente, θf ≡ atan2(Φy,Φx),
onde atan2 é a função arco tangente em quatro
quadrantes, e Φx e Φy são as componentes do
campo em x e y, respectivamente. Tal definição
nos permite calcular o erro de orientação do robô
como θ̄ ≡ θ̄(p, θ) = θf − θ. Sendo ω(t) ≡ θ̇(t), e
kp > 0, considere a seguinte lei de controle

ω(t) = θ̇f + kp sin(θ̄). (6)

Com a finalidade de provar que a lei (6) leva à es-
tabilidade de θ̄ na origem considere a função can-
didata a Lyapunov

Vθ = 1− cos(θ̄), −π < θ̄ < π. (7)

Note que Vθ(0) = 0 e Vθ(θ̄) > 0 ∀ θ̄ 6= 0. Considere
por enquanto o caso ideal uθ = 0. Derivando Vθ
no tempo, obtemos

V̇θ = sin(θ̄) ˙̄θ = sin(θ̄)
(
θ̇f − ω

)
. (8)

Substituindo a lei de controle (6) em (8), obtemos

V̇θ = −kp sin(θ̄)2 ≤ 0. (9)

Então Vθ é de fato uma função de Lyapunov e
garante que θ̄ → 0. O fato de que a convergência
assintótica de θ̄ leva à convergência de p para a
curva será provado formalmente na Seção 4.4.

Agora, para utilizarmos (6), é necessário cal-
cular θ̇f . Considere o seguinte teorema.

Teorema 1 Considere um campo vetorial Φ :
R2 → R2 de forma que Φ(p) = [Φx(p) Φy(p)],
com Φx e Φy diferenciáveis em p. Considere
também uma trajetória p(t) = [x(t) y(t)] ∈
R2 cujo vetor tangente tem a orientação θ =
atan2(ẏ(t), ẋ(t)). Assumindo Φx(t) = Φx(p(t))
e Φy(t) = Φy(p(t)), a derivada no tempo da fun-
ção θf (t) = atan2(Φy(t),Φx(t)) na trajetória p(t)
é

θ̇f = v(t) cos(θ̄)∇∧ Φ̂− v(t) sin(θ̄)∇ · Φ̂, (10)

onde θ̄ = θf − θ, Φ̂ é o campo normalizado (5),
v(t) = (ẋ2 + ẏ2)−0.5, ∇ = [∂/∂x ∂/∂y]T é o ope-
rador nabla, ∧ é o produto de cunha e · o produto
escalar.

Prova: Primeiramente, note que θf pode ser cal-

culado tanto a partir de Φ quanto de Φ̂. Conse-
quentemente, θ̇f pode ser calculado como

θ̇f =
d

dt
atan

(
Φ̂y

Φ̂x

)
=

˙̂
ΦyΦ̂x − ˙̂

ΦxΦ̂y

Φ̂2
x + Φ̂2

y

. (11)

De (5) temos que Φ̂2
x + Φ̂2

y = ||Φ̂||2 = 1. Usando
este fato e expandindo as derivadas em (11), temos

θ̇f =
∂Φ̂y
∂x

ẋΦ̂x +
∂Φ̂y
∂y

ẏΦ̂x −
∂Φ̂x
∂x

ẋΦ̂y −
∂Φ̂x
∂y

ẏΦ̂y.

(12)

Note que ẋ = v(t) cos(θ), ẏ = v(t) sin(θ), Φ̂x =

cos(θf ), Φ̂y = sin(θf ). Usando estas relações em
(12), lembrando que θ̄ = θf − θ e usando proprie-
dades trigonométricas simples, obtemos.

θ̇f = v(t) cos(θ̄)

(
∂Φ̂y
∂x
− ∂Φ̂x

∂y

)

−v(t) sin(θ̄)

(
∂Φ̂x
∂x

+
∂Φ̂y
∂y

)
. (13)

Conclui-se a prova ao se identificar ∇∧ Φ̂ e ∇ · Φ̂
nos termos com o cosseno e seno, respectivamente.
2

O Teorema 1 estabelece uma forma geral para
o cômputo de θ̇f para campos vetoriais no R2.
Este resultado nos possibilita calcular (6). Note

que ∇∧ Φ̂ é o “rotacional em duas dimensões” de
Φ̂ (componente em z do rotacional de [Φ̂x Φ̂y 0])

e que ∇ · Φ̂ é o divergente de Φ̂. Note também
que quando θ̄ = 0, ω = θ̇f = v(t)∇ ∧ Φ̂. De fato,
pode-se provar que a curvatura κ (note que κ pode
ser calculada como κ = ω/v) da linha integral de
um campo vetorial normalizado em R2 que passa
pelo ponto p é dada pelo “rotacional”∇∧ Φ̂(p).



Vamos agora estabelecer limites para a lei ω(t)
dado valores máximos das derivadas do campo ve-
torial normalizado. Considere um M > 0 tal que
|∇∧Φ(p)| ≤M, |∇ ·Φ(p)| ≤M ∀ p. Usando de-
sigualdade triangular após substituir (10) em (6),
obtemos

|ω| ≤ vmax| cos(θ̄)− sin(θ̄)|M + kp| sin(θ̄)|, (14)

onde vmax é a máxima velocidade que o VANT
pode alcançar. A máxima norma da diferença en-
tre as funções trigonométricas é

√
2. Assim, de

forma conservadora, podemos escrever

|ω| ≤ vmax
√

2M + kp. (15)

Note que
√

2Mvmax > 0. Impondo que o lado
direito de (15) seja menor do que ωmax, uma con-
dição suficiente que garante a restrição (3b) é

0 <

√
2Mvmax

ωmax − kp
≤ 1. (16)

Note que é necessário kp < ωmax, caso contrário
é imposśıvel respeitar (16), o que significa que a
parcela kp sin(θ̄) de (6) sozinha já pode violar (3b).
O resultado (16) requer limites máximos paras as

derivadas de Φ̂. É imposśıvel respeitar (16) para
pontos próximos à uma posśıvel singularidade do
campo. Neste contexto, na Seção 5 mostramos
uma estratégia para tratar estas regiões.

Finalmente, a partir de (1d) e (6), podemos
definir a lei de controle para θc como:

θc = τθ θ̇f + τθkp sin(θ̄) + θ. (17)

4.2 Controle de velocidade

Dado que a lei de controle ω(t) considera v(t),
qualquer perfil de velocidade pode ser atribúıdo
ao VANT. No entanto, por simplicidade esco-
lhemos uma velocidade de referência constante
v(t) = vref . Como o sistema (1e) já é estável,
definimos

vc = vref , vmin ≤ vref ≤ vmax. (18)

4.3 Controle de altitude

Nossa estratégia considera curvas planares, isto é,
com altitude fixa. Desta forma, definimos zc como

zc = zref . (19)

4.4 Análise de perturbação

Se considerarmos a incerteza uθ e assumirmos a
lei de controle (6) vemos que a função V̇θ se torna

V̇θ = −kp sin(θ̄)2 + sin(θ̄)uθ. (20)

Assumindo o valor máximo |uθ| = Uθ e aplicando
a desigualdade triangular em (20), obtemos

V̇θ ≤ | sin(θ̄)|
(
−kp| sin(θ̄)|+ |Uθ|

)
. (21)

Considere γ = asin(Uθk
−1
p ) < π/2. De (21) vemos

que para um infinitesimal ε > 0 temos que |θ̄| =

γ + ε =⇒ V̇θ < 0. Assim, podemos definir o
seguinte conjunto invariante para θ̄

Sθ =
{
θ̄ ∈ S1 | |θ̄| ≤ γ

}
. (22)

Note que para Sθ ser limitado é necessário que
kp > Uθ. Caso contrário γ não é definido nos re-
ais e Sθ = S1. Note também que se π − |θ| < γ,
V̇θ pode ser positiva, no entanto, esta condição é
instável. Formalmente, pode-se garantir conver-
gência para toda condição inicial |θ̄(0)| < π − γ,
apesar de ela acontecer em todos os casos práticos.

Agora, usando a função V = (1/2)(vref − v)2

e a equação (1e), pode-se estabelecer o seguinte
limitante superior para o erro de velocidade

Sv = {v ∈ R | |vref − v| ≤ τvUv} . (23)

Note que se a medição de v for correta, o erro
θ̄ é desacoplado do erro (vref − v), uma vez que
a lei ω(t) incorpora v(t). Note também que (23)
implica em vmax = vref + τvUv, veja (16).

Similarmente, usando a função V =
(1/2)(zref − z)2 e a equação (1c), conclúımos

Sz = {z ∈ R | |zref − z| ≤ τzUz} . (24)

O conjunto Sθ estabelece um limite para o erro de
orientação θ̄ em regime permanente. No entanto,
ainda é necessário analisar se este limitante em θ̄
implica em um limite da função P , ou seja, uma
distância máxima da curva alvo.

No caso em que θ̄ = 0, ṗ ‖ Φ. Nesta situação

ideal, a Propriedade 2 garante Ṗ ≤ 0. No entanto,
se γ > 0 então ṗ ∦ Φ. Note que se P = (1/2)α2

então ∇P = α∇α e Ṗ = ∇PT ṗ = α∇αT ṗ. Com
a finalidade de analisar Ṗ nesta situação note que
o vetor ṗ pode ser escrito da forma

ṗ = v

[
cos(θf − θ̄)
sin(θf − θ̄)

]
= vHΦ̂ = vH

Φ

||Φ|| , (25)

onde H é a matriz de rotação

H =

[
cos(θ̄) sin(θ̄)
− sin(θ̄) cos(θ̄)

]
. (26)

Considere D = v||Φ||−1 e note que D > 0.

Substituindo (25) e (4) em Ṗ = α∇αT ṗ, obtemos

Ṗ = Dα
(
−αG∇αTH∇α+∇αTHR∇α

)
. (27)

Note que H∇α é o vetor ∇α rotacionado de
θ̄. Assim, o produto ∇αTH∇α = cos(θ̄)||∇α||2.
Note também que HR é uma matriz de rotação
de π/2 − θ̄, e por consequência ∇αTHR∇α =
cos(π/2 − θ̄)||∇α||2 = sin(θ̄)||∇α||2. Usando es-
tas observações em (27), temos

Ṗ = D||∇α||2α
(
−αG cos(θ̄) + sin(θ̄)

)
. (28)

Se |θ̄| < π/2, observe que tanto para α > 0 quanto
para α < 0 temos que |α| > G−1 tan(θ̄) =⇒
Ṗ < 0. Relembre que γ é o limitante superior de
θ̄, isto é, |θ̄| ≤ γ < π/2 em regime permanente.



Assim, dada a convergência de θ̄, podemos definir
o seguinte conjunto invariante para a função α.

Sα =
{
p ∈ R2 | |α(p)| ≤ G−1 tan(γ)

}
, (29)

que implica no seguinte conjunto invariante

SP =
{
P ∈ R+ | P ≤ (1/2)G−2 tan(γ)2} . (30)

O resultado em (29) é interessante, ao passo
que estabelece limites para o erro de posição como
curvas de ńıvel da função α. Agora, note que se
Uθ = 0, então γ = 0 e |θ̄| → 0 quando t → ∞.
Neste caso, o conjunto Sα colapsa para a curva
alvo, isto é, Sα → C quando γ → 0. Assim, está
provada a afirmação feita na Seção 4.1, isto é, θ̄ →
0 =⇒ p(∞) ∈ C.

5 Tratamento de singularidade

Uma vez que a função α é cont́ınua e suave, o
campo vetorial (4) é cont́ınuo. No entanto, o
campo normalizado (5) admite singularidades nos
pontos fixos de Φ. Para o caso de curvas fechadas,
a existência destes pontos no interior da curva é
garantida pelo Teorema do Ponto Fixo de Brouwer
(Khamsi and Kirk, 2011). Os valores do rotacio-
nal e do divergente em (10) podem tender ao in-
finito nas proximidades desta singularidade, tor-
nando imposśıvel respeitar (16).

Para tratar este problema, propomos definir
ω(t) = 0 quando o VANT estiver dentro de uma
bola Bρ = {p | ||p− ps|| ≤ ρ}, onde ps é o ponto
de singularidade e ρ o raio da bola. Assim o avião
percorrerá uma trajetória retiĺınea dentro de Bρ.

Para a visualização das definições a seguir
considere a Figura 2. Seja β ∈ S1 uma coordenada
angular para a fronteira da bola Bρ definida como
B̄ρ. Considere a função φ(β) : S1 → S1 que associa
um ângulo a cada β. Esta função φ deve ser inter-
pretada como a orientação θf no ponto p equiva-
lente à coordenada β. Definimos também a função
δ(β) : S1 → S1, em que δ(β) = φ(β) − β. Sejam
β1 e β2 coordenadas relativas à interseção de uma
linha reta com B̄ρ. Esta reta representa a traje-
tória retiĺınea do VANT dentro de Bρ. Considere
que esta reta é paralela ao vetor [cos(θ) sin(θ)], e
que a interseção ocorre nos instantes t1 e t2 > t1.

Uma vez que ω(t) = 0 quando p ∈ Bρ, é evi-

dente que não se pode garantir V̇θ ≤ 0. No en-
tanto, o teorema a seguir define condições sufici-
entes para garantir que a função Vθ no instante t2
seja menor que a função no instante t1, ou seja, o
erro de orientação decresce ao atravessar Bρ.

Teorema 2 Considere que Vθ(ti) é o valor da
função 1 − cos(φ(βi) − θ) nas interseções da li-
nha reta com B̄ρ em βi, i = 1, 2. Se as seguintes
condições forem respeitadas

d∗φ

dβ
(β) > 0, ∀ β ∈ S1, (31a)

cos(δ(β)) > 0, ∀ β ∈ S1, (31b)
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Figura 2: Ilustração das definições relacionadas ao
tratamento das singularidades. Os vetores em verme-
lho têm orientação β e os em verde orientação φ. A
reta em azul tem orientação θ.

então

Vθ(t2)− Vθ(t1) < 0, ∀ β1, β2 ∈ S1, (32)

onde a derivada em (31a) é definida como

d∗φ

dβ
(β) = lim

∆β→0

sin(φ(β + ∆β)− φ(β))

∆β
. (33)

Prova: Primeiramente, note que a definição (33)
é apenas uma formalização da derivada de φ(β)
em relação a β. Lembre que sin(x) → x quando
x→ 0.

Considere a função variação ∆Vθ = Vθ(t2) −
Vθ(t1). Então ∆Vθ = cos(φ(β1)−θ)− cos(φ(β2)−
θ). Sem perda de generalidade considere que o
ângulo β2 é escrito como

β2 = β1 + ∆β = β1 +

∫ β1+∆β

β1

dβ, (34)

onde ∆β ∈ [0, 2π] é o ângulo que vai de β1 até β2
seguindo o sentido anti-horário. A definição inte-
gral serve apenas para evitar deslocamentos de 2π
entre β1 e β2. Para simplificar a notação consi-
dere φi = φ(βi) e δi = δ(βi), i = 1, 2. Escrevendo
∆Vθ em termos de δi, usando β2 = β1 + ∆β e
requerendo ∆Vθ < 0, temos que garantir

∆Vθ = cos(δ1 + β1 − θ)
− cos(δ2 + β1 + ∆β − θ) < 0. (35)

Usando ∆β ∈ [0, 2π] de acordo com (34), “β2 >
β1 informalmente”, uma análise trigonométrica na
Figura 2 permite concluir

β1 − θ = −(∆β + π)/2. (36)

Substituindo (36) em (35) e usando algumas pro-
priedades trigonométricas, temos

sin

(
δ1 −

∆β

2

)
− sin

(
δ2 +

∆β

2

)
< 0. (37)

Usando a propriedade trigonométrica dada por
sin(A)− sin(B) = 2 cos ((A+B)/2) sin ((A−B)/2)
com A = δ1−∆β/2 e B = δ2+∆β/2 e aplicando
as relações φi = δi + βi e ∆β = β2 − β1 temos

cos

(
δ2 − δ1

2

)
sin

(
φ2 − φ1

2

)
> 0. (38)



Note que a inequação foi dividida por −2. Se
a condição (38) for respeitada, então ∆Vθ < 0.
Agora vamos mostrar que (31) implica na veraci-
dade de (38).

A condição (31b) implica que −π/2 < δ1, δ2 <
π/2. Assim o cosseno em (38) é positivo. Nos
resta verificar se o seno também é. Reescrevendo
φ2 como uma integral de β1 a β2 temos

sin

(
1

2

∫ β1+∆β

β1

d∗φ

dβ
(β′)dβ′

)
> 0. (39)

Se ∆β = 0 a integral em (39) é 0. Dada a condição
(31b), se ∆β = 2π a integral também vale 2π,
pois qualquer outro múltiplo de 2π violaria (31b).
A condição (31a) garante que a integral é uma
função crescente de ∆β. Assim, podemos concluir
que a integral só assume valores entre 0 e 2π, e por
consequência o argumento do seno esta entre 0 e
π. Evidentemente o seno é positivo, o que conclui
a prova. 2

Note que o Teorema 2 não garante a existência
de um ρ tal que suas condições sejam respeitadas.
No entanto, se existe ρ > 0, temos que: 1) pelo
VANT trafegar em linha reta dentro de Bρ, t2 <
∞ sempre existe; 2) a média da derivada V̇θ é
sempre negativa para um intervalo de tempo ∆t =
t2 − t1 < ∞. Assim, chavear a lei de controle em
Bρ para garantir (16) não prejudica a convergência
do VANT para a curva.

6 Resultados numéricos

Com a finalidade de demonstrar a operação do
controlador desenvolvido serão apresentadas simu-
lações com um modelo reaĺıstico de uma aero-
nave apresentado no Caṕıtulo 2 de (Stevens et al.,
2015). Utilizamos os parâmetros do avião Aero-
sonde apresentado no Apêndice E.2 de (Beard and
McLain, 2012). O modelo utilizado tem 6 graus de
liberdade, 12 estados e distúrbios atmosféricos fo-
ram incorporados. Para simular uma situação re-
aĺıstica também foram adicionados distúrbios ale-
atórios de medição e atuação. Foram utilizados
os controladores de baixo ńıvel considerados em
(Olavo et al., 2018) para impor a dinâmica de re-
ferência (1).

Com base em (Olavo et al., 2018) definiu-se
os seguintes valores para as constantes do modelo
(1): vmaxz = 3m/s, ωmax = 0,5rad/s, vmin =
18m/s, vmax = 28m/s, τz = 20s, τθ = 28s, τv =
20s. Em todos os experimentos consideramos os
valores vref = 23m/s e zref = 200m. Os limi-
tes superiores das incertezas foram Uz = 0,3m/s,
Uθ = 0,06rad/s e Uv = 0,2m/s2.

Os distúrbios adicionais inseridos em θ (me-
dição) e em θc (atuação) foram sinais aleatórios
com banda limitada em faixa que chegavam a so-
mar 0,23rad (25o). O valor de Uθ incorpora estes
erros e também os erros do modelo. Erros de me-
dição inseridos em x e em y somaram até 15m.

A seguir mostramos um exemplo de uma
curva fechada e de uma curva aberta. Dispo-
nibilizamos um v́ıdeo que mostra simulações
com curvas diferentes, e animações em https:

//www.dropbox.com/s/5khq7dty7325fwz/

ControleDeVANTs_CBA2018.mp4?dl=0.

6.1 Curva fechada

Consideramos uma curva fechada definida pela
curva de ńıvel zero da função α(x, y) = ax2 +
bx2y2 + cy2 − 1. Para valores de x e y em quilô-
metros, definimos a = 1,5, b = 8 e c = 2.5. Esco-
lhemos G = 1,5 e P = (1/2)α2. O ganho do con-
trolador foi kp = 0,18, note que Uθ < kp < ωmax.
Para tratar a singularidade em ps = [0 0] defini-
mos ρ = 0,2km.

A Figura 3 apresenta três trajetórias
obtidas com diferentes condições iniciais
[x(0) y(0) θ(0)]: [−900m −600m π/2rad]
(vermelha), [−200m 300m π/6rad] (verde) e
[−250m 50m 0rad] (azul). A linha preta central
é a curva α = 0 e as laterais representam os
limitantes do erro de posição. Neste caso elas são
definidas por |α| = 0,236, de acordo com (29). O
valor da razão em (16) foi de 0,92 < 1, sendo o
gargalo nas regiões ao redor das altas curvaturas
nas partes leste e oeste da curva. Observe que no
caso da trajetória azul o VANT cruzou o ćırculo
no entorno da singularidade, onde trafegou em
linha reta.
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Figura 3: Três trajetórias da simulação com uma
curva fechada.

Na Figura 4 estão as funções Vθ e P relati-
vas às trajetórias da Figura 3. As linhas pretas
tracejadas representam os conjuntos invariantes
correspondentes. As funções Vθ em vermelho e
verde são estritamente decrescentes até o alcanço
do conjunto invariante. No entanto, a função
Vθ em azul chegou a crescer no trecho tracejado
em azul/amarelo, correspondente à passagem pela
bola Bρ. Note que ∆Vθ foi negativo, em concor-
dância com o Teorema 2. De fato as condições
(31) foram respeitadas. Por outro lado, a fun-
ção P pode crescer fora de seu conjunto invariante
quanto o VANT ainda está desorientado. No en-
tanto, depois do decaimento de Vθ, P também de-
cai para o seu conjunto invariante (equação (30)).
Na Figura 5 apresentamos uma análise do campo



vetorial na borda B̄ρ. Os gráficos na direita mos-
tram a verificação da condições (31a) (em cima) e
(31b) (embaixo).
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Figura 4: Funções Vθ (em cima) e P (embaixo) rela-
tivas às trajetórias da Figura 3. A linha tracejada em
azul/amarelo corresponde ao tempo em que o VANT
passou no interior da bola Bρ.
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Figura 5: Na direita, vetores indicando a orientação
φ(β). Na esquerda, de cima para baixo, análise das
condições (31a) e (31b), respectivamente.

Com a finalidade de mostrar a validade do
modelo de referência, a Figura 6 mostra alguns
resultados para a trajetória vermelha da Figura
3. São apresentados os valores de z(t), v(t) e
∆ω ≡ (ω(t) − θ̇∗(t)) do modelo reaĺıstico, junta-
mente com os erros máximos estimados, onde θ̇∗ é
a derivada do ângulo de guinada do modelo reaĺıs-
tico. Note que o erro ∆ω é elevado nos instantes
em que o VANT está passando pelas curvas mais
fechadas da curva alvo (ao leste e ao oeste). Isso
se deve à dinâmica interna do modelo reaĺıstico,
em que a velocidade de giro depende do ângulo de
rolagem do avião.

6.2 Curva aberta

Consideramos também uma curva definida pela
função α(x, y) = h(x) − y, onde h(x) = ax3 +
bx2 +cx+d. Para valores de x e y em quilômetros
definimos a = 0,85, b = 0,08, c = −0,13 e d =
−0,04. EscolhemosG = 3 e a função P = (1/2)α2.
Utilizamos o ganho kp = 0,18. Novamente, note
que Uθ < kp < ωmax.

A Figura 7 apresenta três trajetórias
obtidas com diferentes condições iniciais
[x(0) y(0) θ(0)]: [−800m −200m π/2rad]
(vermelha), [−600m −100m −π/2rad] (verde) e
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Figura 6: Sinais relativos à trajetória vermelha da
Figura 3. De cima para baixo: z(t), v(t), e ∆ω(t),
jumtamente com os erros máximos estimados.

[−800m −600m 3π/4rad] (azul). A linha preta
central é a curva α = 0 e as laterais os limitantes
do erro de posição de acordo com (29), ou seja,
|α| = 0,118. Note que, neste caso, este limite se
mostrou bem conservador, uma vez que a curva
alvo é bem suave. O valor da razão em (16) foi
de 0,87 < 1, indicando que o limite ωmax jamais
será desrespeitado.
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Figura 7: Três trajetórias da simulação da curva
aberta.

A Figura 8 apresenta as funções Vθ e P para
as trajetórias da Figura 7. As linhas pretas tra-
cejadas representam os conjuntos invariantes cor-
respondentes. Observe que, novamente, Vθ é sem-
pre decrescente fora de seu conjunto invariante,
em concordância com (22). Por outro lado, a fun-
ção P pode crescer fora de seu conjunto invariante
quando o VANT ainda está desorientado.

7 Conclusão e trabalhos futuros

Este trabalho abordou o problema de controle de
um VANT de asa fixa de modo a faze-lo convergir
e seguir uma curva. A estratégia considera campos
vetoriais para guiar o controlador. Convergência
assintótica foi provada para curvas com formatos
gerais. Uma análise foi realizada quando incerte-
zas estão presentes e foi posśıvel mostrar, neste
caso, que o VANT converge para um conjunto in-
variante no entorno da curva alvo. Posśıveis sin-
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Figura 8: Funções Vθ (em cima) e P (embaixo) rela-
tivas às trajetórias da Figura 7.

gularidades do campo vetorial foram tratadas com
um chaveamento na lei de controle nas suas pro-
ximidades. Provas de convergência foram feitas
quando este chaveamento ocorre. Simulações com
um modelo reaĺıstico de uma aeronave foram reali-
zadas para exemplificar a eficiência da abordagem.

Como trabalho futuro pretendemos expandir
os nossos resultados para campos vetoriais defini-
dos em três dimensões e possivelmente variantes
no tempo. Também pretendemos desenvolver mé-
todos numéricos para encontrar campos vetoriais
que respeitem as condições impostas pelos contro-
ladores desenvolvidos.
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