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Abstract: The main purpose of this work is to compare the performance of systems to stochastic
timed discrete events by means of analytical models, described by stochastic automata and by
equivalent computational simulation models, described by stochastic timed Petri nets and also
by tropical dynamic models. In the paper, we compare the performance of the three approaches,
analysing the trade-offs in terms of cost to development, the accuracy of the results obtained and
the computational simulation time. For this purpose, we use a model of a simple client-server
service network, where the interest is to evaluate the average waiting time for customers in the
queue for an uncontrolled and controlled system.

Resumo: Este trabalho tem como principal finalidade comparar o desempenho de sistemas a
eventos discretos temporizados estocdsticos por intermédio de modelos analiticos, descritos por
automatos estocasticos e por modelos de simulagao computacional equivalente, descritos por
redes de Petri temporizadas estocasticas e, também, por modelo dinamicos tropicais. No artigo,
comparamos o desempenho das trés abordagens, analisando os "trade-offs’em termos do custo
para o desenvolvimento dos modelos, da precisao dos resultados obtidos e do tempo de simulagao
computacional. Para esse fim, utilizamos um modelo de uma rede de servigo simples, tipo cliente-
servidor, onde o interesse é avaliar o tempo médio de espera dos clientes na fila para um sistema

nao-controlado e com controle.
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1. INTRODUCAO

A comparacdo entre modelos de Sistemas a Eventos Dis-
cretos Temporizados Estocasticos (SEDTE) é uma pratica
essencial para avaliar os custos relacionados ao desempe-
nho e ao desenvolvimento dos modelos. Essa abordagem
visa avaliar diferentes modelos de simulacao que descrevem
o comportamento de sistemas complexos estocdsticos, nos
quais as transi¢oes entre os estados sao temporizadas e
sujeitas a incertezas probabilisticas. Neste contexto, exis-
tem diferentes abordagens de modelagem e andlise de
desempenho, onde cada uma apresenta suas vantagens e
limitagoes Maia (2022), Cassandras and Lafortune (2008).

Compreender a dindmica de sistemas complexos é crucial
para otimizar processos, tomar decisoes e melhorar o de-
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sempenho operacional. Neste contexto, o objetivo deste
artigo é comparar duas abordagens distintas. Em par-
ticular, investigamos a utilizacao de modelos analiticos
baseados em autdématos estocdsticos, modelos de simu-
lacao computacionais estocasticos descritos por modelos
Tropicais Max-plus e redes de Petri temporizadas Baccelli
et al. (1992) Schutter et al. (2020); Hardouin et al. (2018);
J.Komenda et al. (2018) Wang (1998).

Para avaliar as comparacoes, concentramo-nos em trés
aspectos principais: o custo associado ao desenvolvimento
dos modelos, a precisao dos resultados obtidos e o tempo
de simulagao computacional. Além disso, procuramos iden-
tificar os "trade-offs”entre essas abordagens, ou seja, en-
tender as compensagoes envolvidas ao optar por uma em
detrimento das outras.

Para exemplificar as andlises conduzidas, foi empregado
um modelo de uma rede de servigo simples do tipo cliente-
servidor Souza and Maia (2019) Maia (2022). Esse modelo
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é particularmente relevante, pois permite avaliar o tempo
médio de espera dos clientes na fila em duas configuracoes,
sendo a primeira onde o sistema opera sem controle e na
segunda configuracgao operando com controle realimentado
Sernizon-Guimaraes and Maia (2020). Essa avaliacdo aju-
dara a entender como cada abordagem lida com diferentes
cendrios e requisitos de modelagem.

O artigo esta organizado na seguinte sequéncia: na segao 2,
sao apresentadas duas abordagens principais dos modelos
analiticos e modelos de simulagao computacional equiva-
lente descritos por rede de Petri T-temporizada estocdstica
e modelos tropicais Max-plus estocdstico. Em seguida,
na Se¢ao 3, um exemplo numérico é fornecido, onde um
sistema de servigo nao controlado é simulado usando um
automato temporizado estocastico. Além disso, uma abor-
dagem preliminar para um sistema de servigo controlado
também é discutida. Os resultados das simulacoes sao
apresentados na Secao 4, divididos entre os resultados
sem controle e com controle. Finalmente, na Segao 5, sao
apresentadas as conclusoes do estudo.

2. ANALISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS A
EVENTOS DISCRETOS TEMPORIZADOS
ESTOCASTICOS

A andlise de desempenho visa a construcao de modelos que
buscam evidenciar de forma abstrata o comportamento de
um sistema real ao longo do tempo. O propdsito principal
é inferir e validar as caracteristicas e comportamentos
dos sistemas reais sob estudo. Em geral, duas abordagens
concorrentes para resolver os problemas que aparecem na
literatura: abordagem via modelos analiticos e abordagem
via modelos de simulagao computacional baseados em
Modelos Computacionais de Monte Carlo.

2.1 Abordagem via Modelos analiticos

Um modelo analitico refere-se a uma representacao mate-
matica que descreve um sistema. No contexto da Simula-
¢ao a Eventos Discretos (SED), um modelo analitico pode
ser uma formulacao matemaética que descreve as relagoes
entre varidveis, probabilidades de transicao de estado e
outras caracteristicas importantes do sistema. Esses mo-
delos podem ser resolvidos analiticamente para derivar
solugoes ou resultados tedricos que ajudam a compreender
o comportamento do sistema sem depender inteiramente
de simulagbes computacionais. O uso de modelos analiti-
cos ¢ valioso para andlises tedricas e para a compreensao
profunda dos sistemas estudados.

2.2 Autéomatos Temporizados Estocdsticos

Os automatos sdo modelos matemaéticos abstratos, que
representam a dinamica e o comportamentos de um SED
com regras definidas, podendo ser classificados como deter-
ministico ou estocdstico, temporizado ou nao temporizado,
finito ou infinito Cassandras and Lafortune (2008).

Para a representacao de um automato temporizado é
necessaria uma estrutura de temporizagao para definir o
tempo de vida de um determinado evento, no qual o tempo
pode ser deterministico ou estocdastico. Para cada estado
apresentado pelo autémato, deve-se verificar quais sao as
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transicoes e momentos de ocorréncias sao factiveis Maia
(2022).

Definigdo 1. Um Autémato Temporizado Estocdstico é
uma quintupla G = (X, ¢, f, 2o, V), na qual:

X representa um conjunto de finitos estados;
€ representa um conjunto de finitos eventos;
f é a funcao de transicao, f: X x e — X;
xo trata-se do estado inicial, g € X;

V = {V, : i € £} representa um conjunto estocdstico
de estrutura de relégio para gerar o tempo de vida dos
eventos, sendo V; uma varidvel aleatéria nao negativa.

Uma vez que a funcao de transicao de um automato
temporizado estocdstico nao é total, isso significa que, em
alguns estados, alguns eventos podem nao ser permitidos
ou viaveis. Isso nos leva a Definicao 2, que descreve a
funcao de eventos factiveis, representada por:

Definicao 2. Para um automato temporizado estocdstico
G = (X,e, f,20,V), definindo T' a fungido de eventos
viaveis temos:

I(z) ={eecel|f(z,e) # 0} (1)

Como resultado, podemos observar que a fungao I' mapeia
os estados X para o conjunto das partes de ¢, representado
como 2°¢. Isso significa que ¢ associa cada estado x a um
subconjunto de eventos vidveis em X.

Para simular o comportamento de um autémato tempo-
rizado estocdstico em um computador, é necessario ter
uma representacao numérica para a fungao de transigao
f. Tal representacao é frequentemente feita por meio de
uma matriz, conforme descrito na Definicao 3, cuja repre-
sentacao é geralmente assumida para um subconjunto ¢ de
um conjunto maior de eventos, denotado £t°*.

Defini¢ao 3. (Representacao Matricial). Dado um auté-
mato temporizado estocdstico G = (X, e, f,2zo,V), um
conjunto de eventos L, expresso como uma sequéncia
gt = {1,2,..., L} tal que € C £*' e um conjunto de esta-
dos N, dado por X ={1,2,...,N} a fungdo de transi¢ao
f é representada pela matriz A, N x L onde:

flz,e) seeel(x),
A(z,e) =<0 seeccee¢I(x), (2)
T caso contrario.

Segundo Maia (2022), devido & complexidade de alguns
modelos na teoria dos automatos estocasticos, utilizamos
como estratégia dividi-lo em partes, para uma melhor
analise do sistema. Cada uma dessas partes é denominada
de submodelos, em que cada submodelo interage entre
si usando eventos comuns. O processo para obter os
submodelos é realizado através da operagao de composi¢ao
paralela, apresentada na Definicao 4.

Defini¢ao 4. (Composicao Paralela de um autémato tem-
porizado estocdstico): A composigao paralela é uma ope-
racao bindria entre dois ou mais autématos onde o parale-
lismo € representado por G1||G2. Dado dois automatos G e
G27 temos G' = (Xv &, f7 Zo, V) € G2 = (X27 €2, f27 2,0, ‘/'2)
através da qual se obtém:
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G1||G2 = (X1 x Xao,e1 Ueg, fillf2, (x1,0,72,0), (V1 U V2)).

Sendo

(fi(z1,e), fa(z2,€)) see € i(z1)
N2 (z2),

(f1(z1,e),x2) se e €T1(z1)

Jik2((21,22),€) = \ea,

(z1, fa(x2,€)) se e € I'a(x2)

\517

1} caso contrario.

Esta operagao é associativa, ou seja:

G1||G2||G3 = (G1]|G2)||Gs = G1[(G2||Gs).  (3)
2.8 Modelos Computacionais de Monte Carlo

A simulagao de Monte Carlo utiliza-se de geradores de
nimeros pseudoaleatdrios e distribuigoes de probabilidade
acumulativa relacionadas ao sistema em estudo. Essa abor-
dagem também pode ser referida como simulagao estética.

Conforme preconiza Maia (2022), a simulagdo de Monte
Carlo requer recursos computacionais significativos devido
a sua natureza intensiva. No entanto, sua implementagao
para sistemas de automatos estocasticos de Markov é re-
lativamente direta, aproveitando a propriedade sem me-
moria da distribuicao exponencial e a geragao de niimeros
aleatérios uniformes.

Na simulagao de Monte Carlo, é comum estimar o valor
esperado de uma variavel relevante. Essa estimativa é
representada pela seguinte equacio:

n

=3 @)

i=1

Onde 6 é a estimativa do valor esperado da varidvel
aleatéoria X, sendo X; a i-ésima amostra de X e n é
o numero total de amostras. Esta equagao representa a
média aritmética das amostras, que é uma maneira comum
de estimar o valor esperado de uma varidvel aleatéria em
um processo estocastico.

Rede de Petri T_temporizada estocdstica: A rede de Petri
temporizada representa uma evolugao da rede de Petri
classica, incorporando uma dimensao temporal essencial
para alcancar o comportamento dinamico de sistemas com-
plexos. Essa extensao viabiliza a modelagem de sistemas
nos quais o tempo desempenha um papel crucial. Os tem-
pos associados a essas redes podem ser deterministicos ou
estocéasticos, refletindo a previsibilidade ou a aleatoriedade
dos eventos do sistema. Tal distincao entre os tempos
deterministicos, com intervalos fixos, e os estocasticos,
regidos por distribuigoes de probabilidade, torna as redes
de Petri temporizadas adequadas para representar uma
ampla gama de cendrios reais.

A abordagem temporal pode ser aplicada de duas ma-
neiras distintas: aos lugares ou as transicoes. Nas redes
"P-temporizadas”, a temporalidade esta associada aos lu-
gares, enquanto as redes "T-temporizadas’estao associa-
das as transigoes. Essa flexibilidade permite a modelagem
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das propriedades temporais dos elementos-chave da rede,
adaptando-se melhor as caracteristicas do sistema. Dessa
forma, as redes de Petri temporizadas oferecem uma re-
presentacao mais abrangente e dinamica, possibilitando a
analise do comportamento temporal dos sistemas.

Definigao 5. As denominadas redes de Petri T_temporizadas
Wang (1998) sao definidas conforme a séxtupla N =
(P, T, A,w,x9, D), onde:

e P ¢é o conjunto finito de lugares;

e T = Tp UT; é o conjunto finito de transi¢des
temporizadas Tp e instantaneas T7;

e A é o conjunto finito de arcos, dados por A C (P X
T)U (T x P);

e w: A — N representa a fungao de peso;

e zy € N” representa o estado inicial da rede, no qual
n corresponde ao nimero de lugares na rede;

e D ={D; : i € Tp} é o conjunto de tempos de
atraso que devem ser respeitados para se disparar as
transigoes temporizadas apds habilitadas, sendo D;
um vetor de tempos de atraso para a transicao T;.

Modelos Tropicais Maz-plus:  Os modelos tropicais Max-
plus, também conhecidos como algebra tropical Allami-
geon et al. (2015), sdo denotados por Ryax cuja estrutura
algébrica é caracterizada por duas operagoes fundamen-
tais: a soma representada por @, e a multiplicagao repre-
sentada por ®. O operador & corresponde a operacao de
maximizacao, enquanto ® representa a adigao. Em termos
operacionais, tais modelos sao definidos por:

a ®b=max{a,b} (5)
a®b=a+b (a,b€ Rpax) (6)

Nos modelos Tropicais Max-plus temporizados Estocés-
ticos (TMPTE), as operagoes max-plus sdo enriquecidas
com a inclusao de varidveis estocasticas. Essas varidveis
estocdsticas podem representar incertezas associadas a
eventos especificos, permitindo a modelagem de sistemas
que evoluem ao longo do tempo de maneira estocastica. De
uma maneira mais geral, esses modelos tém sua evolugao
dindmica regida por um sistema de equagoes de estado do
tipo:

x(k)=A®xz(k—1)® B ®u(k), (7)
y(k)=C @ z(k).
Seus vetores z(k) € RZ.., y(k) € R e u(k) € RE
representam respectivamente a k-ésima data de disparo
das transigoes internas (estados), das transigoes de saida
e das transicoes de entrada, sendo A,B e C matrizes de
dimensoes apropriadas com elementos em Ry .-

3. EXEMPLO NUMERICO
3.1 Sistema de servigo nao controlada

No contexto da metodologia, avaliamos com uma rede de
servicos simples do tipo cliente-servidor. Esse sistema de
fila consiste em dois espacgos de espera para clientes e
um espaco de atendimento pelo servidor, limitado a um
cliente por vez. A dinamica do sistema é temporal, com
distintos tempos de admissao, deslocamento do cliente
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Fig.1-A

Fig.1-B

Figura 1. Fig.1-A Rede de servigo de atendimento a cli-
entes: O evento ’a’ representa a admissdao do cli-
ente’F’;’¢c’ corresponde a admissao do cliente pelo
servidor ’S’; 'd’ é a partida do cliente apés o aten-
dimento. Fig.1-B Autémato correspondente G=F||S
ao diagrama de blocos

até o servidor e tempo de atendimento. O tempo de
atendimento pelo servidor afeta diretamente a dinamica
do sistema, interferindo no tempo de espera da fila. Um
diagrama em blocos descrevendo o sistema é apresentado
na figura 1-A.

A partir do diagrama em blocos, obtivemos o autémato
correspondente apresentado na figura 1-B.

Nesse exemplo numérico, consideramos que os tempos para
os eventos de admissao e a movimentacao do cliente na
fila para o servidor sao distribuidos exponencialmente com
taxas respectivamente iguais a E[V,] = A, e E[V] =
1000, . O tempo de atendimento do cliente pelo servidor
obedece a distribuicao hypoexponencial com média de
p = 1,5 minutos e desvio padrao de ¢ = 1,1 minutos,
resultando em um atendimento em dois estdgios, com
transicoes definidas por dois eventos d; e ds que obedecem
a distribuicao exponencial Maia (2022).

3.2 Abordagem via autémato temporizado estocdstico:

A partir do modelo automato correspondente apresen-
tado na figura 1-B, verificamos que o modelo estocds-
tico automato possui 3x3 = 9 espacgos de estados, onde
obtivemos a cadeia de Markov para os estados: X; =
{(0,0);(0,1); (0,2); (1,0); (1,1); (1,2); (2,0);(2,1); (2,2) }.

Como os tempos de vida vinculados aos eventos sao
variaveis, a incerteza sobre o estado do sistema é presente
na data t. Diante disso, estabelecemos as probabilidades:

Zu(1) = PLX, = (0.0)l, Zo(t) = P[X, = (0.1)
Z3(t) = P[X; = (0,2)], Zu(t) = P[X; = (1,0)]
Zs(t) = P[X, = (1,1)], Zs(t) = P[X; = (1,2)]
Zq7(t) = P[X; = (270)}, Zg(t) = P[X; = (2,1)]

Zy(t) = P[Xy = (2,2)

Por outro lado, verificamos que os tempos de vida seguem
uma distribuigao exponencial, como mostrado abaixo:

F, =PV, <V,=1-¢" 8)
F, =PV, <V.=1-¢ 9)
F,, =P[Va<Vy=1-e] (10)

o~ o~

Onde V,, V. e V; representam os tempos de vida para os
eventos a, ¢ e d respectivamente. Demonstramos ser viavel
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Figura 2. Cadeia de Markov correspondente ao sistema de
fila simples com dois lugares de espera e um servidor
para atendimento.

representar o automato estocdstico como uma cadeia de
Markov, conforme ilustrado na Figura 2.

Através da cadeia de Markov foram formuladas as equa-
¢oes de balango do fluxo para as probabilidades Z;(t)
evidenciadas a seguir:
= —XaZ1 + Aa2Z3
= —(Aa+Aa1)Z2 + A2y
dZ;’t(t) = —(Aa + Aa2)Z3 + Aa1 2o
Pall) — (N + Ae) Za + NaZ1 + Nz Zs
Pl = (A + A1) Zs + XaZ2 + AcZ
deZt(t) =—(Aa+A2)Z6 + XaZ3+ A1 Z5
dZ;t(t) = —AeZr+ XaZy + Aa2Zyg
dZs(t) _
= —Aa1Zs + AaZs
= —Aa2Zy + NaZs + A1 Zs

dZ, (£)

dt
dZs (t)

dt
dZgy (t)
dt

A partir das equagoes de balango, foi construida a matriz
com as coordenadas dos estados da cadeia de Markov
para a obtencao dos calculos das taxas de producao, que
indicam as saidas dos clientes e o nimero médio de clientes
aguardando atendimento. Os resultados desses processos
sao expressos pela equacao:

E[X]| =1X(Za+Z5+Z6)+2x(Ze+Z7+Zg)As = Xaz X (Z3+Ze+Z9)
(11)

Finalizando o modelo analitico, um resultado significativo
afirma que distribuigoes de probabilidade bastante abran-
gentes podem ser aproximadas com precisao arbitraria-
mente alta ao utilizar a distribuicao exponencial como
elemento de base. Isso implica que uma variedade de
distribui¢oes para tempos de vida pode ser expressa em
termos de distribuicoes exponenciais. Como consequéncia,
possibilita-se obter uma cadeia de Markov equivalente,
proporcionando uma representagao eficiente e aproximada
para uma gama diversificada de cenarios.

8.8 Abordagem via Rede de Petri T_temporizada estocdstica:

A rede de Petri T-temporizada estocdstica (RPTE), na
figura 3, corresponde a descrigao do sistema em blocos dis-
cutida anteriormente. Para modelar a rede, foi necessario
expandir os lugares e transicoes para representar o sistema
equivalente.
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Figura 3. Rede de Petri correspondente ao sistema de fila
simples temporizada estocastica com dois lugares de
espera e um servidor, onde: V, é o tempo de admissao
na fila; V. é o tempo de deslocamento do cliente até o
servidor e V; o tempo de atendimento.

No sistema de fila equivalente, consideramos oito lugares
e seis transi¢oes. Os lugares sao: P, para a admissao do
cliente, P., que controla a admissao de um cliente por
vez, P; que corresponde aos dois lugares na fila de espera,
P, limita a capacidade da fila, P3 para a admissao pelo
servidor, P4 que controla a capacidade do servidor, Ps para
o atendimento do servidor, e P; como lugar auxiliar para
a temporizacao do servidor.

Explicitando as transicoes, temos: a entrada U tempori-
zada correspondente a admissao do cliente, a transigao
a representa o cliente na fila. A transicao temporizada ¢
esta associada ao tempo de deslocamento até o servidor,
¢ quando o cliente é admitido pelo servidor e a transicao
temporal d representa o fim do atendimento.

3.4 Modelo Tropical max-plus estocdstico:

Em correspondéncia ao sistema apresentado, modelamos
as equacoes recursivas para modelos tropicais. Na modela-
gem, consideramos as transicoes u, a,t, c e d como relacio-
nadas no desenvolvimento da rede de Petri T-temporizada.
Para o sistema em questao, foram obtidas as seguintes
equagoes recursivas:

Figura 4. Rede de Petri para sistema de fila com controle.

8.5 Estudo preliminar: Sistema de servigo Controlado

Para comparar o comportamento dos sistemas, implemen-
tamos um controle para reduzir o tempo de espera na
fila, otimizando todo o sistema, permitindo uma anélise
de sincronismo. Tomando-se como base a rede de Petri, foi
elaborado o grafo de evento temporizado (GET) apresen-
tado na figura 4.

Para que o sistema de controle da rede seja efetiva,
é necessario obter os parametros m e f, inicialmente
determinados pelo valor maximo para o autovalor F.x,
consoante as equagoes explicitadas a seguir.

L () (4w

Emax = 3 ;

Aa n 1

(%ﬁiwd)
m

4. RESULTADOS

Econtrolador =

Para avaliar os resultados, tomamos por base os valores
obtidos do modelo analitico representados por autémato
estocastico. A partir desses dados foram desenvolvidos os
modelos de interesse na comparagao, sendo os modelos de
Monte Carlo, representados pela rede de Petri tempori-
zada estocéstica (RPTE), e o modelo tropical Max-plus

u(k) = a(k —1) @ c(k —n) (12)  temporizado estocdstico (TMPTE).
a(k) = Vo @ u(k) (13)
t(k) =a(k)@d(k —1) (14) :;’:;':f::n'i"i
ck) =V.@t(k) (15)
d(k) =V ® c(k) (16)
MA mc
Simplificando as equagOes recursivas, temos: I |
AE RPTE || | MTTE

alk)=Vo®alk—-1)®V, @ c(k —n) (17)

c(k) = Ve @ (a(k) @ d(k - 1)) (18) Figura 5. Avaliacdo de desempenho dos modelos, onde

d(k) = Vg @ c(k) (19) MA representa Modelo analitico, MC Modelo de

Exolicitando os dores do si b . Monte Carlo, AE Autémato estocastico, RPTE repre-

xplicitando os operadores do sistema obteve-se: senta rede de Petri temporizada estocédstica e modelo

TMPTE modelo tropical temporizado estocéastico.
a(k) =max(V, +a(k —1),V, + c(k —n)) (20) ) .
o(k) = V, + max(a(k), d(k — 1)) (21) 4.1 Resultados de Simulag¢ao sem o controlador

d(k) = Va+ c(k) (22)  Resultados Modelo Analitico: O modelo analitico foi

5 . . . desenvolvido por intermédio de autéomato estocastico e tem

As equagoes das condigbes iniciais do sistemas sao: como principal finalidade o calculo dos tempos médios de

espera na fila em fungao da variagao de A,.

a(0) = Va (23)  Para as simulagoes do modelo analitico, desenvolvemos

a(k) =c(k) =d(k) = —co se k <0 (24)  um programa utilizando o software ScicosLab versao 4.4.2,
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uma variante do software Scilab. Utilizamos um computa-
dor Acer com processador Intel Core i5 de 2,70 GHz e 8
GB de meméria RAM para rodar o cédigo. Os resultados
da simulagdo em funcao da variacao de A, podem ser
observados na Tabela 1.

Tabela 1. Resultados modelo analitico.

Parametro  Tempo médio de espera  Tempo de execugdo
Aa na fila [s] [s]
0,1 0,2072 0,000223
0,4 0,8877 0,000482
0,6 1,2895 0,000241
1,0 1,8472 0,000289
2,0 2,4326 0,000149

Como podemos observar na Tabela 1, sao apresentados os
tempos médios de espera na fila e os tempos de execugao
do cédigo em suas respectivas variacoes do parametro A,.

Embora a modelagem matematica do sistema seja com-
plexa no modelo analitico, o tempo computacional desse
modelo foi praticamente instantaneo, se mostrando uma
alternativa vidvel para a implementagao de sistemas “on-
line” que exigem respostas rapidas.

Resultados Rede de Petri T-temporizado FEstocdstico:
Nas simula¢oes do modelo de RPTE foi feito considerando-
se o atendimento de 10.000 clientes, sendo os 1000 primei-
ros clientes considerados transitorios de aquecimento do
sistema. Para assegurar a obtencao de dados estatisticos,
foram realizadas 10 rodadas para cada valor de \,, onde os
resultados sao apresentados na tabela 2 com os respectivos
intervalos de confianca de 95%.

Tabela 2. Resultados modelo Rede de Petri
T-Temporizado estocéastico com simulagao de
dois lugares na fila de espera.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianca de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,2062 [ 0,2015; 0,2110 | 3,5230
0,4 0,8843 [ 0,8712; 0,8976 | 3,4876
0,6 1,2866 [ 1,2783; 1,2949 | 3,5668
1,0 1,8531 [ 1,8278; 1,8855 | 3,5854
2,0 2,4032 [ 2,3879; 2,4186 | 3,6758

As simulagoes da RPTE, apresentadas na Tabela 2, mos-
traram tempos de espera na fila, condizentes com os re-
sultados obtidos através do modelo analitico. Quanto ao
tempo de simulagao, percebemos que nao houve alteragoes
significativas ao modificar os valores de A,, mantendo-se
praticamente constante em todas as situagoes.

Para avaliar melhor o comportamento do sistema, inclui-
mos uma simulagao com quatro lugares na fila de espera
apresentados na tabela 3.

Comparando as duas simulagoes, percebemos que nao
houve alteragoes significativas no tempo de execugao do
codigo. Em termos percentuais, a diferenga entre as médias
dos tempos de execucao foi de aproximadamente 0,5%.

Resultados Modelo tropical Max-plus Estocdstico: As
simulagoes do modelo TMPTE obedeceram aos mesmos
critérios de parametros utilizados nas simulagoes do mo-
delo de RTPE. Os resultados obtidos nas simulagoes sao
demonstrados na tabela 4.
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Tabela 3. Resultados modelo Rede de Petri
T-Temporizado estocastico com simulacao de
quatro lugares na fila de espera.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianga de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,2164 [ 0,2140; 0,2188 | 3,5678
0,4 1,3454 [1,3161; 1,3747 | 3,6687
0,6 2,5101 [ 2,4733; 2,5469 | 3,3411
1,0 4,1725 [ 4,1157; 4,2204 | 3,6473
2,0 5,3813 [ 5,3452; 5,4172 ] 3,7018

Tabela 4. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocédstico para simulagao com
dois lugares na fila de espera.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianga de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,2076 [ 0,2021; 0,2129 | 1,7461
0,4 0,8870 [ 0,8736; 0,9006 ] 1,7663
0,6 1,2854 [ 1,2696; 1,3013 | 1,7725
1,0 1,8482 [ 1,8299; 1,8666 ] 1,6877
2,0 2,4130 [ 2,3956; 2,4315 | 1,6988

Assim como no modelo de RTPE, realizamos a mesma
simulacao considerando quatro lugares na fila de espera
para o modelo TMPTE conforme a tabela 5.

Tabela 5. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocédstico para simulagao com
quatro lugares na fila de espera.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianga de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,2147 [ 0,2092; 0,2202 | 1,7168
0,4 1,3699 [ 1,3414; 1,3984 | 1,7410
0,6 2,5168 [ 2,4624; 2,5712 | 1,7507
1,0 4,2378 [ 1,1769; 4,2987 | 1,7172
2,0 5,3613 [ 5,3196; 5,4031 | 1,7224

Avaliando os tempos de execucdao dos cédigos nas duas
situacoes, também percebemos que as alteragoes nao re-
presentam muitas diferencas, onde em termos percentuais
a variacao do tempo médio foi de 0,27%.

Por apresentar somente as equagOes recursivas, o modelo
TMPTE teve uma menor complexidade de implementacao
do cédigo. O tamanho do cédigo do modelo TMPTE é
50% menor comparado ao cédigo do modelo de RPTE,
viabilizando a implementacao em equipamentos com pouco
espago de armazenamento.

Além da facilidade de implementacao, os tempos de simu-
lacao do modelo TMPTE foram consideravelmente me-
nores, representando uma redugao de aproximadamente
51,57% em relagao & RPTE.

A figura 6 apresenta graficamente o comparativo dos
tempos de execucao do cédigo com as variacoes dos valores
de A\, com os respectivos modelos.

4.2 Resultados de Simulacao Modelos Computacionais
Monte Carlo com o controlador

Para os sistemas computacionais de Monte Carlo, foram
projetados os controladores para sincronizagao do sistema,
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Figura 6. Grafico comparativo doa tempos de execugao
dos modelos Monte Carlo representados por RPTE e
modelo TMPTE com dois e quatro lugares na fila de
espera com a variagao do valore de \,

tendo como consequéncia a otimizacao do tempo de espera
na fila.

Rede de Petri T-temporizado Fstocdstica com controlador:
Seguindo os mesmos critérios anteriores, obtivemos os
resultados da RPTE apresentados na tabela 6.

Tabela 6. Resultados rede de Petri T-
temporizado estocastico com dois lugares na
fila de espera com controle.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianga de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,1703 [0,1612; 0,1794 | 3,9531
0,4 0,4955 [ 0,4852; 0,5068 | 4,1027
0,6 0,6180 [ 0,6074; 0,6287 | 4,0909
1,0 0,8179 [ 0,8103; 0,8256 | 4,4758
2,0 1,0852 [ 1,0639; 1,1216 | 4,0965

Analisando os resultados obtidos na Tabela 6, observamos
uma considerdvel reducdo nos tempos de espera na fila
implemetando o controlador. Contudo, em contrapartida,
houve um aumento de aproximadamente 13% no tempo de
execugao do cédigo com a implementagao do controle.

Prosseguindo com as simulacoes, a tabela 7 apresenta
os resultados obtidos com o modelo RPTE com quatro
lugares na fila de espera controlada.

Tabela 7. Resultados RTPE com quatro luga-
res na fila de espera com controle.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianca de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,1798 [ 0,1685; 0,1731 | 4,1286
0,4 0,4855 [ 0,4813; 0,4897 | 4,0530
0,6 0,6371 [ 0,6314; 0,6428 | 4,0021
1,0 0,8281 [ 0,8170; 0,8392 | 4,0961
2,0 1,0912 [ 1,0869; 1,0954 | 4,1293

Comparando os resultados obtidos nas tabelas 6 e 7, per-
cebemos que nao houve mudangas relevantes nos tempos
de execucao do cédigo e no tempo de espera.

Modelo Tropical Max-plus Temporizado Estocastica com
controlador: ~ Finalmente, procedemos com as simulagoes
do modelo TMPTE com o controle de fila de espera,
apresentados nas tabelas 8 e 9 respectivamente.
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Tabela 8. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocdstico com controle.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianga de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,1711 [0,1673; 0,1750 | 2,6702
0,4 0,4911 [ 0,4824; 0,4999 | 2,0439
0,6 0,6364 [ 0,6291; 0,0107 ] 2,1756
1,0 0,8373 [ 0,8296; 0,8451 ] 2,1352
2,0 1,0758 [ 1,0671; 1,0847 | 2,2364

COMPARATIVO DO TEMPO DE EXECUCAO DOS MODELOS COM CONTROLE
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Figura 7. Grafico comparativo doa tempos de execugao dos
modelos Monte Carlo com controle representados por
RPTE e modelo TMPTE com dois e quatro lugares
na fila de espera com a variagao do valore de A,

Semelhante ao modelo RPTE, o modelo TMPTE apre-
sentou os resultados de tempos de espera na fila muito
préximos. Além disso, observou-se um aumento de aproxi-
madamente 22% nos tempos de simulagio.

Tabela 9. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocdstico com controle.

Parametro  Tempo médio Intervalo Tempo

Aa de espera de confianca de execugao
na fila [s] [s]

0,1 0,1681 [ 0,1630; 0,1733 ] 2,2072
0,4 0,4905 [ 0,4838; 0,4975 | 2,2333
0,6 0,6354 [ 0,6278; 0,6429 | 2,2047
1,0 0,8302 [ 0,8220; 0,8383 ] 2,2457
2,0 1,0764 [ 1,0713; 1,0816 | 2,2006

Para o modelo TMPTE com quatro lugares na fila de
espera, tanto os tempos de espera quanto os tempos de
simulacao nao apresentaram alteragoes significativas.

Na figura 7, é apresentado o grafico dos tempos de execu-
¢ao do codigo com as variagoes dos valores de A\, com os
respectivos modelos com controle de tempo de espera.

4.8 Awvaliagao do custo computacional

Modelo analitico:  Conforme Maia (2022), a andlise da
complexidade na abordagem analitica é realizada conside-
rando a composicao paralela dos submodelos, onde a com-
plexidade no pior caso é expressa pela seguinte equagao:

L P
o(([T1eil = TTim:n*) (27)
i=1 i=1

Neste contexto, O representa a ordem de crescimento do
modelo, |G;| refere-se ao nimero de estados dos submo-
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delos, e |T;| sdo os autdomatos que representam a tem-
porizacao dos eventos estocasticos com distribuicao nao
exponencial ou nao-markoviana.

Os termos elevado ao cubo refletem a complexidade cu-
bica associada a inversao das matrizes e outras operagoes
computacionais intensivas, que crescem exponencialmente
com o aumento do nimero de estados e mecanismos de
temporizacdo. Assim, & medida que o nimero de estados
ou mecanismos de temporiza¢ao aumenta, o custo compu-
tacional do sistema se eleva consideravelmente, refletindo
a complexidade adicional introduzida por essas variaveis.

Modelos Monte Carlo: Na comparagao entre os mode-
los de Monte Carlo representados por RPTE e modelo
TMPTE, os dados mostram que os tempos de simulagao
nao variam significativamente com o aumento do nimero
de fichas, sugerindo que a complexidade e o custo compu-
tacional nao sao sensivelmente afetados.

No entanto, a introdugao do controle no tempo de espera
tem um impacto notavel no tempo de execugao e na com-
plexidade. A implementacao desse controle adiciona uma
sobrecarga adicional, resultando em um aumento significa-
tivo no tempo de execugao para ambos os modelos. Sendo
assim, o comportamento da complexidade do sistema pode
ser expresso pela seguinte equagao:

O(N; x N, x N,,) (28)

Onde N, representa o nimero de transigoes, N, o nimero
de amostras e N, o numero de rodadas. Esta equacao
reflete a complexidade proporcional do sistema, sugerindo
um crescimento linear na complexidade e no custo compu-
tacional. Em outras palavras, a complexidade do sistema
nao cresce exponencialmente, mas sim de maneira multi-
plicativa, conforme o numero de parametros envolvidos.
Na pratica, N, e N, tém um impacto significativo devido
ao grande volume de amostras e rodadas necessarias.

5. CONCLUSOES

Este trabalho realizou uma comparagao entre trés abor-
dagens distintas para modelagem e andlise de um sistema
de fila simples, sendo o modelo anaitico representado por
automato estocastico e os modelos de Monte Carlo re-
presentados por rede de Petri temporizada estocastica e
modelo tropical Max-plus temporizado estocastico.

O modelo analitico, via autémato estocastico, por apre-
sentar resultados exatos, foi utilizado para o cédlculo dos
tempos de espera na fila. Este modelo requer um aprofun-
damento mateméatico maior, entretanto, o tempo compu-
tacional é quase instantaneo; isso pode ser interessante em
aplicagoes que requerem resposta instantanea, ou “on-line”.

A rede de Petri temporizada estocastica, permite desen-
volver modelos computacionais de Monte-Carlo de forma
compacta e transparente que permitem a analise matema-
tica e o desenvolvimento de modelos matriciais, entretanto
o custo do tempo computacional é muito maior do que
aquele obtido pelo modelo analitico e modelo tropical Max-
plus.

Modelos dinamicos tropicais Max-plus estocasticos sao
compactos, descritos por equagoes recursivas, diretamente
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implementadas com os operadores "soma’e "maximizagao”,

o custo de implementagao e de tempo computacional é, em
geral, menor do que aquele da rede de Petri temporizada
estocéstica.

O artigo também apresenta resultado, muito preliminar,
mas que mostra o potencial para o desenvolvimento de
aplicagoes em controle.

A abordagem metodolégica apresentada neste trabalho
nao apenas oferece uma compreensao mais profunda do
sistema em estudo, mas também estabelece bases para
pesquisas futuras. A aplicacdo conjunta de modelos esto-
casticos, rede de Petri t-temporizada e o modelo Tropical
Max-plus abre novas perspectivas para a resolugao de pro-
blemas complexos e aprimoramento continuo de sistemas
dinamicos.
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