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Abstract: The main purpose of this work is to compare the performance of systems to stochastic
timed discrete events by means of analytical models, described by stochastic automata and by
equivalent computational simulation models, described by stochastic timed Petri nets and also
by tropical dynamic models. In the paper, we compare the performance of the three approaches,
analysing the trade-offs in terms of cost to development, the accuracy of the results obtained and
the computational simulation time. For this purpose, we use a model of a simple client-server
service network, where the interest is to evaluate the average waiting time for customers in the
queue for an uncontrolled and controlled system.

Resumo: Este trabalho tem como principal finalidade comparar o desempenho de sistemas a
eventos discretos temporizados estocásticos por intermédio de modelos anaĺıticos, descritos por
autômatos estocásticos e por modelos de simulação computacional equivalente, descritos por
redes de Petri temporizadas estocásticas e, também, por modelo dinâmicos tropicais. No artigo,
comparamos o desempenho das três abordagens, analisando os ”trade-offs”em termos do custo
para o desenvolvimento dos modelos, da precisão dos resultados obtidos e do tempo de simulação
computacional. Para esse fim, utilizamos um modelo de uma rede de serviço simples, tipo cliente-
servidor, onde o interesse é avaliar o tempo médio de espera dos clientes na fila para um sistema
não-controlado e com controle.
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Monte-carlo computer models: Stochastic timed Petri nets: Sthocastic Tropical max-plus
models; Performance evaluation.
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1. INTRODUÇÃO

A comparação entre modelos de Sistemas a Eventos Dis-
cretos Temporizados Estocásticos (SEDTE) é uma prática
essencial para avaliar os custos relacionados ao desempe-
nho e ao desenvolvimento dos modelos. Essa abordagem
visa avaliar diferentes modelos de simulação que descrevem
o comportamento de sistemas complexos estocásticos, nos
quais as transições entre os estados são temporizadas e
sujeitas a incertezas probabiĺısticas. Neste contexto, exis-
tem diferentes abordagens de modelagem e análise de
desempenho, onde cada uma apresenta suas vantagens e
limitações Maia (2022), Cassandras and Lafortune (2008).

Compreender a dinâmica de sistemas complexos é crucial
para otimizar processos, tomar decisões e melhorar o de-

⋆ Este trabalho tem como parceiros e apoiadores o CNPQ e a CA-
PES, em conjunto com o Programa de Pós Graduação de Engenharia
Elétrica da Universidade Federal de Minas Gerais (UFMG).

sempenho operacional. Neste contexto, o objetivo deste
artigo é comparar duas abordagens distintas. Em par-
ticular, investigamos a utilização de modelos anaĺıticos
baseados em autômatos estocásticos, modelos de simu-
lação computacionais estocásticos descritos por modelos
Tropicais Max-plus e redes de Petri temporizadas Baccelli
et al. (1992) Schutter et al. (2020); Hardouin et al. (2018);
J.Komenda et al. (2018) Wang (1998).

Para avaliar as comparações, concentramo-nos em três
aspectos principais: o custo associado ao desenvolvimento
dos modelos, a precisão dos resultados obtidos e o tempo
de simulação computacional. Além disso, procuramos iden-
tificar os ”trade-offs”entre essas abordagens, ou seja, en-
tender as compensações envolvidas ao optar por uma em
detrimento das outras.

Para exemplificar as análises conduzidas, foi empregado
um modelo de uma rede de serviço simples do tipo cliente-
servidor Souza and Maia (2019) Maia (2022). Esse modelo
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é particularmente relevante, pois permite avaliar o tempo
médio de espera dos clientes na fila em duas configurações,
sendo a primeira onde o sistema opera sem controle e na
segunda configuração operando com controle realimentado
Sernizon-Guimarães and Maia (2020). Essa avaliação aju-
dará a entender como cada abordagem lida com diferentes
cenários e requisitos de modelagem.

O artigo está organizado na seguinte sequência: na seção 2,
são apresentadas duas abordagens principais dos modelos
anaĺıticos e modelos de simulação computacional equiva-
lente descritos por rede de Petri T-temporizada estocástica
e modelos tropicais Max-plus estocástico. Em seguida,
na Seção 3, um exemplo numérico é fornecido, onde um
sistema de serviço não controlado é simulado usando um
autômato temporizado estocástico. Além disso, uma abor-
dagem preliminar para um sistema de serviço controlado
também é discutida. Os resultados das simulações são
apresentados na Seção 4, divididos entre os resultados
sem controle e com controle. Finalmente, na Seção 5, são
apresentadas as conclusões do estudo.

2. ANÁLISE DE DESEMPENHO DE SISTEMAS A
EVENTOS DISCRETOS TEMPORIZADOS

ESTOCÁSTICOS

A análise de desempenho visa à construção de modelos que
buscam evidenciar de forma abstrata o comportamento de
um sistema real ao longo do tempo. O propósito principal
é inferir e validar as caracteŕısticas e comportamentos
dos sistemas reais sob estudo. Em geral, duas abordagens
concorrentes para resolver os problemas que aparecem na
literatura: abordagem via modelos anaĺıticos e abordagem
via modelos de simulação computacional baseados em
Modelos Computacionais de Monte Carlo.

2.1 Abordagem via Modelos anaĺıticos

Um modelo anaĺıtico refere-se a uma representação mate-
mática que descreve um sistema. No contexto da Simula-
ção a Eventos Discretos (SED), um modelo anaĺıtico pode
ser uma formulação matemática que descreve as relações
entre variáveis, probabilidades de transição de estado e
outras caracteŕısticas importantes do sistema. Esses mo-
delos podem ser resolvidos analiticamente para derivar
soluções ou resultados teóricos que ajudam a compreender
o comportamento do sistema sem depender inteiramente
de simulações computacionais. O uso de modelos anaĺıti-
cos é valioso para análises teóricas e para a compreensão
profunda dos sistemas estudados.

2.2 Autômatos Temporizados Estocásticos

Os autômatos são modelos matemáticos abstratos, que
representam a dinâmica e o comportamentos de um SED
com regras definidas, podendo ser classificados como deter-
mińıstico ou estocástico, temporizado ou não temporizado,
finito ou infinito Cassandras and Lafortune (2008).

Para a representação de um autômato temporizado é
necessária uma estrutura de temporização para definir o
tempo de vida de um determinado evento, no qual o tempo
pode ser determińıstico ou estocástico. Para cada estado
apresentado pelo autômato, deve-se verificar quais são as

transições e momentos de ocorrências são fact́ıveis Maia
(2022).

Definição 1. Um Autômato Temporizado Estocástico é
uma qúıntupla G = (X, ε, f, x0, V ), na qual:

X representa um conjunto de finitos estados;

ε representa um conjunto de finitos eventos;

f é a função de transição, f : X × ε → X;

x0 trata-se do estado inicial, x0 ∈ X;

V = {Vi : i ∈ ε} representa um conjunto estocástico
de estrutura de relógio para gerar o tempo de vida dos
eventos, sendo Vi uma variável aleatória não negativa.

Uma vez que a função de transição de um autômato
temporizado estocástico não é total, isso significa que, em
alguns estados, alguns eventos podem não ser permitidos
ou viáveis. Isso nos leva à Definição 2, que descreve a
função de eventos fact́ıveis, representada por:

Definição 2. Para um autômato temporizado estocástico
G = (X, ε, f, x0, V ), definindo Γ a função de eventos
viáveis temos:

Γ(x) = {e ∈ ε | f(x, e) ̸= ∅} (1)

Como resultado, podemos observar que a função Γ mapeia
os estados X para o conjunto das partes de ε, representado
como 2ε. Isso significa que ε associa cada estado x a um
subconjunto de eventos viáveis em X.

Para simular o comportamento de um autômato tempo-
rizado estocástico em um computador, é necessário ter
uma representação numérica para a função de transição
f . Tal representação é frequentemente feita por meio de
uma matriz, conforme descrito na Definição 3, cuja repre-
sentação é geralmente assumida para um subconjunto ε de
um conjunto maior de eventos, denotado εtot.

Definição 3. (Representação Matricial). Dado um autô-
mato temporizado estocástico G = (X, ε, f, x0, V ), um
conjunto de eventos L, expresso como uma sequência
εtot = {1, 2, ..., L} tal que ε ⊆ εtot e um conjunto de esta-
dos N , dado por X = {1, 2, . . . , N} a função de transição
f é representada pela matriz A,N × L onde:

A(x, e) =


f(x, e) se e ∈ Γ(x),

0 se e ∈ ε e e /∈ Γ(x),

x caso contrário.

(2)

Segundo Maia (2022), devido à complexidade de alguns
modelos na teoria dos autômatos estocásticos, utilizamos
como estratégia dividi-lo em partes, para uma melhor
análise do sistema. Cada uma dessas partes é denominada
de submodelos, em que cada submodelo interage entre
si usando eventos comuns. O processo para obter os
submodelos é realizado através da operação de composição
paralela, apresentada na Definição 4.

Definição 4. (Composição Paralela de um autômato tem-
porizado estocástico): A composição paralela é uma ope-
ração binária entre dois ou mais autômatos onde o parale-
lismo é representado por G1||G2. Dado dois autômatos G e
G2, temos G = (X, ε, f, x0, V ) e G2 = (X2, ε2, f2, x2,0, V2)
através da qual se obtém:
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G1||G2 = (X1 ×X2, ε1 ∪ ε2, f1||f2, (x1,0, x2,0), (V1 ∪ V2)).

Sendo

f1k2((x1, x2), e) =



(f1(x1, e), f2(x2, e)) se e ∈ Γ1(x1)

∩Γ2(x2),

(f1(x1, e), x2) se e ∈ Γ1(x1)

\ε2,
(x1, f2(x2, e)) se e ∈ Γ2(x2)

\ε1,
∅ caso contrário.

Esta operação é associativa, ou seja:

G1||G2||G3 = (G1||G2)||G3 = G1||(G2||G3). (3)

2.3 Modelos Computacionais de Monte Carlo

A simulação de Monte Carlo utiliza-se de geradores de
números pseudoaleatórios e distribuições de probabilidade
acumulativa relacionadas ao sistema em estudo. Essa abor-
dagem também pode ser referida como simulação estática.

Conforme preconiza Maia (2022), a simulação de Monte
Carlo requer recursos computacionais significativos devido
à sua natureza intensiva. No entanto, sua implementação
para sistemas de autômatos estocásticos de Markov é re-
lativamente direta, aproveitando a propriedade sem me-
mória da distribuição exponencial e a geração de números
aleatórios uniformes.

Na simulação de Monte Carlo, é comum estimar o valor
esperado de uma variável relevante. Essa estimativa é
representada pela seguinte equação:

θ̂ =
n∑

i=1

Xi

n
(4)

Onde θ̂ é a estimativa do valor esperado da variável
aleatória X, sendo Xi a i-ésima amostra de X e n é
o número total de amostras. Esta equação representa a
média aritmética das amostras, que é uma maneira comum
de estimar o valor esperado de uma variável aleatória em
um processo estocástico.

Rede de Petri T temporizada estocástica: A rede de Petri
temporizada representa uma evolução da rede de Petri
clássica, incorporando uma dimensão temporal essencial
para alcançar o comportamento dinâmico de sistemas com-
plexos. Essa extensão viabiliza a modelagem de sistemas
nos quais o tempo desempenha um papel crucial. Os tem-
pos associados a essas redes podem ser determińısticos ou
estocásticos, refletindo a previsibilidade ou a aleatoriedade
dos eventos do sistema. Tal distinção entre os tempos
determińısticos, com intervalos fixos, e os estocásticos,
regidos por distribuições de probabilidade, torna as redes
de Petri temporizadas adequadas para representar uma
ampla gama de cenários reais.

A abordagem temporal pode ser aplicada de duas ma-
neiras distintas: aos lugares ou às transições. Nas redes
”P-temporizadas”, a temporalidade está associada aos lu-
gares, enquanto as redes ”T-temporizadas”estão associa-
das às transições. Essa flexibilidade permite a modelagem

das propriedades temporais dos elementos-chave da rede,
adaptando-se melhor às caracteŕısticas do sistema. Dessa
forma, as redes de Petri temporizadas oferecem uma re-
presentação mais abrangente e dinâmica, possibilitando a
análise do comportamento temporal dos sistemas.

Definição 5. As denominadas redes de Petri T temporizadas
Wang (1998) são definidas conforme a sêxtupla N =
(P, T,A,w, x0, D), onde:

• P é o conjunto finito de lugares;
• T = TD ∪ TI é o conjunto finito de transições
temporizadas TD e instantâneas TI ;

• A é o conjunto finito de arcos, dados por A ⊆ (P ×
T ) ∪ (T × P );

• w : A → N representa a função de peso;
• x0 ∈ Nn representa o estado inicial da rede, no qual

n corresponde ao número de lugares na rede;
• D = {Di : i ∈ TD} é o conjunto de tempos de

atraso que devem ser respeitados para se disparar as
transições temporizadas após habilitadas, sendo Di

um vetor de tempos de atraso para a transição Ti.

Modelos Tropicais Max-plus: Os modelos tropicais Max-
plus, também conhecidos como álgebra tropical Allami-
geon et al. (2015), são denotados por Rmax cuja estrutura
algébrica é caracterizada por duas operações fundamen-
tais: a soma representada por ⊕, e a multiplicação repre-
sentada por ⊗. O operador ⊕ corresponde à operação de
maximização, enquanto ⊗ representa a adição. Em termos
operacionais, tais modelos são definidos por:

a⊕ b = max{a, b} (5)

a⊗ b = a+ b (a, b ∈ Rmax) (6)

Nos modelos Tropicais Max-plus temporizados Estocás-
ticos (TMPTE), as operações max-plus são enriquecidas
com a inclusão de variáveis estocásticas. Essas variáveis
estocásticas podem representar incertezas associadas a
eventos espećıficos, permitindo a modelagem de sistemas
que evoluem ao longo do tempo de maneira estocástica. De
uma maneira mais geral, esses modelos têm sua evolução
dinâmica regida por um sistema de equações de estado do
tipo:

x(k) =A⊗ x(k − 1)⊕B ⊗ u(k), (7)

y(k) =C ⊗ x(k).

Seus vetores x(k) ∈ Rn
max, y(k) ∈ Rm

max e u(k) ∈ Rp
max

representam respectivamente a k-ésima data de disparo
das transições internas (estados), das transições de sáıda
e das transições de entrada, sendo A,B e C matrizes de
dimensões apropriadas com elementos em Rmax.

3. EXEMPLO NUMÉRICO

3.1 Sistema de serviço não controlada

No contexto da metodologia, avaliamos com uma rede de
serviços simples do tipo cliente-servidor. Esse sistema de
fila consiste em dois espaços de espera para clientes e
um espaço de atendimento pelo servidor, limitado a um
cliente por vez. A dinâmica do sistema é temporal, com
distintos tempos de admissão, deslocamento do cliente
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Figura 1. Fig.1-A Rede de serviço de atendimento a cli-
entes: O evento ’a’ representa a admissão do cli-
ente’F’;’c’ corresponde a admissão do cliente pelo
servidor ’S’; ’d’ é a partida do cliente após o aten-
dimento. Fig.1-B Autômato correspondente G=F||S
ao diagrama de blocos

até o servidor e tempo de atendimento. O tempo de
atendimento pelo servidor afeta diretamente a dinâmica
do sistema, interferindo no tempo de espera da fila. Um
diagrama em blocos descrevendo o sistema é apresentado
na figura 1-A.

A partir do diagrama em blocos, obtivemos o autômato
correspondente apresentado na figura 1-B.

Nesse exemplo numérico, consideramos que os tempos para
os eventos de admissão e a movimentação do cliente na
fila para o servidor são distribúıdos exponencialmente com
taxas respectivamente iguais a E[Va] = λa e E[Vc] =
1000λa. O tempo de atendimento do cliente pelo servidor
obedece à distribuição hypoexponencial com média de
µ = 1, 5 minutos e desvio padrão de σ = 1, 1 minutos,
resultando em um atendimento em dois estágios, com
transições definidas por dois eventos d1 e d2 que obedecem
à distribuição exponencial Maia (2022).

3.2 Abordagem via autômato temporizado estocástico:

A partir do modelo autômato correspondente apresen-
tado na figura 1-B, verificamos que o modelo estocás-
tico autômato possui 3x3 = 9 espaços de estados, onde
obtivemos a cadeia de Markov para os estados: Xt =
{(0, 0); (0, 1); (0, 2); (1, 0); (1, 1); (1, 2); (2, 0); (2, 1); (2, 2)}.
Como os tempos de vida vinculados aos eventos são
variáveis, a incerteza sobre o estado do sistema é presente
na data t. Diante disso, estabelecemos as probabilidades:

Z1(t) = P [Xt = (0, 0)], Z2(t) = P [Xt = (0, 1)]
Z3(t) = P [Xt = (0, 2)], Z4(t) = P [Xt = (1, 0)]
Z5(t) = P [Xt = (1, 1)], Z6(t) = P [Xt = (1, 2)]
Z7(t) = P [Xt = (2, 0)], Z8(t) = P [Xt = (2, 1)]
Z9(t) = P [Xt = (2, 2)]

Por outro lado, verificamos que os tempos de vida seguem
uma distribuição exponencial, como mostrado abaixo:

Fva = P [Va ≤ Va = 1− eλat] (8)

Fvc
= P [Vc ≤ Vc = 1− eλct] (9)

Fvd
= P [Vd ≤ Vd = 1− eλdt] (10)

Onde Va, Vc e Vd representam os tempos de vida para os
eventos a, c e d respectivamente. Demonstramos ser viável

Figura 2. Cadeia de Markov correspondente ao sistema de
fila simples com dois lugares de espera e um servidor
para atendimento.

representar o autômato estocástico como uma cadeia de
Markov, conforme ilustrado na Figura 2.

Através da cadeia de Markov foram formuladas as equa-
ções de balanço do fluxo para as probabilidades Zi(t)
evidenciadas a seguir:

dZ1(t)
dt = −λaZ1 + λd2Z3

dZ2(t)
dt = −(λa + λd1)Z2 + λcZ4

dZ3(t)
dt = −(λa + λd2)Z3 + λd1Z2

dZ4(t)
dt = −(λa + λc)Z4 + λaZ1 + λd2Z6

dZ5(t)
dt = −(λa + λd1)Z5 + λaZ2 + λcZ7

dZ6(t)
dt = −(λa + λd2)Z6 + λaZ3 + λd1Z5

dZ7(t)
dt = −λcZ7 + λaZ4 + λd2Z9

dZ8(t)
dt = −λd1Z8 + λaZ5

dZ9(t)
dt = −λd2Z9 + λaZ6 + λd1Z8

A partir das equações de balanço, foi constrúıda a matriz
com as coordenadas dos estados da cadeia de Markov
para a obtenção dos cálculos das taxas de produção, que
indicam as sáıdas dos clientes e o número médio de clientes
aguardando atendimento. Os resultados desses processos
são expressos pela equação:

E[X] = 1×(Z4+Z5+Z6)+2×(Z6+Z7+Z9)λs = λd2×(Z3+Z6+Z9)
(11)

Finalizando o modelo anaĺıtico, um resultado significativo
afirma que distribuições de probabilidade bastante abran-
gentes podem ser aproximadas com precisão arbitraria-
mente alta ao utilizar a distribuição exponencial como
elemento de base. Isso implica que uma variedade de
distribuições para tempos de vida pode ser expressa em
termos de distribuições exponenciais. Como consequência,
possibilita-se obter uma cadeia de Markov equivalente,
proporcionando uma representação eficiente e aproximada
para uma gama diversificada de cenários.

3.3 Abordagem via Rede de Petri T temporizada estocástica:

A rede de Petri T-temporizada estocástica (RPTE), na
figura 3, corresponde à descrição do sistema em blocos dis-
cutida anteriormente. Para modelar a rede, foi necessário
expandir os lugares e transições para representar o sistema
equivalente.
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Figura 3. Rede de Petri correspondente ao sistema de fila
simples temporizada estocástica com dois lugares de
espera e um servidor, onde: Va é o tempo de admissão
na fila; Vc é o tempo de deslocamento do cliente até o
servidor e Vd o tempo de atendimento.

No sistema de fila equivalente, consideramos oito lugares
e seis transições. Os lugares são: Pa para a admissão do
cliente, Pca que controla a admissão de um cliente por
vez, P1 que corresponde aos dois lugares na fila de espera,
P2 limita a capacidade da fila, P3 para a admissão pelo
servidor, P4 que controla a capacidade do servidor, P5 para
o atendimento do servidor, e Pd como lugar auxiliar para
a temporização do servidor.

Explicitando as transições, temos: a entrada U tempori-
zada correspondente à admissão do cliente, a transição
a representa o cliente na fila. A transição temporizada t
está associada ao tempo de deslocamento até o servidor,
c quando o cliente é admitido pelo servidor e a transição
temporal d representa o fim do atendimento.

3.4 Modelo Tropical max-plus estocástico:

Em correspondência ao sistema apresentado, modelamos
as equações recursivas para modelos tropicais. Na modela-
gem, consideramos as transições u, a, t, c e d como relacio-
nadas no desenvolvimento da rede de Petri T-temporizada.
Para o sistema em questão, foram obtidas as seguintes
equações recursivas:

u(k) = a(k − 1)⊕ c(k − n) (12)

a(k) = Va ⊗ u(k) (13)

t(k) = a(k)⊕ d(k − 1) (14)

c(k) = Vc ⊗ t(k) (15)

d(k) = Vd ⊗ c(k) (16)

Simplificando as equações recursivas, temos:

a(k) = Va ⊗ a(k − 1)⊕ Va ⊗ c(k − n) (17)

c(k) = Vc ⊗ (a(k)⊕ d(k − 1)) (18)

d(k) = Vd ⊗ c(k) (19)

Explicitando os operadores do sistema obteve-se:

a(k) = max(Va + a(k − 1), Va + c(k − n)) (20)

c(k) = Vc +max(a(k), d(k − 1)) (21)

d(k) = Vd + c(k) (22)

As equações das condições iniciais do sistemas são:

a(0) = Va (23)

a(k) = c(k) = d(k) = −∞ se k < 0 (24)

Figura 4. Rede de Petri para sistema de fila com controle.

3.5 Estudo preliminar: Sistema de serviço Controlado

Para comparar o comportamento dos sistemas, implemen-
tamos um controle para reduzir o tempo de espera na
fila, otimizando todo o sistema, permitindo uma análise
de sincronismo. Tomando-se como base a rede de Petri, foi
elaborado o grafo de evento temporizado (GET) apresen-
tado na figura 4.

Para que o sistema de controle da rede seja efetiva,
é necessário obter os parâmetros m e f , inicialmente
determinados pelo valor máximo para o autovalor Emax,
consoante as equações explicitadas a seguir.

Emax =

 1

λa
,

(
1
λa

+ 1
λc

)
n

,

(
1
λc

+ µd

)
1

 (25)

Econtrolador =

(
1
λa

+ 1
λc

+ µd

)
m

(26)

4. RESULTADOS

Para avaliar os resultados, tomamos por base os valores
obtidos do modelo anaĺıtico representados por autômato
estocástico. A partir desses dados foram desenvolvidos os
modelos de interesse na comparação, sendo os modelos de
Monte Carlo, representados pela rede de Petri tempori-
zada estocástica (RPTE), e o modelo tropical Max-plus
temporizado estocástico (TMPTE).

Figura 5. Avaliação de desempenho dos modelos, onde
MA representa Modelo anaĺıtico, MC Modelo de
Monte Carlo, AE Autômato estocástico, RPTE repre-
senta rede de Petri temporizada estocástica e modelo
TMPTE modelo tropical temporizado estocástico.

4.1 Resultados de Simulação sem o controlador

Resultados Modelo Anaĺıtico: O modelo anaĺıtico foi
desenvolvido por intermédio de autômato estocástico e tem
como principal finalidade o cálculo dos tempos médios de
espera na fila em função da variação de λa.

Para as simulações do modelo anaĺıtico, desenvolvemos
um programa utilizando o software ScicosLab versão 4.4.2,
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uma variante do software Scilab. Utilizamos um computa-
dor Acer com processador Intel Core i5 de 2,70 GHz e 8
GB de memória RAM para rodar o código. Os resultados
da simulação em função da variação de λa podem ser
observados na Tabela 1.

Tabela 1. Resultados modelo anaĺıtico.

Parâmetro Tempo médio de espera Tempo de execução
λa na fila [s] [s]

0,1 0,2072 0,000223
0,4 0,8877 0,000482
0,6 1,2895 0,000241
1,0 1,8472 0,000289
2,0 2,4326 0,000149

Como podemos observar na Tabela 1, são apresentados os
tempos médios de espera na fila e os tempos de execução
do código em suas respectivas variações do parâmetro λa.

Embora a modelagem matemática do sistema seja com-
plexa no modelo anaĺıtico, o tempo computacional desse
modelo foi praticamente instantâneo, se mostrando uma
alternativa viável para a implementação de sistemas “on-
line” que exigem respostas rápidas.

Resultados Rede de Petri T-temporizado Estocástico:
Nas simulações do modelo de RPTE foi feito considerando-
se o atendimento de 10.000 clientes, sendo os 1000 primei-
ros clientes considerados transitórios de aquecimento do
sistema. Para assegurar a obtenção de dados estat́ısticos,
foram realizadas 10 rodadas para cada valor de λa, onde os
resultados são apresentados na tabela 2 com os respectivos
intervalos de confiança de 95%.

Tabela 2. Resultados modelo Rede de Petri
T-Temporizado estocástico com simulação de

dois lugares na fila de espera.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,2062 [ 0,2015; 0,2110 ] 3,5230
0,4 0,8843 [ 0,8712; 0,8976 ] 3,4876
0,6 1,2866 [ 1,2783; 1,2949 ] 3,5668
1,0 1,8531 [ 1,8278; 1,8855 ] 3,5854
2,0 2,4032 [ 2,3879; 2,4186 ] 3,6758

As simulações da RPTE, apresentadas na Tabela 2, mos-
traram tempos de espera na fila, condizentes com os re-
sultados obtidos através do modelo anaĺıtico. Quanto ao
tempo de simulação, percebemos que não houve alterações
significativas ao modificar os valores de Λa, mantendo-se
praticamente constante em todas as situações.

Para avaliar melhor o comportamento do sistema, inclúı-
mos uma simulação com quatro lugares na fila de espera
apresentados na tabela 3.

Comparando as duas simulações, percebemos que não
houve alterações significativas no tempo de execução do
código. Em termos percentuais, a diferença entre as médias
dos tempos de execução foi de aproximadamente 0,5%.

Resultados Modelo tropical Max-plus Estocástico: As
simulações do modelo TMPTE obedeceram aos mesmos
critérios de parâmetros utilizados nas simulações do mo-
delo de RTPE. Os resultados obtidos nas simulações são
demonstrados na tabela 4.

Tabela 3. Resultados modelo Rede de Petri
T-Temporizado estocástico com simulação de

quatro lugares na fila de espera.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,2164 [ 0,2140; 0,2188 ] 3,5678
0,4 1,3454 [ 1,3161; 1,3747 ] 3,6687
0,6 2,5101 [ 2,4733; 2,5469 ] 3,3411
1,0 4,1725 [ 4,1157; 4,2294 ] 3,6473
2,0 5,3813 [ 5,3452; 5,4172 ] 3,7018

Tabela 4. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocástico para simulação com

dois lugares na fila de espera.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,2076 [ 0,2021; 0,2129 ] 1,7461
0,4 0,8870 [ 0,8736; 0,9006 ] 1,7663
0,6 1,2854 [ 1,2696; 1,3013 ] 1,7725
1,0 1,8482 [ 1,8299; 1,8666 ] 1,6877
2,0 2,4130 [ 2,3956; 2,4315 ] 1,6988

Assim como no modelo de RTPE, realizamos a mesma
simulação considerando quatro lugares na fila de espera
para o modelo TMPTE conforme a tabela 5.

Tabela 5. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocástico para simulação com

quatro lugares na fila de espera.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,2147 [ 0,2092; 0,2202 ] 1,7168
0,4 1,3699 [ 1,3414; 1,3984 ] 1,7410
0,6 2,5168 [ 2,4624; 2,5712 ] 1,7507
1,0 4,2378 [ 1,1769; 4,2987 ] 1,7172
2,0 5,3613 [ 5,3196; 5,4031 ] 1,7224

Avaliando os tempos de execução dos códigos nas duas
situações, também percebemos que as alterações não re-
presentam muitas diferenças, onde em termos percentuais
a variação do tempo médio foi de 0,27%.

Por apresentar somente as equações recursivas, o modelo
TMPTE teve uma menor complexidade de implementação
do código. O tamanho do código do modelo TMPTE é
50% menor comparado ao código do modelo de RPTE,
viabilizando a implementação em equipamentos com pouco
espaço de armazenamento.

Além da facilidade de implementação, os tempos de simu-
lação do modelo TMPTE foram consideravelmente me-
nores, representando uma redução de aproximadamente
51,57% em relação à RPTE.

A figura 6 apresenta graficamente o comparativo dos
tempos de execução do código com as variações dos valores
de λa com os respectivos modelos.

4.2 Resultados de Simulação Modelos Computacionais
Monte Carlo com o controlador

Para os sistemas computacionais de Monte Carlo, foram
projetados os controladores para sincronização do sistema,
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Figura 6. Gráfico comparativo doa tempos de execução
dos modelos Monte Carlo representados por RPTE e
modelo TMPTE com dois e quatro lugares na fila de
espera com a variação do valore de λa

tendo como consequência a otimização do tempo de espera
na fila.

Rede de Petri T-temporizado Estocástica com controlador:
Seguindo os mesmos critérios anteriores, obtivemos os

resultados da RPTE apresentados na tabela 6.

Tabela 6. Resultados rede de Petri T-
temporizado estocástico com dois lugares na

fila de espera com controle.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,1703 [ 0,1612; 0,1794 ] 3,9531
0,4 0,4955 [ 0,4852; 0,5068 ] 4,1027
0,6 0,6180 [ 0,6074; 0,6287 ] 4,0909
1,0 0,8179 [ 0,8103; 0,8256 ] 4,4758
2,0 1,0852 [ 1,0639; 1,1216 ] 4,0965

Analisando os resultados obtidos na Tabela 6, observamos
uma considerável redução nos tempos de espera na fila
implemetando o controlador. Contudo, em contrapartida,
houve um aumento de aproximadamente 13% no tempo de
execução do código com a implementação do controle.

Prosseguindo com as simulações, a tabela 7 apresenta
os resultados obtidos com o modelo RPTE com quatro
lugares na fila de espera controlada.

Tabela 7. Resultados RTPE com quatro luga-
res na fila de espera com controle.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,1798 [ 0,1685; 0,1731 ] 4,1286
0,4 0,4855 [ 0,4813; 0,4897 ] 4,0530
0,6 0,6371 [ 0,6314; 0,6428 ] 4,0021
1,0 0,8281 [ 0,8170; 0,8392 ] 4,0961
2,0 1,0912 [ 1,0869; 1,0954 ] 4,1293

Comparando os resultados obtidos nas tabelas 6 e 7, per-
cebemos que não houve mudanças relevantes nos tempos
de execução do código e no tempo de espera.

Modelo Tropical Max-plus Temporizado Estocástica com
controlador: Finalmente, procedemos com as simulações
do modelo TMPTE com o controle de fila de espera,
apresentados nas tabelas 8 e 9 respectivamente.

Tabela 8. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocástico com controle.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,1711 [ 0,1673; 0,1750 ] 2,6702
0,4 0,4911 [ 0,4824; 0,4999 ] 2,0439
0,6 0,6364 [ 0,6291; 0,0107 ] 2,1756
1,0 0,8373 [ 0,8296; 0,8451 ] 2,1352
2,0 1,0758 [ 1,0671; 1,0847 ] 2,2364

Figura 7. Gráfico comparativo doa tempos de execução dos
modelos Monte Carlo com controle representados por
RPTE e modelo TMPTE com dois e quatro lugares
na fila de espera com a variação do valore de λa

Semelhante ao modelo RPTE, o modelo TMPTE apre-
sentou os resultados de tempos de espera na fila muito
próximos. Além disso, observou-se um aumento de aproxi-
madamente 22% nos tempos de simulação.

Tabela 9. Resultados modelo tropical Max-plus
temporizado estocástico com controle.

Parâmetro Tempo médio Intervalo Tempo
λa de espera de confiança de execução

na fila [s] [s]

0,1 0,1681 [ 0,1630; 0,1733 ] 2,2072
0,4 0,4905 [ 0,4838; 0,4975 ] 2,2333
0,6 0,6354 [ 0,6278; 0,6429 ] 2,2047
1,0 0,8302 [ 0,8220; 0,8383 ] 2,2457
2,0 1,0764 [ 1,0713; 1,0816 ] 2,2006

Para o modelo TMPTE com quatro lugares na fila de
espera, tanto os tempos de espera quanto os tempos de
simulação não apresentaram alterações significativas.

Na figura 7, é apresentado o gráfico dos tempos de execu-
ção do código com as variações dos valores de λa com os
respectivos modelos com controle de tempo de espera.

4.3 Avaliação do custo computacional

Modelo anaĺıtico: Conforme Maia (2022), a análise da
complexidade na abordagem anaĺıtica é realizada conside-
rando a composição paralela dos submodelos, onde a com-
plexidade no pior caso é expressa pela seguinte equação:

O((
L∏

i=1

|Gi| ×
P∏
i=1

|Ti|)3) (27)

Neste contexto, O representa a ordem de crescimento do
modelo, |Gi| refere-se ao número de estados dos submo-
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delos, e |Ti| são os autômatos que representam a tem-
porização dos eventos estocásticos com distribuição não
exponencial ou não-markoviana.

Os termos elevado ao cubo refletem a complexidade cú-
bica associada à inversão das matrizes e outras operações
computacionais intensivas, que crescem exponencialmente
com o aumento do número de estados e mecanismos de
temporização. Assim, à medida que o número de estados
ou mecanismos de temporização aumenta, o custo compu-
tacional do sistema se eleva consideravelmente, refletindo
a complexidade adicional introduzida por essas variáveis.

Modelos Monte Carlo: Na comparação entre os mode-
los de Monte Carlo representados por RPTE e modelo
TMPTE, os dados mostram que os tempos de simulação
não variam significativamente com o aumento do número
de fichas, sugerindo que a complexidade e o custo compu-
tacional não são sensivelmente afetados.

No entanto, a introdução do controle no tempo de espera
tem um impacto notável no tempo de execução e na com-
plexidade. A implementação desse controle adiciona uma
sobrecarga adicional, resultando em um aumento significa-
tivo no tempo de execução para ambos os modelos. Sendo
assim, o comportamento da complexidade do sistema pode
ser expresso pela seguinte equação:

O(Nt ×Na ×Nr) (28)

Onde Nt representa o número de transições, Na o número
de amostras e Nr o número de rodadas. Esta equação
reflete a complexidade proporcional do sistema, sugerindo
um crescimento linear na complexidade e no custo compu-
tacional. Em outras palavras, a complexidade do sistema
não cresce exponencialmente, mas sim de maneira multi-
plicativa, conforme o número de parâmetros envolvidos.
Na prática, Na e Nr têm um impacto significativo devido
ao grande volume de amostras e rodadas necessárias.

5. CONCLUSÕES

Este trabalho realizou uma comparação entre três abor-
dagens distintas para modelagem e análise de um sistema
de fila simples, sendo o modelo anáıtico representado por
autômato estocástico e os modelos de Monte Carlo re-
presentados por rede de Petri temporizada estocástica e
modelo tropical Max-plus temporizado estocástico.

O modelo anaĺıtico, via autômato estocástico, por apre-
sentar resultados exatos, foi utilizado para o cálculo dos
tempos de espera na fila. Este modelo requer um aprofun-
damento matemático maior, entretanto, o tempo compu-
tacional é quase instantâneo; isso pode ser interessante em
aplicações que requerem resposta instantânea, ou ”on-line”.

A rede de Petri temporizada estocástica, permite desen-
volver modelos computacionais de Monte-Carlo de forma
compacta e transparente que permitem a análise matemá-
tica e o desenvolvimento de modelos matriciais, entretanto
o custo do tempo computacional é muito maior do que
aquele obtido pelo modelo anaĺıtico e modelo tropical Max-
plus.

Modelos dinâmicos tropicais Max-plus estocásticos são
compactos, descritos por equações recursivas, diretamente

implementadas com os operadores ”soma”e ”maximização”,
o custo de implementação e de tempo computacional é, em
geral, menor do que aquele da rede de Petri temporizada
estocástica.

O artigo também apresenta resultado, muito preliminar,
mas que mostra o potencial para o desenvolvimento de
aplicações em controle.

A abordagem metodológica apresentada neste trabalho
não apenas oferece uma compreensão mais profunda do
sistema em estudo, mas também estabelece bases para
pesquisas futuras. A aplicação conjunta de modelos esto-
cásticos, rede de Petri t-temporizada e o modelo Tropical
Max-plus abre novas perspectivas para a resolução de pro-
blemas complexos e aprimoramento cont́ınuo de sistemas
dinâmicos.
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