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Abstract: In this article, a methodology for the implementation of online projects of adaptive-
optimal control systems in a multivariable tank level system is presented. Adaptive-optimal
control approaches are explored, including the use of heuristic dynamic programming (HDP) and
action-dependent heuristic dynamic programming (AD-HDP). These approaches are compared
with the Schur method, which utilizes a complete model of the system. Evaluation is carried out
by applying a discrete linear quadratic regulator (DLQR) in a small-scale plant representing a
water supply system.

Resumo: Neste artigo, apresenta-se uma metodologia para a implementacao de projetos online
de sistemas de controle 6timo adaptativo em um sistema multivaridvel de nivel de tanque. Sao
exploradas abordagens de controle adaptativo-6timo, incluindo o uso de programacao dinamica
heuristica (PDH) e programacao dinamica heurfstica dependente de agdo (PDHDA). Essas
abordagens sdo comparadas com o método de Schur, que utiliza um modelo completo do sistema.
A avaliagéo é feita aplicando um Regulador Linear Quadratico Discreto (RLQD) em uma planta
de pequena escala que representa um sistema de abastecimento de agua.
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1. INTRODUCAO

Controladores 6timos podem ser obtidos por meio de va-
rios métodos, incluindo a programacao dinamica. A equa-
¢ao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) é o ponto central
para a implementacao de algoritmos de programacao di-
namica (Bellman, 1958) e (Bertsekas, 2012). No entanto, a
principal desvantagem da programacao dinamica classica
é que os métodos nao sao adequados para aplicagoes em
tempo real devido a complexidade computacional asso-
ciada & resolucao da equacao HJB, o que é caro para
problemas de controle étimo em larga escala com varios
estdgios (Lendaris, 2009).

Na préatica, um dos principais problemas na aplicacao de
técnicas de controle é a variagao de parametros e perturba-
coes durante a operacao de um sistema. Para obter a saida

* Abordagens de Programacio Dinamica Heuristica (PDH) e Pro-
gramacao Dindmica Heuristica Dependente de Agao (PDHDA).
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desejada, é necessario implementar um controlador que
se adapte a essas mudancas. Em (Uematsu et al., 2022),
os autores abordam alguns métodos de identificacao em
malha fechada, sendo um deles baseado na avaliagao da
variancia minima generalizada (GMYV, do inglés Generali-
zed Minimum Variance).

O método de controle baseado em modelo (CBM) re-
quer conhecimento do modelo da planta. Neste trabalho
aborda-se o projeto e a andlise de controle 6timo por
meio de Regulador Linear Quadratico (RLQ) e Regulador
Linear Quadratico Discreto (RLQD) usando técnicas de
Programagcao Dindmica Heuristica (PDH) e Programacao
Dinamica Heuristica Dependente de Agao (PDHDA) para
controle de niveis de liquidos em tanques.

Apresentacao do trabalho: Na Secao 2, descreve-se o mo-
delo da planta, incluindo espago de estado em tempo con-
tinuo e discreto, bem como a abordagem PDH e PDHDA
para o projeto de controlador RLQD. Em seguida, na
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Segao 3, realiza-se simulagoes computacionais para validar
e analisar os resultados obtidos com as técnicas propostas.
Por fim, na Secao 4, sdo apresentadas as conclusoes do
trabalho, destacando os principais insights, contribuicoes
e possiveis diregoes para trabalhos futuros. Este estudo
visa contribuir para o avanco do conhecimento em con-
trole 6timo adaptativo, fornecendo uma compreensao mais
aprofundada das técnicas de PDH e PDHDA e sua aplica-
bilidade em sistemas praticos.

2. A DESCRICAO E FORMULACAO MATEMATICA
DA PLANTA

Os modelos matemaéticos podem assumir formas diferentes
e, dependendo do sistema de interesse e das circunstancias
envolvidas no processo, um modelo matemético pode ser
mais adequado do que outro.

Neste projeto, o modelo matematico é usado para controlar
os niveis de dgua na planta, conforme mostrado nas Figu-
ras 1 a 2. A planta consiste em um sistema de trés tanques,
onde o tanque primério (01) alimenta dois tanques secun-
dérios (02 e 03). O sistema apresentado neste trabalho é
classificado como Multiplas Entradas - Multiplas Saidas
(MIMO) com trés entradas representadas por meio das
vazoes q1, G2, q3 € duas saidas representadas por meio das
alturas hs e hs.

Figura 1. Modelo de uma planta compacta. Nesta figura,
as variaveis T, Ty e T3 representam os tanques 1, 2 e
3. As variaveis hi, ho e hg representam as alturas dos
tanques 1, 2 e 3, respectivamente.

Figura 2. O esquema da planta compacta mostrada na
Figura 1 ilustra, além das variaveis ja apresentadas,
as varidveis que representam as taxas de fluxo dos
tanques, que sao: qi1, g2, g3, 94 € gs.

E observado que os tanques 2 e 3 estao no mesmo nivel com
interacao, entao gq; pode ser escrito da seguinte forma:

ho — hs hs
= - = . 1
R PR (1)

A entrada sdo as taxas de fluxo ¢1, g2 e g3, e as saidas sao
as alturas hy e ho. Assim, o sistema pode ser reescrito da
seguinte forma:

q4
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A representacdo matematica em espaco de estado das Eqgs.

(2) and (3) é dado por
ey ha
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Ca Ca d g3
sendo Ry, Rs e R3 sao as resisténcias dos solenoides
das valvulas 1, 2 e 3, respectivamente, Cy ¢ C3 sao as
capacitancias dos tanques 2 e 3, respectivamente. Em

forma reduzida, a equac@o de espaco de estados (4) e a
equacao de saida sao dadas por

&= Az + Bz, (5)
y=_Cu, (6)
sendo y = [h1, he], C é a matriz de saida e & = [hy, ho]

sao as variaveis de espago de estados, A, B, C e D sao as
matrizes de estado, controle e saida no tempo continuo.

2.1 Modelo da planta em espaco de estados em tempo
continuo

Para a modelagem em espaco de estados da planta, fo-
ram utilizadas as resisténcias elétricas dos solenoides das
valvulas dos tanques, conforme mostrado nas Figuras 1-
2. Os parametros fisicos da planta sao definidos como:

Ry = 1,s/cm? - Resisténcia da vélvula solendide 1;
Ry = 0.4,s/cm2 - Resisténcia da valvula solendide 2;
R3 = 0.3,s/cm? - Resisténcia da valvula solenéide 3;

Cy = 144, cm? - Capacitancia ou 4rea de secdo transversal
do Tanque 2 e C3 = 144, cm? - Capacitancia ou 4rea de
secao transversal do Tanque 3.

Substituindo os parametros de resisténcias e capacitancias
dos tanques na Eq. (4), as matrizes de espago de estados
em tempo continuo do modelo da planta sdo dadas por:

(7)

A [F00174 0.0174
=1 0.0174 —0.0405|°

B:[—0.0069 0 —0.0069]’ ()

0.0174 0.0069 0.0069
10
C= |:0 1:| ) (9)

2.2 Modelo da planta em espago de estados em tempo
discreto

As matrizes fornecidas nas Egs. (7)-(9) que representam o
modelo de espago de estados da planta em tempo continuo
sdo discretizadas pelo método Zero-Order Hold (ZOH)

DOI: 10.20906/CBA2024/4840



Sociedade Brasileira de Automatica (SBA)
XXV Congresso Brasileiro de Automatica - CBA 2024, 15 a 18 de outubro de 2024

com tempo de amostragem (Ts) igual a 1 segundo e sao
apresentadas da seguinte forma:

0.9351 0.0619
Aa= L10619(18525]’ (10)
—0.0269 0.0009 —0.0260
Ba= [—410009 —0.0009 0.0248 }7 (11)
10
Ca= {0 1} ' (12)

2.8 Abordagens PDH para o Projeto de Controlador
RLQD

Os algoritmos PDH sao desenvolvidos com base na aborda-
gem Recursive Least Squares (RLS) Astrom and Wittern-
mark (1995) para aproximar a fungdo de valor do estado.
Nesta secao, a estimativa RLS e suas variantes sao formu-
ladas para aproximar a politica de controle DLQR 6tima.
O método dos minimos quadrados (RLS) foi formulado
por Gauss em 1795 e é atualmente aplicado na solugao de
problemas de engenharia e ciéncia.

A formulagdo do modelo de regressao para o problema de
aproximacao da equagao HJB usando a forma candnica da
equagao de regressao é dada por:

01 =0; + Kips(di — @7 )0;, (13)

Kl = Piilsoi(A + 0] Pt s i), (14)
, 1 , ;

szls = X(I - K?ES@?)PRLSa (15)

sendo 6; é a varidvel que representa os parametros desco-
nhecidos, ou seja, as solugoes da equagao HJB. A varidvel
P} ¢ representa a matriz de covariancia do processo de
busca dos parametros 6;, e os valores de Pgils a direita da
igualdade na Eq. (14) indicam que eles sao atualizados no
lado direito da igualdade na Eq. (15), e a atualizagao de
K%, ¢ ocorre de forma semelhante. Os valores observados
representam os componentes do vetor de gradiente da
fungao de custo V(x) em relagao ao estado.

A estimativa da funcio de custo Vs para uma determi-
nada politica K; requer a amostragem da recompensa ins-
tantanea r; e dos estados, assim, modelos do ambiente e da
funcao de utilidade sdo necessarios para calcular a fungao
de custo correspondente a politica étima. Nesse contexto,
o método RLS visa encontrar um vetor de parametros
0; para estimar Vi (Ferreira et al., 2015). Portanto, a
estrutura paramétrica da aproximacao linear é dada por:

VI (2y) = 6" (2x), (16)
e deve satisfazer a seguinte condicao dada por:
VI () = r(ae, hy(en)) + AV (f(zx, hy(ar))). (17)

A forma quadrética da funcao de custo é representada
como o produto de Kronecker dos estados como uma
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funcao da vetorizagao da matriz P, que é a solugao da
equacdo HJB (Santos et al., 2014), Eq. (17). A solugao
Otima em sua forma vetorizada é dada por:

V¥ (21) = xf P(ay) = 71 vee(Pj), (18)
sendo i% e R™"*t1/2 & um vetor que é definido a partir
do produto de Kronecker, dado por:

Ty @y = [21 ) v pwn k23 g Tkt ], (19)

sendo z; 1 € o [-ésimo termo do vetor de estado 2 no tempo

k, e vecp, € RM+1)/2 ¢ o resultado da vetorizacio. Este
vetor tem os n elementos de P; e n(n + 1)/2 — n somas
nao repetidas p,s + psr. Os elementos de zj, e vecP; sao
ordenados para satisfazer a forma quadratica da Eq. (18).

O algoritimo PDH-RLS-RLQD é dado por:
Algoritmo 1: PDH-RLS-RLQD Algoritmo

I. Parametros de Inicializagao
1. Ad7 Bd7 Cd € Dd7
2. N;
3. Q and R;
4. 90(0),
5. x(0).
II. Processo Iterativo
1. Para N =1, passo 1:
2. Esforco de Controle:
2.1 Uk = KHDP X Tk
3. Estados:
3.1 xp41 = Agry + Bauy,.
4. Atualizacao do Fator de Desconto ~:
4.1 v =~k.
5. Montagem do vetor desejado:
5.1 VFi(zk) = af Qup+ul Rup+v (2], Prrgr).
6. Produto Kronecker:
6.1 o* = 2l @2l .
7. Erro RLS:
7.1 ¢ = VFi(zy) — o706,
8. Ganho RLS:
8.1 Kpis = Prise(A + ol Prigen)”
9. Vetor de parametros RLS:
9.1 Op1 =0 + Kt ke
10. Matriz de covariancia RLS:
10.1 P}éfé = (PhLs — (KJk%Ji}qSOkHPELS»/)\-
11. Pppg ¢ Kppy matrices:
11 PEbly = (F(re));
11.2 Kprg = (R+ Bj Pphy) " (Bf PrpAd).
12. Fim do Processo Iterativo.

2.4 Abordagens PDH e PDHDA para o Projeto de Controlador

RLQD

A PDHDA ¢é uma técnica muito ttil de Programacio
Dinamica Aproximada (ADP) para o controle de sistemas
(Bellman, 1958), (Lendaris, 2009) e (Liu et al., 2014).
Também conhecido como Q-learning, é usado para estimar
a funcao de qualidade, comumente conhecida como fung¢ao
Q@ ou funcao valor de acao, para qualquer politica, 6tima
ou nao.
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A funcao @ é a soma dos custos instantaneos sujeitos a
acao u a partir de um estado x, multiplicados pelo custo
total que se acumularia se a politica fixa fosse seguida a
partir desse estado (Guo et al., 2004), conforme a Eq. (20).

Qf(rr, ur) = r(xp, uk) + AV (g + 1). (20)

O feedback Kz, é inicialmente calculado para que a fungao
Q@ possa ser atualizada (Jang et al., 2019). A partir da
Eq. (20), para um sistema linear com custo quadrético, a
fungdo @ também serd quadrdtica (Gupta et al., 2015),
conforme apresentada na equacao a seguir:

Q(wg,ug) = (g, ur) + V(rp11) =
[mk uk] [%2 %] [ } +xk+1ka+1

T
[mf u{] G Bﬂ + (Azy, + Buy,)T P(Azy + Buy) =

T Wl G+ {AT] P[A B] Bd .

Resolvendo as expressoes algébricas acima, obtém-se a
seguinte equagao:

Qzg, up) = [z} ui| H [xr wr], (21)

_ Q0
sendo G = {0 R}

G é uma matriz diagonal por blocos com blocos @ e R,
que sao matrizes de ponderagao de estado e de entrada,
respectivamente, e a matriz H é uma matriz que combina
0s vetores Ty € ug (que representam o estado e a entrada,
respectivamente).

A funcao @ pode ser calculada diretamente pela equacao
DLQR, que é quadratica em xj e ug, e é dada por

Hyw Hyy
Qf = (xlmuk?) [fEk uk] |:Hu33 Huu:| =

Q= o of) 1 [} 22

sendo G = [%2 %} .

G é uma matriz diagonal com blocos @ e R, que sdo matri-
zes de ponderacao de estado e de entrada, respectivamente,
e a matriz H é uma matriz de ntcleo. A matriz H é dada
por:

AT
= {G—F {BT] P[A B]} , (23)
sendo H, uma matriz simétrica positiva, com quatro
blocos que sdo: H,, = Q + ATPA, H,, = ATPB,
H,,=BTPAeH,, =R+ BTPB.
O bloco H,, resulta em uma matriz simétrica definida
positiva. Dada uma funcao de custo e uma politica para

qualquer intervalo de tempo, uma politica melhorada é
determinada pela seguinte equagao:
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Ky = argmin Q — f(xr, ug). (24)
u

Em seguida, um valor minimo de u; pode ser obtido

tomando a derivada parcial de Qf(xx,ur) em relacdo a

ug, igualando-a a zero, conforme equagao abaixo:

1)
EQf(xk,uk) =0. (25)

Substituindo o valor de Qf(xy,ur) da Eq. (22) em (25), a
acao de controle pode ser determinada como:

0 = Huzxk + Huuulm (26)
Up = (_Huu)_lHuxxk~ (27)
De acordo com a Eq. (24), Kjy1 = (—Huw) 'Hup é a

politica de minimizacao para todos os xj.
Algoritimo 2: PDHDA-RLS-RLQD Algoritimo

I. parametros de Inicializacao
Ag, Ba, Cq and Dy;
N;
Q and R;
00(0);
2(0) and Zyeq;
G and Hup;
Huxo Hqu and KAD( )
II1. Processo Iterativo
1. Para N =1, passo 1.
2. Perturbagoes:
2.1 Wi -
3. Esforgos de Controle
3.1 Uk = KPDHDA X Tg.
4. Estados:
4.1 zpyq = Agxy + Bauy.
5. Atualizagdo do Fator de Desconto ~:
5.1 v =~k
6. Montagem do vetor desejado:
V(zg) = fox;%—i— ui Rug +y

6.1 +( T T )
—Kppapa X T —Kppapa X T

7. Produto Kronecker:

N ot W=

7.1 o = [\ u] @ [z ul.
8. Erro RLS:

8.1 f = V(.’L‘k) - LpTek.
9. Ganho RLS:

9.1 Kt = PricoiA+ ol Phtsei)T.
10. Vetor de Parametros RLS
10.1 Opy1 =6 + KRLSE
11. Matrlzes PPDHDA (7 KPDHDA:
11.1 P%*D%DA = (flor1); .
112.2 Kpps = (R+Bi Pppypa)” Bl PEpupada.
12. Fim do Processo Iterativo.

3. SIMULACOES COMPUTACIONAIS E ANALISE
DOS RESULTADOS

Nesta secao, apresenta-se os resultados e andlises simula-
dos usando o software MATLAB para os métodos propos-
tos neste artigo.
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3.1 Awaliagao dos objetivos de controle

Os resultados sao apresentados e analisados a partir de
uma perspectiva de controle, levando em consideracao o
objetivo alcangado, sem considerar perturbagoes aleatérias
nos estados da planta. Ap6s a implementagao do algoritmo
PDH e PDHDA, usando a aproximacao da fungao de valor
por meio do método RLS, a convergéncia das solugoes
DLQR é avaliada. As matrizes de ganho Kypp e Kgchur
sao dadas por

0.0035 0.0014

Kppir = Ksehur = | —0.0014 —0.0015] . (29)

0.0021  0.0001

Os valores dos parametros da matriz fornecidos na Eq. (28)
sao os mesmos tanto para KPDH quanto para Kgcpur, ga-
rantindo convergéncia para todos os parametros da matriz.
Vale destacar que 0 Kgcpyr € 0 ganho de realimentacao de
estados calculado pelo método Schur.

As matrizes de ganho Kppgpa € Kgenur sd0 dadas por:

—0.0037 —0.0016
0.0017  0.0015

Kppupa = Kschur =
—0.0019 —0.0002

] (29)

Também pode ser observado a partir da matriz dada em
(29) que Kpprapa 6 igual a Kgepyr, 0 que mostra que hé
convergéncia em todos os parametros de Kppgpa com
Hscpur, que é a solugao étima.

Na Figura 3 mostra as convergéncias dos estados x; e
xo para PDH e PDHDA, onde a similaridade entre
os estados x1 e w9 de PDH com PDHDA pode ser
observada, no entanto, em PDHDA os estados exibem
pequenas oscilagoes.

Estado x,

Estado x,

e
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o o o o
n B o ©
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Figura 3. Comportamento dos estados x; e xo para os
métodos PDH e PDHDA.

Nas Figuras 4 e 5 sao ilustrados o comportamento das
acoes de controle para os métodos HDP e PDHDA, respec-
tivamente. Observa-se que as trés agoes u1, us € ug alcan-
cam o objetivo de controle e permanecem na trajetoria sem
oscilagoes significativas em ambos os métodos. No entanto,
o método PDH demonstra um desempenho superior. Isso
se deve ao fato de que este método é baseado no modelo
da planta, permitindo uma adaptacao mais precisa do
controle as caracteristicas do sistema. Por outro lado, o
método PDHDA opera sem um modelo explicito, o que
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pode resultar em um ajuste menos eficiente as condicoes
dinamicas do sistema, dependendo apenas do sinal medido.

Sinal de Controle

Controle u™"
o

o 50 100
Numero de lteragoes

Figura 4. Sinal de Controle uppy.

Sinal de Controle

Controle ™A
-

o 50 100
Numero de Iteragdes

Figura 5. Sinal de Controle uppgpa-

Na Figura 6 ¢ ilustrado o comportamento do ruido do sinal
de controle para os métodos HDP e PDHDA.

Ruido de Cobtrole PDH x PDHDA

n, (PDH)

— — — n, (PDHDA)
nu‘ (PDH)

I nuz(PDHDA) 1

| - — — nui(PDHDA) ]

HDA) ‘

Sinal de Ruido
o

300 400 500
Numero de lteracoes

o] 100 200

Figura 6. Ruido do Sinal de Controle uppgpa-

Nas Figuras 7 e 8, apresenta-se o comportamento dos
ganhos K usando o RLQD aplicado a PDH e PDHDA
em comparacao com a solugao étima (Método de Schur).
Observa-se que os ganhos K convergiram para a solugao
6tima em ambas as técnicas utilizadas, garantindo resul-
tados satisfatérios para a planta avaliada.
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Ganhos KPPH x KSChur

10 30 30

Convergéncia

Convergéncia

o 100 200 300 o 100 200 300 o 100 200 300
Numero de Iteragoes Nuamero de Iteragoes Nuamero de Iteragoes

Figura 7. Ganhos Kgﬁﬁ.

Ganhos KPPHDA 5 ycSchur
10 30

Convergéncia

Convergéncia

o 100 200 300 o 100 200 300 o 100 200 300
Numero de lteragoes Numero de Iteragoes Numero de Iteragoes

; PDHDA
Figura 8. Ganhos K¢ 7, "“.

Por fim, apresenta-se na Figura 9 o comportamento das
saidas dos tanques 2 e 3 com as técnicas PDH e PDHDA
em comparacao com a referéncia, observa-se, que tanto
para PDH quanto para PDHDA as saidas medidas tentam
acompanhar o valor de referéncia, mostrando eficiéncia das
técnicas apresentadas.

Técnica PDH Técnica PDHDA

— — — Ref
—— y, (PDHDA)
————— ¥, (PDHDA)

— — — Ref
—— v, (PDH)
————— v, (PDH)

Saiday, e Y,

e

o 200 400 600 800 o 200 400 600 800
Iteracoes Iteracoes

PDH PDH x

Figura 9. Saidas y; e Y5 PDHDA o

PDHDA
h :

Y2

4. CONCLUSAO

A conclusao deste trabalho destaca a eficiéncia das técnicas
de PDH e PDHDA no projeto de controladores 6timos
adaptativos para sistemas de controle. Ao longo das simu-
lagbes computacionais, observou-se que ambos os métodos
mostraram capacidade de convergir para solugoes 6timas,
garantindo resultados satisfatérios para a planta avaliada.
Os resultados alcangados foram satisfatérios. Portanto,
PDH e PDHDA podem ser alternativas para sistemas de
controles MIMO. Uma extensao interessante para futuras
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pesquisas no contexto de PDH e PDHDA ¢ a incorpora-
¢ao de técnicas de aprendizado por reforco, como ) —
learning, para determinar os ganhos dos controladores
PDH e PDHDA.
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