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Abstract— This paper deals with the application of a synthesis methodology based on Model Predictive
Control (MPC), associated to Smith Predictor (FSP) and a Extended Kalman Filter (EKF), applied to a three-
wheeled omnidirectional mobile robot for trajectory tracking. The approach makes use of an objective function
for finite horizon and is based on Linear Matrix Inequality (LMI) framework. The actuator constraints can also
be taken in account by this controller. The Filtered Smith predictor approach is used in order to compensate time
delay and to attenuate high frequency measurement noise. The EKF is used to fuse data acquired by odometric
sensors with those obtained by a visual perception system based on fiducial landmarks that estimates robot’s
pose. A pratical study is presented in order to evaluate the proposed strategy with respect to the advantages
associated to the reduction of path following errors related to the pure odometric pose estimation.

Keywords— Smith Predictor, Model Predictive Control (MPC), Omnidirectional Robot, Trajectory Control,
Extended Kalman Filter (EKF), AprilTags, Visual Servoing.

Resumo— Este trabalho apresenta uma aplicação da estratégia de Controle Preditivo baseado em Modelo
(MPC) juntamente com o Preditor de Smith (FSP) e o Filtro de Kalman Estendido (EKF) no controle de
trajetória de um robô móvel omnidirecional de três rodas. O MPC com horizonte de previsão finito é desenvolvido
no contexto das desigualdades matriciais lineares (LMIs), e pode tratar de restrições associadas ao sinal de
controle e sua variação. O Preditor de Smith filtrado é utilizado no tratamento do tempo de atraso do sistema
e na atenuação de rúıdos de alta frequência. O EKF é usado para fundir os dados provenientes dos sensores
odométricos do robô com a informação obtida a partir de um sistema de percepção visual baseada em marcos
fiduciais que estima a pose do robô. São realizados testes práticos para avaliar as vantagens da técnica proposta no
que diz respeito à redução dos desvios de seguimento associados à estimação de pose do robô baseada puramente
em odometria.

Palavras-chave— Preditor de Smith, Controle Preditivo Baseado em Modelo (MPC), Robô Omnidirecional,
Controle de Trajetória, Filtro de Kalman Estendido(EKF), AprilTags, Controle Servo-visual.

1 Introdução

A robótica atualmente é uma área bastante difun-
dida e de grande interesse para comunidade em ge-
ral. Em especial, é notável o crescimento do uso de
robôs móveis em vários contextos: fábricas, carros
autônomos, agricultura de precisão, entre outros.
Assim, temas relacionados com a mobilidade dos
robôs têm despertado grande interesse da comu-
nidade cientifica.

Para que possa ser posśıvel uma boa navega-
ção e execução satisfatória de qualquer tarefa pro-
posta, é necessário que haja um bom sistema de
localização associado ao robô. Este, por sua vez,
demanda uma boa percepção do entorno através
do uso de diversos sensores. Nesse contexto, o sen-
sor visual que tem se mostrado particularmente
eficiente. Abordagens como (Burri, 2015), que se
valem da técnicas localização e mapeamento si-
multâneo (SLAM), aplicando fusão sensorial para
unir leituras de scaners laser, Sistema de Posici-
onamento Global (GPS), câmeras de v́ıdeo esté-
reo para localizar o véıculo em ambientes internos.
Existem também abordagens para locais externos,
como visto em (Santana, 2008)onde é proposto um
EKF que utiliza informações de um sensor GPS

em conjunto com as de sensores inerciais para ob-
ter estimativas de posição que servem para o con-
trole de um quadrotor. Observa-se que os sistemas
de estimação de posição em ambientes externos
podem se beneficiar significativamente do uso de
dados visuais para evitar o desvio da informação,
uma vez que haja oclusões ou falhas de comuni-
cações com os demais sensores. Vale observar que
tais falhas no sensor, ou mesmo uma alta latên-
cia são usuais em sensores como por exemplo em
GPS, dáı a necessidade da filtragem.

Outra tarefa associada à navegação de robôs
é o controle de trajetória. Atualmente existem
várias abordagens para realizá-la, boa parte delas
resultam da verificação de diversos checkpoints fi-
xados sobre um caminho caminho. O problema
então é formulado em termos da distância entre
a posição do robô e cada um dos checkpoints.
Para regular essa distância a zero são propostos
várias estratégias. Em (Calzolari et al., 2017) é
apresentada uma breve explicação e comparação
de diversas técnicas adotadas atualmente, como:
LQR, controle por modos deslizantes, lineariza-
ção por realimentação de estados, entre outras.
Em (Abid et al., 2017) é projetado um controla-
dor PI para um robô diferencial com duas rodas.



Em (Montesdeoca et al., 2017) o controle de traje-
tória é tratado para uma configuração diferencial
com duas rodas, se valendo de um modelo cine-
mático estendido que permite tratar as restrições
não-holonômicas inerentes. Por outro lado, em
(Ma et al., 2017) observa-se um controle de tra-
jetória baseado em redes neurais junto com um
sistema de SLAM para um robô omnidirecional.
Em (Abdelaal and Hahn, 2016) é abordado um
sistema de controle preditivo baseado em modelo
não-linear (NMPC) com desvio de obstáculos im-
plementado diretamente no controle de um véıculo
marinho. Também em (Guerreiro et al., 2014)
é apresentada uma estratégia NMPC, mas dessa
vez tratando da saturação dos atuadores. Já em
(Hwang and Huang, 2017) é apresentada uma es-
tratégia baseada no controle por modos deslizan-
tes junto com um desvio de obstáculos baseados
no sensor RGB-D para robôs com configuração si-
milar a um carro.

O trabalho apresentado propõe uma extensão
da abordagem feita em (Santos et al., 2017), para
isso o sistema de estimação de posição baseado no
EKF é inserido diretamente no controlador exis-
tente. Este artigo se trata de uma melhoria na
estratégia para controle de trajetória baseado em
MPC, e tem como principal contribuição a redu-
ção dos desvios de seguimento associados à esti-
mação de pose do robô baseada puramente em
odometria. Melhoria que se deve à introdução de
uma estratégia de estimação para a postura do
robô baseada em informação visual adquirida por
um sistema de marcos fiduciais e de um processa-
mento estat́ıstico dos dados sensoriais. Os resul-
tados são comprovados a partir de experimentos
práticos com uma plataforma móvel experimental
omnidirecional com três rodas.

O restante desse artigo está organizado da se-
guinte forma: a segunda seção descreve breve-
mente a modelagem do robô adotada; a terceira
trata do Filtro de Kalman; já na quarta seção o
sistema proposto é descrito; a quinta apresenta os
resultados dos testes bem como uma breve análise;
e, por fim, são feitas as conclusões.

2 Modelo do Robô

Considere o sistema apresentado na Figura 1, uma
representação do robô com a definição dos siste-
mas de coordenadas adotados. Note que o sistema
de coordenadas denotado por xr e yr está fixado
no centro de massa do robô, e assim as velocidades
v e vn representam a taxa de deslocamento linear
nas direções de xr e yr, respectivamente, e ω é a
velocidade angular de giro do robô sobre o próprio
eixo.

O modelo do robô, apresentado na Equação
1, é obtido a partir da análise da Figura 1. Para
isso, são feitas as seguintes considerações: todas as
rodas tem o mesmo raio r; o raio do robô é dado

Figura 1: Representação do robô omnidirecional.

por L; e γ = 30o. Note ainda que os termos vm1,
vm2, e vm3 representam as velocidades lineares
de cada roda.


vm1 = −vn + ωL

vm2 = vcos(γ) + vnsen(γ) + ωL

vm3 = −vcos(γ) + vnsen(γ) + ωL

(1)

A Equação 2 representa o modelo cinemá-
tico do robô, e é obtida a partir da manipula-
ção da Equação 1, como pode ser verificado em
(Thrun, 2005). As grandezas são dadas por: as
velocidades do robô em relação ao sistema de co-

ordenadas global,
[
ẋ ẏ θ̇

]T
; orientação do robô

em relação ao sistema de coordenadas global, θ; a
velocidade angular da cada um dos motores, ωmi;
a relação de redução das engrenagens das rodas,
n.

ẋẏ
θ̇

 =

 cosθ senθ 0

−senθ cosθ 0

0 0 1


 0 −1 L

cosγ senγ L

−cosγ senγ L


−1 ωm1

ωm2

ωm3


(2)

3 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman é uma técnica recursiva que
trabalha em um ciclo de predição e atualização.
Ele se propõe a estimar de forma ótima os esta-
dos de um sistema, assumindo que os dados obti-
dos estejam corrompidos por um rúıdo gaussiano
branco. Para isso, é adotada uma descrição pro-
babiĺıstica do processo, onde o vetor de estados
passa a ser representado por meio de duas variá-
veis: o vetor da média dos estados, µk, e a matriz
de covariância dos estados, Σk.



Uma versão desse filtro é definida na Equa-
ção 3. Nela o sistema é descrito pela função
g(µk−1, uk), que tem como parâmetros o vetor
da média dos estados,µk, e o vetor de sinais de
controle ,uk. São definidos: a matriz jacobi-
ana do sistema em relação ao vetor da média
dos estados,Gk; a matriz de covariância das me-
dições, Qk; a matriz de covariância dos rúıdos
do processo, Rk; o ganho ótimo computado pelo
filtro,Kk; o modelo do sensor, h(µk−1,m, j); a ma-
triz jacobiana desse modelo,Hk; e zk que é a in-
formação sensorial. O primeiro par de equações
representa a predição dos estados, enquanto as de-
mais representam os passos de correção e atuali-
zação.

µk = g(µk−1, uk)

Σk = GkΣkG
T
k +Rk

Kk = ΣkH
T
k (HkΣkH

T
k +Qk)

−1

µk = µk +Kk(zk − h(µk−1,m, j))

Σk = (I −KkHk)Σk

(3)

Primeiramente, é definida a matriz jacobiana
do modelo em relação à media dos estados, Gk.
Ela é dada pela expressão abaixo, sendo que os
elementos g13 e g23 são obtidos pela Equação 5.
Observe que θk representa a orientação do robô
em relação ao sistema de coordenadas global no
instante k.

Gk =
∂g(µk−1, uk)

∂µk−1
=

1 0 g13

0 1 g23

0 0 1

 (4)



g13 =
r

3
(2 cos(θ(k − 1))ωm1 + (−

√
3sen(θk−1)

− cos(θk−1))ωm2 + (
√

3sen(θk−1)

− cos(θk−1))ωm3)

g23 =
r

3
(2sen(θ(k − 1))ωm1 + (

√
3 cos(θk−1)

− sen(θk−1))ωm2 + (−
√

3 cos(θk−1)

− sen(θk−1))ωm3)

(5)
O cálculo da matriz Rk é feito a partir da

equação apresentada a seguir. É importante no-
tar que, como mostrado em (Santana, 2008), essa
expressão é derivada do modelo odométrico pro-
posto por (Thrun, 2005), e incorpora os encoders
como parte do sistema e não como sensores. Note
também que a matriz Mk representa a covariân-
cia do rúıdo dos encoders, e é calculada a partir
da Equação 7.

Rk = VkMkV
T
k (6)

M =


(α1|∆ ˆωm1|)2 0 0

0 (α2|∆ ˆωm2|)2 0

0 0 (α3|∆ ˆωm3|)2


(7)

É importante salientar que: na Equação 7
o erro associado a cada encoders é considerado
proporcional ao modulo do deslocamento angular,
ωmi; e que as constantes de proporcionalidade, αi,
foram estabelecidas a partir da experimentação.

Por fim, a matriz jacobiana que mapeia os
rúıdos dos encoders para o espaço de estados, Vk,
é definida a seguir, junto com os seus elementos
que são calculados de acordo com a Equação 9.

Vk =
∂g(µk−1, uk)

∂uk
=

v11 v12 v13

v21 v22 v23
r
3l

r
3l

r
3l

 (8)



v11 = 2
r

3
sen(θk−1))

v12 =
r

3
(
√

3 cos(θk−1)− sen(θk−1))

v13 =
r

3
(−
√

3 cos(θk−1)− sen(θk−1))

v21 = −2
r

3
cos(θk−1))

v12 =
r

3
(
√

3sen(θk−1) + cos(θk−1))

v13 =
r

3
(−
√

3sen(θk−1) + cos(θk−1))

(9)

3.1 Modelo do Sensor Visual

Para finalizar, resta definir as equações que mode-
lam o sensor visual. Para isso, não serão utilizadas
diretamente as estimações de posição geradas pelo
sistema de marcos artificiais adotado, AprilTag,
descrito em (Olson, 2011). Ao invés, a distância
entre o alvo e a câmera, q, e a orientação entre
o alvo e a câmera, φ, serão consideradas como in-
formações sensoriais. Essa abordagem foi adotada
com base em (Neunert et al., 2015), e se deve à
dificuldade de definir um modelo adequado para o
rúıdo das estimações visuais.

Assim, utilizando o exposto em (Thrun,
2005), o sensor visual é modelada como descrito
na Equação 10. Também é importante mencionar
que a função atan2() utilizada na formulação re-
presenta uma variação da função trigonométrica
atan(), onde o resultado obtido é um ângulo res-
trito ao intervalo (−π, π].

[
q

φ

]
= h(µk−1,m, j) =

=

 √
(mx,j − x)

2
+ (my,j − y)

2

atan2((my,j − y), (mx,j − x))− θ


(10)



Figura 2: Representação do sistema de filtros pro-
posto, onde P k denota a posição do robô, e as
demais variáveis são como definidas no texto.

Dessa forma, pode-se definir a matriz Hk, que
representa o jacobiano do modelo do sensor e é de-
finida a seguir, onde: x, y e θ são a estimação dos
estados feitas na etapa de predição; as grandezas
mx,j e my,j são as posições do alvo que são prede-
finidas, e j representa a identificação, id, de cada
alvo.

Hk =
∂(h(µk−1,m, j))

∂µk−1
=

=


− (mx,j−x)

q − (my,j−y)
q 0

(my,j−y)
q − (mx,j−x)

q −1

0 0 0


(11)

3.2 Filtro da Posição Angular

Durante o desenvolvimento do sistema percebeu-
se que a estimação da posição angular do robô
tem um papel crucial para o bom desempenho do
controle. Porém, a estimação feita pelo sistema
de visão para essa grandeza é bastante oscilante,
e afeta a qualidade de todo o sistema.

Para resolver este problema foi proposto uti-
lizar um segundo EKF, responsável por filtra os
valores da estimação de orientação a serem passa-
dos para o primeiro filtro, que roda numa camada
de controle superior. Esse filtro considera que a
dinâmica do sensor não varia subitamente, uma
vez que as velocidades das rodas do robô são limi-
tadas. Assim, são consideradas como informações
sensoriais: os valores da estimação a partir dos
sensores odométricos, θodomk

; as variações dessa
estimação, ∆θodomk

; o valor da estimação do sen-
sor visual, θvisk ; e a sua variação, ∆θvisk . O se-
gundo EKF tem como modelo do sistema a equa-
ção usado para estimar a orientação do robô du-
rante a fase de predição do primeiro filtro, Equa-
ção 2, representado aqui como θpredk . Uma repre-
sentação da disposição dos filtros é vista na Figura
2

O segundo filtro pode ser descrito pela Equa-
ção 3, porém nesse caso a formulação é dada pelo

seguinte conjunto de expressões, onde Ts repre-
senta o peŕıodo de amostragem do sistema com-
pleto, e q, σθ, e σz são tratados como parâmetros
de ajuste:

Hk =

[
1 Ts

Ts 1

]
Gk = 1

Rk =


(σθ)

2 0 0 0

0 (σθ)
2 0 0

0 0 (σz)
2 0

0 0 0 (σθ)
2


Qk = q

h(µk−1) = µk−1 ∗Hk

(12)

4 Sistema Proposto

Um esquema da abordagem de controle pode ser
visto na Figura 3, onde o loop externo é respon-
sável pelo seguimento de caminho. Ele usa uma
estimação da postura atual do robô, fornecida pelo
sistema de estimação baseado em visão, para cal-
cular o erro de seguimento, e(t). O erro então
serve para obter as referências de velocidade a se-
rem passadas ao segundo controlador, o contro-
lado de velocidade. Este controlador é o mesmo
proposto em (Santos et al., 2017), e opera segundo
uma lei de controle MPC. Também foi inclúıdo o
Preditor de Smith para lidar com as implicações
do atraso variável da comunicação entre robô e o
computador base.

Figura 3: Representação do sistema de controle
proposto.

5 Resultados Experimentais

Para avaliar os benef́ıcios do sistema proposto e
fazer uma comparação com a abordagem baseada
puramente em informação odométrica foram reali-
zados experimentos práticos. Neles o robô deveria
dar três voltas consecutivas seguindo um caminho
circular com meio metro de raio e mantendo a ori-
entação. Nesse teste os marcos artificiais, April-
Tags, foram dispostos sobre a plataforma robótica,



Figura 4: Montagem experimental.

e uma câmera foi ajustada de forma que eles esteja
sempre viśıvel durante o trajeto.

Todos os controladores foram desenvolvidos
no framework ROS. A tarefa de controle é exe-
cutada em um computador rodando em LINUX
OS. Essa tarefa é periódica e tem como tempo de
amostragem 60ms. A comunicação entre o robô
e os controladores é feita por meio de uma rede
Zigbee (Baronti et al., 2007). O sensor visual uti-
lizado foi o Kinect, sendo que o sistema de esti-
mação proposto funciona a 30ms. A velocidade de
navegação adotada foi de 0.25m/s e os horizontes
de predição do MPC foram fixados em 6.

Para que seja posśıvel ter uma base de com-
paração foram realizados dois tipos de testes, no
primeiro a informação visual foi repassada ao con-
trolador por meio do filtro proposto. No segundo o
sistema de estimação baseada em visão foi substi-
túıdo por um modelo puramente odométrico. Em
ambos testes as estimações obtidas pelo AprilTags
são salvas e serão usadas como referência para ava-
liar a qualidade do controle. Note que, com essa
abordagem pequenos desvios na posição inicial do
robô, devidos ao posicionamento impreciso dele
em relação à câmera, influenciam no desempenho
final.

Ao observar as Figuras 6 e 7 é posśıvel no-
tar que o robô realiza uma translação indesejada
no trajeto. Esse fato se deve ao sistema de esti-
mação que se baseia apenas nos dados odométrico
e, portanto, acumula erros durante a execução.
Observa-se que a medida em que o tempo pro-
gride, o erro de posição aumenta. É enfatizado
que a forma circular consistente e com poucos des-
vios, mostrada em vermelho, representa a percep-
ção do robô. Assim, o fato da odometria estar
seguindo o ćırculo em preto evidencia a ineficiên-
cia da abordagem, uma vez que do ponto de vista
do controlador não há um erro a ser corrigido. Por
outro lado, a trajetória no mundo real, represen-
tada em azul e oriunda do sistema AprilTags, se
mostra inconsistente. Isso evidencia que a estra-
tégia de controle é adequada, porém, a percepção
e estimação de posição não são satisfatórias, e for-
necem pouca informação para a boa execução da
tarefa.

Assim, é introduzido o sistema de estimação

baseado em visão. Como visto na Figura 8 o robô
realiza descreve uma trajetória mais coerente com
o sistema de visão. Observa-se que nesse caso a
medida em que o tempo progride, o erro de posição
se reduz. Comportamento que pode ser explicado
por dois fatores: o primeiro é a convergência dos
filtros de Kalman, pois é sabido que essa ferra-
menta necessita de algumas iterações para torna-
se efetiva; o segundo é uma oclusão momentânea,
vista na Figura 5. Essa privação da informação
durante os ciclos iniciais, onde a convergência do
filtro ainda não foi alcançada, acarreta um maior
tempo de transitório para o filtro, alem da própria
degradação na estimação. Também é enfatizado
que a forma circular em vermelho, que anterior-
mente era consistente, agora apesenta um deslo-
camento, denotando a ação benéfica da inclusão
do sistema baseado em visão.

Figura 5: Detecção do marco artificial no tempo.

Também, a partir das Figuras 6, 8 e 14,
observa-se que a trajetória obtida pela aborda-
gem proposta é consistente, e a informação visual
aponta um desvio menor do que o apresentado an-
teriormente. Além disso, nota-se que a orientação
do robô se beneficiou da estratégia adotada, já
que é posśıvel observar variações menos abruptas
no sinal obtido, mesmo que em ambos experimen-
tos elas sejam maiores, e mais impulsivas do que
o desejado. Também deve-se ter em conta que a
estimação de angulação fornecida por sistemas vi-
suais, bem como pelo AprilTags, é inerentemente
oscilante. Dessa forma parte do comportamento
obtido pode ser entendido pela escolha do sensor.

Ao analisar as Figuras 10 e 11 não é posśıvel
visualizar grandes impactos da abordagem ado-
tada sobre o sistema de controle. É importante
ressaltar que a velocidade angular, nos dois ca-
sos, constitui um subsistema de dinâmica mais rá-
pida na tarefa proposta, e, por isso, tem um papel
maior na qualidade do resultado obtido. Também,
a essa dinâmica se atribui o pior desempenho em
termos do seguimento de referência do sinal. Além
disso, observando as Figuras 12 e 13 é posśıvel con-
cluir que ambas propostas apresentam esforços de
controle semelhante, sempre respeitando as limi-



tações impostas pelo MPC. Dáı, é posśıvel obser-
var que a introdução do sistema visual tem pouco
impacto no esforço de controle, e ganhos no segui-
mento de trajetória.

6 Conclusões

Neste artigo é apresentado um estudo prático so-
bre um sistema de estimação de postura baseado
em informação visual, a ser utilizado em conjunto
com uma abordagem de controle MPC mais FSP,
para o seguimento de caminhos. A partir da com-
paração dos resultados obtidos durante os testes
realizados, ficou clara a importância do sistema
proposto na redução do desvio no seguimento de
caminho, sem afetar significativamente os esforços
de controle. Assim, constitui uma vantagem real
para o controle em geral. Também é posśıvel ob-
servar que a estimação de orientação, e o tempo
de convergência dos filtros de Kalman adotados
constituem dois gargalos no desempenho do sis-
tema. Dessa forma, pode ser vantajoso a adição
de sensores mais confiáveis para a estimação, como
por exemplo um sensor de bussola, e também, a
formulação de uma variedade mais rápida e com
maior liberdade no modelo de rúıdo para o filtro
de Kalman, como o Unscented Kalman Filter.
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Figura 6: Resultados obtidos sem a estimação ba-
seada em visão. Os pontos iniciais estão repre-
sentados pelo ćırculos preenchidos, e os finais por
um X. O ćırculo ideal é representado em preto,
o ground truth em azul, e a posição estimada em
vermelho.

Figura 7: Resultados obtidos sem a estimação ba-
seada em visão.

Figura 8: Resultados com a estimação visual. Os
pontos iniciais estão representados pelo ćırculos
preenchidos, e os finais por um X. O ćırculo ideal
é representado em preto o ground truth em azul,
a posição estimada por odometria em vermelho, e
a estimação do sistema proposto em magenta.

Figura 9: Resultados obtidos com a estimação ba-
seada em visão.



Figura 10: Velocidades do robô durante o primeiro
experimento.

Figura 11: Velocidades do robô durante o segundo
experimento.

Figura 12: Sinais de controle dos motores do robô
durante o primeiro experimento.

Figura 13: Sinais de controle dos motores do robô
durante o segundo experimento.

Figura 14: Comparação dos erros do controle de
trajetória durante os experimentos.


