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Abstract— Sparse decomposition has proved to be effective in many signal processing applications. The
utilization of this technique needs a proper dictionary and an atomic decomposition algorithm. Several algorithms
have been proposed in the literature, but the performance of each them is conditioned to the application. Thus,
it is necessary to identify the more suitable for assessment of harmonics in signals of power systems. This paper
presents a comparative analysis of the performances of the Greedy Pursuit and Convex Relaxation algorithms
for to realize sparse signal decomposition over dictionary constructed from basis function of Discrete Cosine and
Sine Transforms. The algorithms OMP, BP-ADMM, LASSO-ADMM, FISTA, and SpaRSA, was tested using a
synthetic signal with harmonic distortion added by white Gaussian noise, according to the number of iterations
until convergence, sparsity, and reconstruction error. All the algorithms found an approximate solution. The BP-
ADMM had better signal reconstruction, and the OMP had performed better in the identification of harmonics
components as well as in sparsity of results.

Keywords— Signal processing, Iterative algorithms, Harmonic analysis, Greedy algorithms, Convex optimiza-
tion, Signal reconstruction.

Resumo— A decomposi¢cao esparsa tem se mostrado eficaz em muitas aplicagdes de processamento de sinais.
A utilizagao dessa técnica depende de um dicionario adequado com as caracteristicas dos sinais processados e um
algoritmo para realizar a decomposigao atéomica. Diversos algoritmos sao propostos na literatura, porém o desem-
penho de cada um estd condicionado a aplicagdo. Portanto, é necessario identificar o algoritmo mais adequado a
analise harmonica em sinais de sistemas elétricos. Este trabalho apresenta uma analise comparativa do desempe-
nho de algoritmos baseados em Greedy Pursuit e em Relaza¢ao Convexa para efetuar a decomposicao esparsa de
sinais elétricos com distor¢ées harménicas, utilizando um dicionario formado por fungoes-base das Transformadas
Discretas de Cosseno e de Seno. Os algoritmos OMP, BP-ADMM, LASSO-ADMM, FISTA e SpaRSA foram tes-
tados na decomposigao de um sinal sintético contendo trés componentes harmonicos e adicionado de ruido branco
gaussiano. Os critérios de desempenho avaliados foram: o ntimero de iteragdes até a convergéncia, a esparsidade
da resposta e o erro de reconstrugao. Todos os algoritmos encontram uma solugao aproximada adequada. O
BP-ADMM resulta na melhor reconstrugao do sinal e o OMP se destaca pelo desempenho na identificacao dos
componentes harmonicos e pela esparsidade do resultado.

Palavras-chave— Processamento de sinais, Algoritmos Iterativos, Andlise harmonica, Algoritmos Greedy,

Otimizagao convexa, Reconstrugao de sinais.

1 Introducao

As distorgoes harmonicas sao comuns nos sistemas
elétricos de poténcia e ocorrem devido a operagao
normal de dispositivos e cargas nao lineares liga-
das ao sistema. Essas distorgoes causam impactos
negativos como superaquecimento de equipamen-
tos e condutores, operagao prematura ou falhas
em dispositivos de protegao, ressonancia harmo-
nica, erros de medicdo e outros (IEEE, 2009).
A identificacdo dos componentes harmonicos per-
mite a implantacao de medidas corretivas para
controlar os niveis de harmonicos dentro de limites
aceitaveis.

A medigao do harmoénicos em sistemas elétri-
cos é regulamentada pela International Electrote-
chnical Commission com a norma IEC 61000-4-
7 (Commission, 2006), também adotada no Bra-
sil pela Associagao Brasileira de Normas Técnicas
(ABNT). Essa norma estabelece que os sinais ana-
l6gicos de tensao ou corrente devem ser amostra-
dos e sao processados pela Transformada Discreta

de Fourier (do original Discrete Fourier Trans-
form - DFT). Entretanto, a DFT apresenta al-
guns inconvenientes: (I) resolucdo de frequéncia
limitada pelo tamanho da janela; (II) o espectro é
espelhado em relagao a frequéncia zero; (I11I) com-
ponentes de frequéncia fora da grade causam fuga
espectral (spectral leakage) e; (IV) é sensivel ao
ruido.

Alguns métodos buscam melhorar os resulta-
dos obtidos pela DFT. Um método algébrico para
estimar a amplitude e frequéncia correta de com-
ponentes harmonicos e inter-harmoénicos em sinais
com flicker é proposto em (Lin, 2016). Nesse mé-
todo, os coeficientes extraidos pela DFT sao uti-
lizados para calcular o desvio de frequéncia em
funcao da distribuicao de energia no espectro. Sun
et al. (2016) apresentam um algoritmo que identi-
fica os picos no espectro obtidos pela DFT, sepa-
rando o conteido espectral referente a cada pico e
calculando a amplitude, frequéncia e fase de cada
componente harmonico identificado. A medigao
do conteido harmoénico é adequada, mas é ne-



cessario limitar o nimero de componentes a se-
rem identificados, devido a carga computacional
do algoritmo. Achlerkar et al. (2017) propoem a
utilizacao da técnica Variational Mode Decompo-
sition (VMD), que decompde o sinal de entrada
em um numero discreto de elementos, analisando
cada elemento em torno da sua frequéncia princi-
pal. Esse método pode estimar componentes es-
pectrais variantes no tempo, mas precisa da de-
terminacao de parametros especificos.

Nos tltimos anos, véarias aplicagoes em proces-
samento de sinais tém utilizado a técnica de De-
composicao Esparsa de Sinais (do original Sparse
Signal Decomposition - SSD) com Diciondrios Hi-
bridos Sobrecompletos (do original Overcomplete
Hibrid Dictionary - OHD). Alguns exemplos de
aplicacao sao a detecgdo e classificacao de sinais
modulados (Mohanty et al., 2015); anélise de si-
nais biomédicos como eletrocardiograma (ECG)
e eletroencefalograma (EEG) (Satija et al., 2017;
Yuan et al., 2014); entre outras aplicagoes.

Recentemente, essa técnica foi utilizada em
dois trabalhos envolvendo sinais com distirbios
de qualidade de energia (QE) em sistemas elé-
tricos de poténcia: (I) para compressao e fil-
tragem desses sinais (Manikandan, Kamwa and
Samantaray, 2015) e; (II) na deteccdo e andlise
dos distirbios de QE (Manikandan, Samantaray,
Kamwa and Member, 2015). Ambos utilizam um
OHD composto por trés matrizes: (I) uma ma-
triz de impulsos; (II) wma matriz composta por
sinais bésicos da Transformada Discreta de Cos-
senos (do original Discrete Cossine Transform -
DCT) e; (III) outra pela Transformada Discreta
de Senos (do original Discrete Sine Transform -
DST). Essa técnica apresentou resultados melho-
res quando comparada com os métodos baseados
nas Transformadas Wavelet (do original Wavelet
Transform - WT) e na DCT.

O sucesso da aplicagao dessa técnica depende,
além de um dicionério adequado, de um algoritmo
para realizar a decomposicao dos sinais de entrada
(Tropp et al., 2010). Diversos algoritmos séo pro-
postos com o objetivo de resolver esse problema, e
podem ser divididos em duas abordagens distintas
(Tropp et al., 2010): Greedy Pursuit (GP) e Rela-
zagdo Conveza (RC). Os algoritmos baseados em
GP realizam a decomposicao iterativamente, bus-
cando sucessivamente o componente do dicionario
que tem o maior produto interno com o residuo
do sinal. Os métodos baseados em RC tratam a
decomposicao esparsa como um problema de oti-
mizagao convexa utilizando a norma ¢, que pode
ser solucionado por estratégias de programagao li-
near classica.

Nesse trabalho é apresentada uma anélise
comparativa do desempenho de alguns algorit-
mos para a estimagao de componentes harmoni-
cos em sinais elétricos, utilizando a técnica SSD
com OHD. As caracteristicas dos algoritmos que

serdo comparadas sdo: (I) quantidade de iteragoes
necessarias até que uma solucao seja encontrada,
(IT) a esparsidade da solucdo obtida; e (III) erro
entre o sinal padrao de teste e a solugao estimada.
A Segao 2 contém: (I) o método de decomposicao
esparsa; (II) a metodologia para a construgao do
OHD e; (III) os algoritmos implementados nesse
estudo comparativo. A Se¢ao 3 mostra e discute
os resultados obtidos com a aplicagao dos algorit-
mos em um sinal sintético de tensao com distor-
¢oes harmonicas. Na Segao 4 s@o apresentadas as
conclusoes.

2 Meétodo

As técnicas de SSD sao baseadas no modelo ma-
temético descrito pela Eq. (1), em que um sinal
y € RN é composto por uma combinacio linear
de R colunas de uma matriz ® € RV*M cha-
mada de diciondrio. As colunas do dicionario po-
dem ser formas de onda elementares ou fungoes-
base de transformadas e sdo chamadas dtomos
(Elad, 2010).

R
y = Px = Zxr¢r- (1)

r=1

Assim, x é um vetor de coeficientes que representa
o sinal y, em relagao ao dicionédrio ®. Essa repre-
sentacao é dita esparsa se R << M (Elad, 2010).
Dependendo da quantidade de colunas no dicio-
ndrio, ele pode ser incompleto (M < N), com-
pleto (M = N) e sobrecompleto ou redundante
(M > N) (Kathirvel et al., 2011).

2.1 Decomposicao Esparsa de Sinais

A decomposicao esparsa é a busca dos coeficientes
x a partir do sinal y e de um dicionario sobrecom-
pleto ®. Nessa situagdo, a Eq.(1) é um sistema
linear subdeterminado em que existem infinitas
solugoes. Dessa forma, é necessaria a aplicagao
de alguma restrigao para que se tenha uma solu-
¢ao unica aproximada (Tropp et al., 2010). Nesse
caso, é utilizada a restricao de esparsidade, em que
se espera uma solu¢ao X aproximada com poucos
coeficientes diferentes de zeros. Nesse sentido, a
decomposigao esparsa é definida como o seguinte
problema de otimizagao (Elad, 2010):

X = min||x||, sujeito a ®x =y, (2)
X

em que [|x||, representa a “norma” [y do vetor x. A
“norma” [y é um funcional que indica a quantidade
de elementos nao nulos de um vetor. No caso de si-
nais contaminados com ruido, o problema Eq. (2)
pode ser relaxado para

% = min||x[|, sujeito a [ly — ®x[|, <,  (3)
X

em que € > 0 representa uma tolerancia ao erro
(Tropp et al., 2010). A solugdo dos problemas



(2) ou (3) é NP-hard, ja que a “norma” ¢y nao é
convexa (Tropp et al., 2010).

Os sinais de sistemas elétricos de poténcia
com distor¢oes harmonicas podem ser conside-
rados esparsos uma vez que, quando representa-
dos no dominio da frequéncia, apresentam poucos
coeficientes ndo nulos (Manikandan, Samantaray,
Kamwa and Member, 2015). Portanto, uma re-
presentacao esparsa desses sinais pode ser obtida
pela selecao de coeficientes 6timos relacionados a
atomos de um dicionario composto por formas ele-
mentares adequadas.

2.2  Diciondrio Harmoénico Sobrecompleto

O dicionario deve ser compostos por dtomos que
contenham caracteristicas do sinal a ser analisado.
Na aplicacao em questao, os sinais elétricos com
distorgoes harmonicas sao formados pela combi-
nacao linear de senoides com frequéncias multi-
plas da frequéncia fundamental do sinal. Para
obter uma representagao esparsa e adequada des-
ses sinais, o dicionario deve ser composto por for-
mas senoidais elementares com diferentes valores
de frequéncia. Nesse caso, podem ser utilizados
tanto os dicionarios de Fourier, como os baseados
em DCT e DST (Shaobing et al., 2001).

O dicionéario utilizado neste trabalho é com-
posto por duas matriz N x N calculadas pelas
Egs. (4) e (5), que correspondem a DCT e DST
do tipo IT (Britanak et al., 2007), agrupadas con-
forme a Eq. 6.

Ol = /2 con (1E02UT), .

i,j=0,1,...,N—1.

emquegjzl/\/?paraj:()egjzlparaj;&().

Sy = |ty sen (LEEAEEITY

i,j=0,1,...,N —1.

()
emquei/)jzl/\/?paraj:N—lewjzlpara
j#N—1.

® = [CY | SY] (6)

O vetor x = [c|s]T resultante da decompo-
sicdo esparsa é o agrupamento dos coeficientes
c = [co,c1,. . ena]" e s = [s0,81,..., 58],

relacionados respectivamente aos dtomos das ma-
trizes Cif e SEI. As amplitudes de cada um dos
componentes espectrais do sinal decomposto sao
calculadas por

em que n indica o indice da componente espectral
na grade de frequéncias definidas pelas Eqgs. (4) e

(5).

2.8 Algoritmos para SSD baseados em GP

Os algoritmos para SSD baseados em GP resolvem
diretamente o problema apresentado na Eq. (3).
Nesse caso, o vetor y e o dicionario ® sao conhe-
cidos. A tolerancia e é definida pelo nivel de ruido
presente no sinal e é utilizada como critério de
parada dos algoritmos. Nessa categoria foi imple-
mentado e analisado o algoritmo Orthogonal Mat-
ching Pursuit (OMP) (Bruckstein et al., 2009).

2.3.1 OMP

Os principais passos executados pelo OMP sao
apresentados no Algoritmo 1. O vetor de coe-
ficientes estimados X ¢ inicializado com o vetor
nulo, e o residuo r¥ é o préprio sinal a ser decom-
posto (y) O conjunto Sk representa o suporte
da solugao x, contendo os indices das colunas de
® que compodem o sinal y. Esse conjunto é ini-
cializado vazio. O processo iterativo inicia com a
busca do indice do dtomo (v*) do dicionario ¢,
que resulta no maior produto interno com o r*.
A cada iteracdo, o valor de ¥ é inserido a S*,
formando um conjunto com os indices dos atomos
mais correlacionados com r*. Entdo, sdo calcula-
dos os coeficientes X que resultam no menor erro
entre o sinal de teste e a reconstrucao do sinal,
utilizando um diciondrio reduzido com apenas as
colunas pertencentes ao suporte (®gr+1).

Algoritmo 1: OMP

Entrada: ®, y, ¢
Saida: x*

1 inicio
2 k=1, %F=0rF=y, SF =0
3 enquanto ||r¥||; > € faga
o || o = maxi(e o)
5 Sk+1 — Gk {,yk:}
6 %P+ = min|ly — ®grr1x|2
X
7 rftl = y — Pxhtl
k=k+1
fim
10 fim

2.4 Algoritmos para SSD baseados em RC

Os algoritmos de relaxagao convexa propoe a troca
da “norma” ¢y no problema (3) pela norma /;,
que é a funcdo convexa que mais se aproxima
da “norma” ¢, em relacdo a esparsidade (Tropp
et al., 2010). Essa troca permite que a decompo-
sicao esparsa possa ser rescrita como outros dois



problemas de otimizacdo (Boyd et al., 2011): o
Basis Pursuit

X = min||x||; sujeito a Px =y; (8)
X

e o Least Absolute Shrinkage and Selection Opera-
tor (LASSO)

|
x=min gy~ Bxf+ Axl,(9)

em que A\ é chamado parametro de reqularizacdo
e determina o grau de esparsidade. O valor de
A pode ser determinado por diversas abordagens
(Karl, 2000). Neste trabalho foi calculado pela
razao entre a variancia do ruido e a variancia do
sinal. Posteriormente, foram testados outros valo-
res para comparagao entre os resultados obtidos.

O algoritmo BP via Alternate Direction Mul-
tiplier Method (BP-ADMM) (Boyd et al., 2011)
foi implementado para realizar a decomposi-
¢ao esparsa por Basis Pursuit. Para resolver
o problema (9), foram utilizados os algoritmos
LASSO via Alternate Direction Multiplier Method
(LASSO-ADMM) (Boyd et al., 2011), Fast Ite-
rative Shrinkage- Thresholding Algorithm (FISTA)
(Beck and Teboulle, 2009) e o Sparse Recons-
truction by Separable Approximation (SpaRSA)
(Wright et al., 2009).

2.4.1 ADMM

O ADMM é um algoritmo que resolve problemas
de otimizagao na forma

% = minf(x) + g(z) sujeito a Ax+ Bz = ¢, (10)

assumindo que o sinal procurado ¢é dividido em
duas partes (x e z) e as funcoes f(e) e g(e) sao
convexas (Boyd et al., 2011).

O método consiste na minimizagdo alternada
de x e z na funcao Lagrangiana aumentada

f(x)+9(z) +
' (Ax+Bz —c) +
(p/2)||Ax + Bz — c||3, (11)

[’P(szvu) =

calculando os seguintes passos em cada iteragao

x" = min £,(x,2", u¥) (12)
" = min £,(x", 2, u") (13)
pt = pf 4 p(AXM 4 BN ¢, (14)

em que p > 0 é um parametro de penalidade.
O problema de BP da Eq. (8) pode ser rescrito
na forma do ADMM como

X = minf(x) + ||z||1 sujeito ax—z =0, (15)

em que f(x) é a funcdo indicadora para {x €
RM | &x =y} (Boyd et al., 2011). Nesse caso, a

Eq. (12) é resolvida por
17 - 1) = (1 - 87 (@) ') (z" — u*)
+@(@ee”)y,
(16)

e a Eq. (13) é resolvida pelo operador de soft th-
resholding

Sp(x) = sign(z) max{|z| — b, 0}. (17)

Algoritmo 2 mostra o pseudo-cédigo do BP-
ADMM. O valor de p é passado como parametro
para o algoritmo.

Algoritmo 2: BP ADMM
Entrada: ®, y, p, €

Saida: x*
1 inicio
2 k=1, %xF=0 rfF=y
3 enquanto ||r¥||; > € faga
4 %EHL = [[(2* — )
5 zk+1 — Sl/p(fikJrl + uk)
6 Pt = b g ghHL gk
7 rFtl =y — pxkt!
k=k+1
fim
10 fim

O ADMM também pode ser utilizado para re-
solver o problema LASSO (Boyd et al., 2011). Es-
crevendo a Eq. (9) na forma do ADMM tem-se

% = minf(x) 4+ ¢g(z) sujeitoax —z =0, (18)

em que f(x) = (1/2)[ly — ®x||3 e g(z) = Allz]|1.
Assim, a Eq.(12) é resolvida por

X1 = (87 + o)~ (@Ty + p(zh — b)), (19)

e a Eq. (13) também ¢ resolvida pelo operador de
soft thresholding da Eq. (17). O pseudo-cdédigo do
algoritmo LASSO-ADMM ¢ apresentado no Algo-
ritmo 3.

2.4.2 FISTA

O algoritmo FISTA é uma variacao da classe de
algoritmos Iterative Shrinkage-Thresholding Algo-
rithms (ISTA) que apresenta uma taxa de con-
vergéncia aprimorada (Beck and Teboulle, 2009).
Os algoritmos ISTA resolvem problemas LASSO
a partir de um procedimento iterativo no qual a
solugao procurada é calculada por

1
xF =5y (xF — E'I’T(y — ox")), (20)
em que 1/L é uma constante que define o “tama-
nho do passo” adequado e Sy, é o operador de
soft thresholding (Beck and Teboulle, 2009).



Algoritmo 3: LASSO ADMM
Entrada: ®, y, p, A, €

Saida: x*
1 inicio
k=1, %¢=0rF=y
3 enquanto ||r¥||; > € faga
Xk+1 — (@Tq) -I—pI)*lX
(@Ty + p(z" — "))
6 2"t = 5y, (xF T 4 pP)
7 Y S
8 rftl =y — oxkt!
9 k=k+1
10 fim
11 fim

A melhora na taxa de convergéncia existente
no FISTA ocorre devido a uma modificagdo na
Eq.(20). Ao invés de utilizar a estimativa do passo
anterior (x*), é utilizado um ponto u* obtido pela
combinacao linear da estimativa atual e anterior
(xF+1 e x*). As parcelas relevantes dessas estima-
tivas no calculo de p* sdo definidas pela constante
t#, atualizada a cada iteracdo. O pseudo-cédigo do
FISTA ¢é apresentado no Algoritmo 4.

Algoritmo 4: FISTA
Entrada: ®, y, A, L, ¢

Saida: %"
1 inicio
2 k=1,tF=1,%=0,r" =y, p# =0
3 enquanto |[r¥||; > ¢ faca
4 }A{k-i-l:S% [Nk_%q)T(y_(I’Hk)]
5 el — LAy HAR)?
= 2
N k_q .
6 e ikJrll(Xk—&-l — %R
7 rFtl =y — dxFF!
8 k=k+1
9 fim
10 fim

2.4.3 SpaRSA

O SpaRSA é outro algoritmo da classe ISTA para
resolugdo de problemas LASSO. O seu principio
de funcionamento baseia-se em aproximar o termo
quadritico da Eq.(9) por uma expansdo em série
de Taylor de segunda ordem (Wright et al., 2009).
Com essa expansao, o problema LASSO passa a
ser

1 9 A
X =min =||x — a2 + =[x, 21
f=min _x— a3+ 2l (1)
em que U é o gradiente descendente calculado por

a=%- é@T(y—éfc) (22)

Assim como o FISTA, a solucdo da Eq. (21)
é obtida de forma iterativa, aplicando o operador
de soft thresholding. A diferenca aqui é que o pa-
rametro « precisa ser atualizado a cada iteragao.
A estratégia adotada para o cédlculo de « foi a su-
gerida por Barzilei e Borwein (Wright et al., 2009)

i _RGE s
IR
Algoritmo 5 mostra o pseudo-cédigo utilizado

na implementagao do SpaRSA.

Algoritmo 5: SPARSA

Entrada: ®, y, A, ¢
Saida: %*

1 inicio
2 k=1, aF =1, %¢=0,rF=y
3 enquanto ||r¥||; > € faga
4 oF =xF - LT (y — ®xF)
5 )A(Ic+1 — S% (ﬁk)
6 okt — ”(ﬁiﬂt:ﬁéﬂg
7 rftl = y — Pxhtl
k=k+1
fim
10 fim

3 Ensaios

O objetivo principal deste trabalho é comparar o
desempenho dos algoritmos apresentados previa-
mente para realizar a decomposicao esparsa de si-
nais elétricos contendo componentes harmonicos.
As caracteristicas dos algoritmos que serdao com-
paradas sdo: (I) quantidade de iteragoes necessa-
rias para que o critério de parada dos algoritmos
seja atingido; (II) esparsidade da solucdo encon-
trada; e (IIT) erro entre o sinal de teste e a solugao
encontrada. Para realizar essa andlise de desem-
penho foi utilizado o sinal de teste

Yer (t) = sin(wt) 4+ 0.18 sin(3wt) + 0.11 sin(5wt),

em que w = 27 f com a frequéncia fundamental
f = 60 Hz. Esse sinal é caracteristico em siste-
mas elétricos nos quais o nivel de tensao excede
o valor nominal da tensdo de um transformador.
Isso provoca o aumento da corrente de magnetiza-
¢ao do transformador, causando o surgimento de
componentes de 3* e 5* harménicas (Bollen and
Gu, 2006).

Conforme as recomendacoes da TEC 61000-4-
7, yir(t) fol amostrado em uma janela de 200 ms,
completando 12 ciclos da componente de frequén-
cia fundamental de 60 Hz. A taxa de amostragem
adotada foi 256 pontos por ciclo e a frequéncia de
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Figura 1: Erro residual (|r¥||2) em funcdo das ite-
ragoes

amostragem 15360 Hz. Assim, o vetor yy. con-
tendo o sinal amostrado tem 3072 elementos. Ao
vetor yy,. foi adicionado um ruido branco gaus-
siano com relagao sinal-ruido (SNR) de 40 dB.
Esse sinal com ruido é o vetor y que deve ser
decomposto por todos os algoritmos. O diciona-
rio ® foi montado conforme as Eqs. (4), (5) e (6)
com N = 3072. Assim, os atomos correspondem
a componentes senoides abrangendo frequéncias
desde 0 Hz até 7680 Hz, em uma grade com re-
solugao de 2,5 Hz. O parametro p utilizado pe-
los algoritmos ADMM foi 0,5. Nos algoritmos
LASSO-ADMM, FISTA e SpaRSA, o valor inicial
utilizado para o pardmetro \ foi 9,88 x 1075,

O critério de parada em todos os algoritmos
é quando ||r¥||y < e. Foi adotado o valor de € =
0, 3982, esse valor foi calculado baseado no SNR
de 40 dB. Existe um segundo critério de parada
nos algoritmos que limita o niimero de iteragoes
a quantidade de elementos no vetor do sinal de
entrada.

3.1 Andlise do nimero de iteragdes

O numero iteragoes dos algoritmos analisados estd
relacionado a velocidade em que esses estimam a
solu¢ao. Todos os algoritmos apresentam com-
plexidade computacional similar. Portanto, o nu-
mero de iteragoes necessario para atingir o critério
de parada é um indicador de desempenho do al-
goritmo. A Figura 1 mostra o comportamento do
erro residual (||r¥||2) ao longo das iteragoes.

E possivel observar que todos os algoritmos

atingem o critério de parada estabelecido, alguns
mais rapidamente (OMP e BP-ADMM) que ou-
tros (LASSO-ADMM, FISTA e SpaRSA). Todos
os algoritmos, com excecdo do SpaRSA, reduzem
significativamente o erro nas trés primeiras itera-
¢oes. O OMP atinge o critério de parada com 4
iteracoes e o BP-ADMM apresenta pequenas os-
cilagoes no valor do erro, encontrando a solugao
com 18 iteracoes. O LASSO-ADMM reduz a taxa
de decaimento do erro residual ao longo das ite-
ragoes, sendo necessaria 136 iteragoes para atingir
o critério de parada. O FISTA possui uma dina-
mica similar ao LASSO-ADMM, mas converge em
66 iteracoes. O SpaRSA, ao contrario do demais
algoritmos, nao reduz o erro nas 6 primeiras itera-
¢oes. Na 7 iteracao, o erro residual diminui para
valores préximos de €, mas apresenta varios picos
durante as 73 iteragOes necessarias para reduzir
|[r*||2 ao limite desejado.

3.2 Andlise da Esparsidade

A esparsidade foi medida pela quantidade de co-
eficientes diferentes de zeros no vetor x* quando
os algoritmos atingem a condicdo |[r¥||s < e. A
representacao pelo diciondrio ® do sinal de teste
Yy tem esparsidade igual a 6, j& que cada compo-
nente harmoénico do sinal (1%, 3* e 5* harménicas)
é representado por um atomo em cada um dos di-
cionarios C4f e Si. A esparsidade do vetor %*
encontrado por cada algoritmo é mostrada na Ta-
bela 1.

Tabela 1: Esparsidade de %*

Esparsidade
OMP 4
BP-ADMM 6
LASSO-ADMM 8
FISTA 10
SpaRSA 11

O OMP obteve o resultado mais esparso, iden-
tificando apenas 4 dos 6 coeficientes existentes no
sinal. Isso ocorre devido a existéncia de coefi-
cientes com amplitude inferior ao nivel de ruido
adotado. Nesse caso, a tolerancia ao erro pode
ser mais restritiva com o objetivo de alcancar re-
sultados mais precisos. O BP-ADMM identificou
os 6 coeficientes existentes no sinal. O LASSO-
ADMM, o FISTA e o SpaRSA identificaram res-
pectivamente 8, 10 e 11 coeficientes, portanto,
mais coeficientes que o necessdrio para represen-
tar o sinal. Para esses algoritmos, a esparsidade
depende da escolha do parametro A. A influéncia
de A na esparsidade foi testada repetindo-se os en-
saios com alteragao em seu valor. Os resultados
desses ensaios estao compilados na Tabela 2.

Para valores pequenos de A, os vetores resul-
tantes apresentaram uma grande quantidade de
coeficientes nao nulos, além de um grande ntmero



Tabela 2: Influéncia do A na esparsidade de x*

Coeficientes/N° de Iteragdes

A(x1072) LASSO FISTA SpaRSA
ADMM
0,00988  3120/3072 3100/3072 3169/3072
0,0988  2825/3072  2836/820  5242/3072
0,988 732/1312 738214 755/678
9,88 8/136 10/66 11/73
19,76 6/3072 6/3072 6/47

de iteragoes. Com o aumento no valor de A, fo-
ram diminuindo o nimero de coeficientes. O valor
adequado foi encontrado em A = 9,88 x 10~2 para
os trés algoritmos.

3.8 Erro de reconstrucao

A avaliacao da reconstrucgao do sinal foi realizada
pela diferenga entre o sinal de teste y, sem a adi-
¢ao de ruido e o sinal reconstruido com a mul-
tiplicagao do dicionario pelos coeficientes estima-
dos (®x). O critério de avaliagao adotado aqui é
o erro médio quadrdtico (EMQ) da reconstrugao,
calculado por

EMQ = |lys — %3 (24)

Todos os algoritmos apresentaram resultados
como EMQ na ordem de 10~?, conforme mostra
a Tabela 3. O BP-ADMM resultou na melhor re-
construcao do sinal, enquanto o OMP teve o maior
erro de reconstrugao.

Tabela 3: Erro de Reconstrucao

MSE (x1075)
OMP 4,48
BP-ADMM 0,44
LASSO-ADMM 2,25
FISTA 2,44
SpaRSA 2,20

A abordagem mais comum para a andlise de
contelido harmoénico é a identificagdo dos compo-
nentes de frequéncia e suas respectivas amplitu-
des. As frequéncias foram definidas pelos atomos
selecionados do diciondrio, e as amplitudes calcu-
ladas pela Eq. (7). Os valores obtidos e os erros
relativos entre os valores estimados e os valores
reais sao apresentados na Tabela 4.

O OMP apresentou a melhor estimativa dos
componentes de frequéncia, seguido pelo BP-
ADMM. Ambos obtiveram erros relativos menores

que 0,33%. O FISTA, o LASSO ¢ o SpaRSA tive-
ram resultados similares entre si, com erros de até
2,45%. Esses algoritmos identificaram pequenos
componentes de frequéncia adjacentes a compo-
nente de frequéncia fundamental (60 Hz). Entre-
tanto, esses componentes foram desconsiderados
por terem amplitudes muito pequena em relagao
as amplitudes do sinal. Porém a energia dispersa
neles aumenta o erro nos componentes verdadei-
ros.

4 Conclusoes

Nesse artigo comparou o desempenho dos algorit-
mos de decomposicao esparsa OMP, BP-ADMM,
LASSO-ADMM, FISTA e SpaRSA. Os critérios
avaliados foram o nimero de iteracoes, a esparsi-
dade do resultado e a qualidade na reconstrugao
de sinais elétricos contendo distor¢oes harmoni-
cas. O OMP apresentou a vantagem de nao de-
pender de parametros adicionais. Nos ensaios rea-
lizados, convergiu no menor nimero de iteragoes,
obteve o resultado mais esparso e a melhor esti-
macao de componentes de frequéncia. Portanto,
é o método mais adequado para analise de com-
ponentes harmonicos em sinais de qualidade de
energia. O algoritmo BP-ADMM obteve espar-
sidade ideal e o menor erro na reconstrugao do
sinal, porém com mais iteracoes e erros relativos
maiores no cdlculo dos componentes de frequéncia
quando comparado ao OMP. Portanto, pode ser
util em outras aplicagoes como remocao de ruido.
Os resultados obtidos por LASSO-ADMM, FISTA
e SpaRSA também foram esparsos e com pequeno
erro de reconstrucao. Entretanto, convergiram
com um numero maior de iteragoes quando com-
parados com o OMP e o BP-ADMM. Esses al-
goritmos sao dependentes do parametro de regu-
larizagao, e a sua escolha mostrou-se fundamen-
tal para desempenho adequado desses métodos.
Recomenda-se para trabalhos futuros a realizagao
da andlise dos algoritmos para decomposicao es-
parsa de sinais elétricos mais complexos, contendo
distor¢oes harmonicas e inter-hamonicas, transité-
rios, notches e outros problemas de qualidade de
energia.
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Tabela 4: Componentes de Frequéncia

Yir OMP BP ADMM LASSO ADMM FISTA SpaRSA
f (Hz) Amplitude (pu) /Erro (%)
60 1,00 1,0002/0,02 1,0021/0,21 0,995/0,50 0,9939/0,61 0,9937/0,63
180 0,18 0,1796/0,22 0,1794/0,33 0,1772/1,56 0,1772/1,56 0,1776/1,33
300 0,11 0,1098/0,18 0,1099/0,09 0,1073/2,45 0,1073/2,45 0,1076/2,18
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