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Abstract— The constant growth of electric energy consumption coupled with the use of intermittent sources,
propitiates active and reactive power injections are uncertain variables. Thus, this paper proposes a method of
solving the power flow equations expressed in terms of polar coordinates of bus voltages, considering uncertainties
associated with the power injections. IEEE-14 and IEEE-57 bus test systems are used for simulation of the results.
The Monte Carlo method and Interval Power Flow are used to validate the proposed method.
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Resumo— O constante crescimento do consumo de energia elétrica aliado à utilização de fontes intermitentes,
propicia que as injeções de potência ativa e reativa sejam variáveis incertas. Assim, este artigo propõe um
método de solução das equações do fluxo de potência expressas em termos das coordenadas polares das tensões
nas barras, considerando as incertezas associadas às injeções de potência. Sistemas testes IEEE-14 e IEEE-57
barras são utilizados para a simulação dos resultados. O método de Monte Carlo e Fluxo de Potência Intervalar
são utilizados para validar o método proposto.
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1 Introdução

A análise de fluxo de potência ao longo dos
anos tem sido uma ferramenta de suma importân-
cia para os engenheiros no planejamento e ope-
ração de sistemas elétricos de potência. Atra-
vés do cálculo de fluxo de potência é posśıvel de-
terminar os fluxos nos ramos da rede e as ten-
sões nas barras, dadas as condições de geração e
de carga. A modelagem do sistema é represen-
tada por um conjunto de equações e inequações
algébricas, que podem ser expressas em coorde-
nadas polares e coordenadas retangulares de ten-
são nas barras (Monticelli, 1983; Stagg and El-
Abiad, 1968).

O cálculo convencional de fluxo de potência
utiliza métodos determińısticos, isto é, as variá-
veis calculadas são valores únicos para uma dada
informação de geração e carga. Todavia, de-
vido o aumento dos recursos integrados de ener-
gia renovável nas redes elétricas, variações nas
cargas/geração, diferentes distúrbios, alterações
na topologia do sistema, entre outras, incerte-
zas são geradas. Dessa forma, as informações
obtidas pelo cálculo do fluxo de potência deter-
mińıstico não condiz com a realidade do sistema
(Pareja, 2009; de Souza Pereira et al., 2012). Por-
tanto, é necessário aplicar métodos mais eficientes
para a inclusão de incertezas nas simulações dos
problemas de fluxo de potência, de modo a gerar
resultados mais próximos da realidade.

O método clássico é a simulação de Monte
Carlo que utiliza séries de amostras aleatórias para
representar asvariáveis incertas. A precisão do re-
sultado final depende do número de simulações.
Apesar do esforço computacional, essa metodolo-

dia ainda é utilizada devido a sua flexibilidade de
representação de modelos de componentes e con-
dições operativas do sistema (Hajian et al., 2013).

Os métodos mais citados na literatura que in-
corporam as incertezas nos dados de entrada do
fluxo de potência são fluxo de potência probabi-
ĺıstico (FPP), fluxo de potência fuzzy (FPF) e
fluxo de potência intervalar (FPI). O FPP con-
sidera as incertezas presentes nos dados de en-
trada como variáveis aleatórias de natureza pro-
babiĺıstica. Basea-se em repetições de eventos ou
em dados experimentais (Hajian et al., 2013; Usa-
ola, 2009; Hu and Wang, 2006). Os cálculos de
FPF são considerados mais simples que o FPP. As
cargas e as gerações são representadas como núme-
ros fuzzy atráves de distribuições de possibilidades
(Bijwe et al., 2005). O FPI utiliza a aritmética
intervar para considerar os dados incertos do sis-
tema. Comparado aos métodos anteriores, é mais
simples e prático para avaliação de segurança do
sistema de energia elétrica(de Souza Pereira and
da Costa, 2014).

Existem ainda vários estudos que trabalham
com as incertezas no fluxo de potência, onde a
busca de métodos de alta precisão e fácil pro-
gramação tem sido alvo constante na literatura
(Wang and Alvarado, 1992; Bijwe et al., 2005; Pa-
reja, 2009; de Souza Pereira and da Costa, 2014;
Araújo and da Costa, 2016). Dessa forma, o mé-
todo proposto em Liao et al. (2017) considera as
equações do fluxo de potência expressas em ter-
mos das coordenadas retangulares das tensões nas
barras e, além disso, considera a inclusão do termo
referente à derivada de segunda ordem da série de
Taylor, no sentido de melhor quantificar o efeito
das incertezas, presentes nos dados de entrada, na



sáıda dos resultados. Neste contexto, o método
utiliza, além da matriz Jacobiana, a matriz Hes-
siana referente às equações do fluxo de potência.
As incertezas em estudo são as potências ativa e
reativa injetadas em cada barra.

O método apresentado em Liao et al. (2017) e
em de Mesquita Quintanilha and da Costa (2017)
expande as equações de fluxo de potência em
coordenadas retangulares em termos da série de
Taylor. No entanto, o artigo aqui proposto faz
a mesma expansão, só que com as equações de
fluxo de potência expressas em coordenadas pola-
res. Além disso, propõe avaliar a precisão e efici-
ência dos resultados em comparação a simulação
de Monte Carlo e Fluxo de Potência Intervalar,
quando as incertezas nas injeções de potência ativa
e reativa em cada barra são consideradas.

2 Equações de Fluxo de Potência com
Variavéis Intervalares

As equações básicas de injeção de potência em
coordenadas polares são dadas por:

Pk = Vk
∑
mεΩk

Vm(Gkm cos θkm +Bkm sin θkm) (1)

Qk = Vk
∑
mεΩk

Vm(Gkm sin θkm −Bkm cos θkm) (2)

De (1) e (2), (Gkm + jBkm) é o termo da
matriz admitância de barras referente à posição
k − m, Vk e Vm são os módulos das tensões nas
barras k e m, respectivamente, θkm = θk − θm
onde θk e θm são os ângulos de fase das tensões
nas barras k e m, respectivamente. Ωk é o con-
junto de barras adjacentes à barra k, incluindo a
própria.

As incertezas estão relacionadas às cargas e
as fontes intermitentes, que podem ser represen-
tadas usando o conceito simples da aritmética in-
tervalar, onde cada intervalo representa um nú-
mero real fixo entre os limites inferior e superior
do intervalo fechado, expresso como: [x] = [x, x] =
{x ∈ R : x ≤ x ≤ x}. Dessa maneira, as incerte-
zas nas potências ativa e reativa demandadas em
uma barra k são dadas por:

[PLk] = PLk(1 + [ξpk]) (3)

[QLk] = QLk(1 + [ξqk]) (4)

A faixa de variação nas injeções de potência
ativa e reativa de cada barra k, com k variando de
1 a n-barras, respectivamente é determinada por
ξpk e ξqk .

O modelo matemático de fluxo de potên-
cia com variáveis intervalares é representado pela
combinação das equações (1), (2), (3) e (4).

∆Pk = PGk − PLk(1 + [ξpk ])−

−Vk
∑
mεΩk

Vm(Gkm cos θkm +Bkm sin θkm) (5)

∆Qk = QGk −QLk(1 + [ξqk ])−

−Vk
∑
mεΩk

Vm(Gkm sin θkm −Bkm cos θkm) (6)

Onde: ∆Pk e ∆Qk são reśıduos de potência
ativa e reativa na devida ordem e PGk e QGk são
potências ativa e reativa geradas repectivamente.

O conjunto solução do modelo matemático ob-
tido por meio das equações algébricas não lineares
(5) e (6) podem ser agrupadas da seguinte forma:

F(x, [ξ]) =

[
∆P(x, [ξ])
∆Q(x, [ξ])

]
= 0 (7)

No conjunto de equações (7), x representa o
vetor da variável de estado e [ξ] o vetor das incerte-
zas associado às potências ativa e reativa injetadas
nas barras.

3 Expansão em Série de Taylor

A série de Taylor oferece uma alternativa para
calcular o valor da função em um ponto em termos
do valor da função e suas derivadas em um outro
ponto. A função real f é representada pela função
intervalar [f ] se f (x) ∈ [f ]([a,b]) ∀ x ∈ [a,b].

Uma função f pode ser expressa em termos de
suas primeiras n+1 derivadas cont́ınuas em um
intervalo [x], da seguinte forma:

[f ]([x]) = f (xc) + f ′(xc)[∆x] + · · ·

+ 1
n! f

n(xc)[∆x]n + 1
(n+1)! f

n+1(xc)[∆x]n+1
(8)

onde: xc = x+x
2 , [∆x] = [−(x−x2 ) e (x−x2 )].

Portanto, expandindo [7] em relação a ξ e le-
vando em consideração a equação (8), é pośıvel
afirmar que:

0 = F(xc, ξc) +

m∑
j=1

(
N∑
i=1

∂F

∂xi

∂xi
∂ξj

)∣∣∣∣∣
(xc,ξc)

∆ξj+

+
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

(
N∑
p=1

N∑
q=1

∂2F

∂xp∂xq

∂xp
∂ξi

∂xq
∂ξj

+

+2

N∑
p=1

∂2F

∂xp∂ξi

∂xp
∂ξj

+

N∑
p=1

∂F

∂xp

∂2xp
∂ξi∂ξj

+

+
∂2F

∂ξi∂ξq

)∣∣∣∣∣
(xc,ξc)

∆ξi∆ξj ]

(9)

A equação (9) é satisfeita quando:

F(xc, ξc) = 0 (10)



m∑
j=1

(
N∑
i=1

∂F

∂xi

∂xi
∂ξj

)∣∣∣∣∣
(xc,ξc)

∆ξj = 0 (11)

(
N∑
p=1

N∑
q=1

∂2F

∂xp∂xq

∂xp
∂ξi

∂xq
∂ξj

+ 2

N∑
p=1

∂2F

∂xp∂ξi

∂xp
∂ξj

+

+

N∑
p=1

∂F

∂xp

∂2xp
∂ξi∂ξj

+
∂2F

∂ξi∂ξq

)∣∣∣∣∣
(xc,ξc)

∆ξi∆ξj = 0

(12)

A equação de Taylor basicamente é dividida
em três conjuntos. A equação (10) é a solução do
fluxo de potência tradicional onde ξc = 0 e xc é a
solução do problema (tensão e ângulo das barras
do sistema). A solução do fluxo de potência é feita
pelo método padrão de Newton-Raphson expresso
em (13). {

−Jk∆xk = ∆Fk
xk+1 = xk + ∆xk

(13)

onde Jk é a matriz Jacobiana na iteração k, ∆Fk
e ∆xk são os vetores reśıduos e de correção das
variáveis de entrada, respectivamente.

O segundo conjunto de equações representado
pela equação (11) é a solução da expansão matri-
cial da equação (13) e pode ser vista em (14) para
j = 1, 2, · · · ,m.



∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
· · · ∂F1

∂xN

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
· · · ∂F2

∂xN

...
...

. . .
...

∂FN

∂x1

∂FN

∂x2
· · · ∂FN

∂xN





∂x1

∂ξj

∂x2

∂ξj

...

∂xN

∂ξj


+



∂F1

∂ξj

∂F2

∂ξj

...

∂FN

∂ξj


= 0

(14)

De maneira simplicada:

∂x

∂ξj
= −(Jk)−1 ∂F

∂ξj
(15)

O resultado obtido ∂x
∂ξ é a solução da derivada

primeira, calculada a partir da matriz Jacobiana
do fluxo de potência determińıstico.

O terceiro conjunto de equações representado
pela equação (12) é a solução da derivada segunda,
pode ser visto de forma expandida matricialmente
na equação (16).



∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
· · · ∂F1

∂xN

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
· · · ∂F2

∂xN

...
...

. . .
...

∂FN

∂x1

∂FN

∂x2
· · · ∂FN

∂xN





∂2x1

∂ξiξj

∂2x2

∂ξiξj

...

∂2xN

∂ξiξj


+



[
∂x
∂ξj

]T
H(F1)

[
∂x
∂ξj

]
[
∂x
∂ξj

]T
H(F2)

[
∂x
∂ξj

]
...[

∂x
∂ξj

]T
H(FN )

[
∂x
∂ξj

]


= 0

(16)

onde H(Fp), representa a matriz Hessiana da fun-

ção de Fp para p = 1, 2, ..., N e ∂2x
∂ξ2 a solução da

derivada segunda.

A equação (16) reduzida para j = 1, 2, ...,m,
onde m é o número de barras do sistema,pode ser
expressa:

−J
∂2x

∂ξiξj
=

[
∂x

∂ξj

]T
H(F1)

[
∂x

∂ξj

]
(17)

A soma dos três conjuntos apresentados ex-
pressam portando as soluções intervalares [x] da
forma apresentada:

[x] = xc +
∂x

∂ξ
[∆ξ] +

1

2

∂2x

∂ξ2


[∆ξ1∆ξ]
[∆ξ2∆ξ]

...
[∆ξm∆ξ]

 (18)

O Apêndice apresenta detalhes a respeito das
matrizes Jacobiana e Hessiana polares.

4 Resultados

Essa sessão é destinada a apresentação dos re-
sultados obtidos pelo método estudo para dois sis-
temas: IEEE-14 barras e IEEE-57 barras. O mé-
todo foi desenvolvido no ambiente MATLAB. A
tolerância adotada para a convergência dos fluxos
determińısticos é de 10−5.

Incertezas aleatórias nas demandas de potên-
cia ativa e reativa das barras são consideradas,
respeitando o limite do máximo carregamento do
sistema.

O metódo será comparado com a simulação
de Monte Carlo, com número de 1000 amostras.
As siglas FPPI e MC referem-se aos métodos de
fluxo de potência polar intervalar e Monte Carlo,
respectivamente.



4.1 Comparação de precisão de cálculo

As incertezas são valores aleatórios escolhidos
e nesse artigo ±10% são consideradas nas potên-
cia ativa e reativa demandadas, tanto no sistema
IEEE-14 quanto IEEE-57 barras.

Nas Tabelas 1, 2 e 3 são apresentados os re-
sultados intervalares de módulo das tensões, de
ângulo de fase das tensões e do fluxo de potência
ativa em ramos, respectivamente. As segundas
colunas de cada uma das tabelas apresentam os
respectivos valores determińısticos.

Tabela 1: Resultado intervalar do módulo da ten-
são - IEEE-14 barras

Barra
Magnitude de Tensão (pu)

V
FPPI MC

[V , V ] [V , V ]

1 1,060 [ 1,060; 1,060 ] [ 1,060; 1,060 ]
2 1,045 [ 1,045; 1,045 ] [ 1,045; 1,045 ]
3 1,010 [ 1,010; 1,010 ] [ 1,010; 1,010 ]
4 1,018 [ 1,015; 1,021 ] [ 1,016; 1,020 ]
5 1,020 [ 1,017; 1,022 ] [ 1,019; 1,021 ]
6 1,070 [ 1,070; 1,070 ] [ 1,070; 1,070 ]
7 1,062 [ 1,059; 1,064 ] [ 1,060; 1,064 ]
8 1,090 [ 1,090; 1,090 ] [ 1,090; 1,090 ]
9 1,056 [ 1,051; 1,060 ] [ 1,053; 1,060 ]
10 1,051 [ 1,047; 1,055 ] [ 1,048; 1,054 ]
11 1,057 [ 1,054; 1,060 ] [ 1,055; 1,059 ]
12 1,055 [ 1,053; 1,057 ] [ 1,054; 1,056 ]
13 1,050 [ 1,048; 1,053 ] [ 1,049; 1,052 ]
14 1,036 [ 1,030; 1,041 ] [ 1,032; 1,039 ]

Tabela 2: Resultado intervalar do ângulo de fase
- IEEE-14 barras

Barra
Ângulo de fase da Tensão (◦)

θ
FPPI MC

[θ; θ] [θ; θ]

1 0,00 [ -0,00; -0,00 ] [ -0,00; -0,00 ]
2 -4,98 [ -5,66; -4,31 ] [ -5,43; -4,49 ]
3 -12,73 [-14,24; -11,21 ] [-13,83; -11,47 ]
4 -10,31 [-11,51; -9,11 ] [-11,09; -9,44 ]
5 -8,77 [ -9,81; -7,74 ] [ -9,44; -8,06 ]
6 -14,22 [-15,85; -12,59 ] [-15,26; -13,28 ]
7 -13,36 [-14,86; -11,85 ] [-14,32; -12,32 ]
8 -13,36 [-14,86; -11,86 ] [-14,32; -12,32 ]
9 -14,94 [-16,61; -13,24 ] [-15,99; -13,81 ]
10 -15,10 [-16,78; -13,41 ] [-16,15; -13,97 ]
11 -14,79 [-16,46; -13,12 ] [-15,83; -13,76 ]
12 -15,08 [-16,79; -13,36 ] [-16,18; -14,08 ]
13 -15,16 [-16,88; -13,44 ] [-16,27; -14,17 ]
14 -16,03 [-17,83; -14,23 ] [-17,18; -14,88 ]

Nas Figuras 1 e 2 são apresentados os resulta-
dos intervalares de limites inferiores e superiores
do módulo das tensões e de ângulo de fase das
tensões, respectivamente, para o sistema IEEE-57
barras dos três métodos: FPPI, FPI e MC.

Como desejado, em ambos os sistemas é pos-
śıvel observar que os valores intervalares gerados
pelo método MC estão contidos nos respectivos

Tabela 3: Resultado intervalar do fluxo de potên-
cia ativa - IEEE-14 barras

Linha
Fluxo de potência ativa (MW)

Pkm
FPPI MC

[Pkm;Pkm] [Pkm;Pkm]

1-2 156,88 [136,56; 177,27] [144,34; 171,10]
1-5 75,51 [ 66,92; 84,07] [ 70,52; 81,07]
2-3 73,24 [65,62; 80,86] [ 67,35; 79,32]
2-4 56,13 [ 50,64; 61,60] [52,75; 59,69]
2-5 41,52 [37,57; 45,45] [39,46; 43,58]
3-4 -23,29 [-25,51; -21,05] [-25,86; -20,73]
4-5 -61,16 [-67,26; -54,98] [-66,56; -55,87]
4-7 28,07 [25,38; 30,73] [26,36; 29,10]
4-9 16,08 [14,55; 17,59] [15,90; 16,64]
5-6 44,09 [39,40; 48,74] [ 41,46; 45,34]
6-11 7,35 [ 6,47; 8,24] [6,19; 8,47]
6-12 7,79 [6,96; 8,61] [7,22; 8,08]
6-13 17,75 [15,85; 19,64] [16,09; 18,84]
7-8 0,00 [-0,02; 0,02] [ 0,00; 0;00]
7-9 28,07 [ 25,35; 30,75] [26,39; 29,03]
9-10 5,23 [4,83; 5,62] [5,22; 5,29]
9-14 9,43 [ 8,57; 10,26] [ 9,11; 9,97]
10-11 -3,79 [-4,29; -3,27] [-4,59; -3,15]
12-13 1,61 [1,41; 1,81] [1,23; 1,84]
13-14 5,64 [ 4,95; 6,33] [4,97; 6,16]
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Figura 1: Resultado intervalar do módulo da Ten-
são - IEEE-57 barras

valores intervalares gerados pelo método proposto
FPPI. Além disso, é posśıvel observar que as faixas
geradas por ambos os métodos são diferentes. Es-
tas diferenças podem ser quantificadas tomando o
método MC como referência. Assim, por exemplo,
para o módulo de tensão na barra 10 do sistema
IEEE-14 barras, um desvio absoluto percentual de
0,095% pode ser observado tanto para o limite in-
ferior quanto para o limite superior da faixa. Da
mesma forma, desvios de 1,49% e 4,25% podem
ser observados para os limites inferior e superior
da faixa do fluxo de potência ativa no ramo 6-13.

As faixas geradas pelo método FPPI, além de
contemplarem integralmente as respectivas faixas
geradas pelo método MC, são menores que aquelas
constitúıdas pelo método FPI.
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Figura 2: Resultado intervalar do ângulo da ten-
são - IEEE-57 barras

4.2 Impacto do ńıvel de incertezas ξ nos resulta-
dos intervalares

Nas Figuras 3 e 4 são apresentados os resul-
tados intervalares de módulo das tensões e de ân-
gulo de fase das tensões, respectivamente, para o
sistema IEEE-14 barras, à medida que o ńıvel de
incertezas das injeções de potência é aumentado.
Como observado, as faixas dos resultados interva-
lares geradas aumentam em função do aumento
do ńıvel de incerteza.
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Figura 3: Resultado intervalar do módulo de ten-
são em função de ξ IEEE-14 barras

4.3 Impacto do ńıvel de carregamento do sistema
nos resultados intervalares

Seja o sistema IEEE-57 barras submetido a
um aumento de 50% em todas as cargas ativa e re-
ativa. O ńıvel de incerteza aleatório considerado
para as demandas de potência ativa e reativa é
±10. Nas Figuras 5 e 6 são apresentados os re-
sultados intervalares de módulo das tensões e de
ângulo de fase das tensões, respectivamente.
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Figura 4: Resultado intervalar do ângulo da ten-
são em função de ξ IEEE-14 barras
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Figura 5: Resultado intervalar do módulo de ten-
são - IEEE-57 barras - carga pesada
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Figura 6: Resultado intervalar do ângulo da ten-
são - IEEE-57 barras - carga pesada

Das Figuras 5 e 6 é posśıvel observar que com
incremento de carga, ambos os métodos geram um
aumento na faixa do módulo da tensão. Além
disso, os valores intervalares gerados pelo método
MC estão contidos nos respectivos valores gera-



dos pelo método proposto FPPI. Por outro lado,
os valores intervalares de ângulo de fase das ten-
sões geradas pelo método MC estão contidos nos
respectivos valores gerados pelo método proposto
FPPI, com exceção das barras 25, 30, 31, 32 e 33.
No entanto, tal fato pode também ser observado
no artigo referência (Liao et al., 2017), com rela-
ção ao módulo das tensões nas barras calculado
para o caso base e com um ńıvel de incerteza de
±20.

4.4 Comparação de tempo computacional

O método FPPI é testado em diferentes siste-
mas, incluindo os sistemas IEEE 14-barras, IEEE
57-barras, IEEE 300-barras e 1768 barras. Consi-
derando que a precisão do cálculo do método de
MC está intimamente relacionada aos números de
amostragem; 1000 amostras são utilizadas para to-
dos os sistemas. Os testes realizados para a vari-
ação das incertezas do sistema IEEE-300 barras
respeitou o limite do máximo carregamento apre-
sentado em Leite and da Costa (2003).

Os tempos de computação totais para os dois
métodos em diferentes ńıveis de variação são apre-
sentados na Tabela 4.

Tabela 4: Comparação do tempo computacional
em relação a ξ

Sistema
teste

Variação Tempo de simulação, (s)
% FPPI MC

IEEE-14
5 0,094 5,297
10 0,125 5,093
20 0,094 5,374

IEEE-57
5 0,125 12,608
10 0,141 12,374
20 0,125 13,473

IEEE-300
1,5 1,562 97,775
2 1,913 103,934
3 1,960 106,122

1768 barras
5 152,422 2019,779
10 153,895 2037,607
20 159,149 2037,607

Como esperado, o tempo computacional mos-
trado na Tabela 4 requerido pelo método FPPI
é muito inferior quando comparado ao tempo da
simulação de MC.

5 Conclusões

Este trabalho propõe um método de solução
de fluxo de potência em coordenadas polares, atra-
vés da expansão da série de Taylor, quando as in-
certezas nas demandas de potência ativa e reativa
são consideradas.

O FPPI por meio dos cálculos apresentados
produz resultados com faixas próximas dos resul-
tados obtidos via MC, e, além disso, com melhor
tempo computacional. As faixas geradas pelo mé-
todo proposto para as variáveis contemplam in-

tegralmente as respectivas faixas geradas pela si-
mulação de MC e são menores que aquelas consti-
túıdas pelo método FPI. Em todos as simulações
pode ser observado que o valor determińıstico de
uma determinada grandeza está dentro da faixa
gerada pelo método proposto.
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Apêndice

A matrix Jacobiana J pode ser escrita da
forma:

J =

 ∂∆P
∂θ

∂∆P
∂V

∂∆Q
∂θ

∂∆Q
∂V

 =

H N

M L

 (19)

Os elementos das submatrizes H, N, M e L
são dados por:

Hkm = VkVm(Gkmsenθkm −Bkmcosθkm) (20)

Hkk = −Qk − V 2
k Bkk (21)

Nkm = Vk(Gkmcosθkm +Bkmsenθkm) (22)

Nkk =
Pk + V 2

k Gkk
Vk

(23)

Mkm = −VkVm(Gkmcosθkm +Bkmsenθkm) (24)

Mkk = Pk − V 2
k Gkk (25)

Lkm = Vk(Gkmsenθkm −Bkmcosθkm) (26)

Lkk =
Qk − V 2

k Bkk
Vk

(27)

A matriz Hessiana H é otida por dois blocos
HPk HQk, que representam as derivadas em rela-
ção a potência ativa P e reativa Q em cada barra
k repectivamente, como:

HPk
=



∂2Pk

∂x2
1

∂2Pk

∂x1∂x2
· · · ∂2Pk

∂x1∂xN

∂2Pk

∂x2∂x2

∂2Pk

∂x2
1

· · · ∂2Pk

∂x2∂xN

...
...

. . .
...

∂2Pk

∂xN∂x1

∂2Pk

∂xN∂x2
· · · ∂2Pk

∂x2
N


(28)

HQk
=



∂2Qk

∂x2
1

∂2Qk

∂x1∂x2
· · · ∂2Qk

∂x1∂xN

∂2Qk

∂x2∂x2

∂2Qk

∂x2
1

· · · ∂2Qk

∂x2∂xN

...
...

. . .
...

∂2Qk

∂xN∂x1

∂2Qk

∂xN∂x2
· · · ∂2Qk

∂x2
N


(29)

onde:



∂2Pk
∂2θk

= 0, ∂2Pk
∂θk∂θm

= −Mkm,

∂2Pk
∂θk∂Vk

= 0, ∂2Pk
∂θk∂Vm

= Lkm

∂2Pk
∂θm∂k

= 0, ∂2Pk
∂θ2m

= Mkm,

∂2Pk
∂θm∂Vk

= 0, ∂2Pk
∂θm∂Vm

= −Lkm

∂2Pk
∂2Vk

= − Pk

V 2
k
, ∂2Pk

∂Vk∂Vm
= Nkm

Vk
,

∂2Pk
∂Vk∂θk

= −2VkBkk,
∂2Pk

∂Vk∂θm
= Hkm

Vk

∂2Pk
∂Vm∂θk

= 0, ∂2Pk
∂Vm∂θm

= Hkm
Vm

,

∂2Pk
∂Vm∂Vk

= 0, ∂2Pk
∂V 2

m
= 0

(30)



∂2Qk
∂2θk

= 0, ∂2Pk
∂θk∂θm

= Hkm,

∂2Qk
∂θk∂Vk

= 0, ∂2Qk
∂θk∂Vm

= −Nkm

∂2Qk
∂θm∂θk

= 0, ∂2Qk
∂θ2m

= −Hkm,

∂2Qk
∂θm∂Vk

= 0, ∂2Qk
∂θm∂Vm

= Nkm

∂2Qk
∂2Vk

= −Qk

V 2
k
, ∂2Qk

∂Vk∂Vm
= Lkm

Vk
,

∂2Qk
∂Vk∂θk

= −2VkGkk,
∂2Qk
∂Vk∂θm

= Mkm
Vk

∂2Qk
∂Vm∂θk

= 0, ∂2Qk
∂Vm∂θm

= Mkm
Vm

,

∂2Qk
∂Vm∂Vk

= 0, ∂2Qk
∂V 2

m
= 0

(31)


