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Abstract— The present work shows how the regularization of RBF can be performed using information from
Gabriel’s Graph data representation. The parameters of RBF radial functions are extracted directly from the
structure of the graph and the regularization is performed removing radial functions, also using features from
this data representation. In conclusion, the work finds ideal conditions for the regularization of RBF networks
from the information obtained from Gabriel’s Graph.
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Resumo— O presente trabalho mostra como a regularização de RBF pode ser realizada a partir de informações
extráıdas da representação dos dados via Grafo de Gabriel. Os parâmetros das funções radiais da RBF (centros
e raios) são extráıdos diretamente da estrutura do grafo e a regularização é feita através da eliminação de
funções utilizando também caracteŕısticas dessa representação. O trabalho determina as condições ideais para a
regularização de redes RBF a partir das informações obtidas com o grafo.
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1 Introdução

Parte fundamental no desenvolvimento de qual-
quer classificador é a sua regularização. Uma vez
que o modelo é obtido através de um conjunto de
treinamento, é preciso extrair informações desse
modelo que indiquem a sua generalização. O clas-
sificador com baixa generalização acaba se tor-
nando especialista no conjunto de treinamento
(overfitting), portanto com desempenho prejudi-
cado para um conjunto de teste. Por outro lado,
o classificador com generalização muito alta pouco
aprendeu do conjunto de teste, portanto também
tem o desempenho prejudicado. O objetivo da re-
gularização é encontrar o grau de generalização
que minimiza o erro de teste através de indicado-
res extráıdos do modelo. Este trabalho investiga
como a informação estrutural dada por Grafos de
Gabriel (Zhang and King, 2002) pode ser aplicada
ao processo de regularização de redes neurais RBF
(Radial Basis Function) (Haykin, 1999).

No caso das redes RBF é mostrado que a mag-
nitude do vetor de pesos da camada de sáıda in-
dica generalização: quanto maior a norma, menor
o grau de generalização (Haykin, 1999). Outro
indicativo é a quantidade de funções radiais que
projetam a camada escondida da rede. Este tra-
balho propõe a escolha dessas funções a partir de
informações extráıdas do Grafo de Gabriel.

Em seu artigo de 2002, Zhang apresenta um
estudo sobre a relação entre as SVMs (Boser
et al., 1992) e o Grafo de Gabriel, o que motivou
o desenvolvimento do método CG-RBF (Torres
et al., 2013) que utiliza o grafo para estimar os

parâmetros de RBF e apresenta resultados pro-
missores quando comparados a uma SVM (Boser
et al., 1992). Além disso, trabalhos recentes têm
demonstrado que classificadores eficientes podem
ser projetados apenas utilizando caracteŕısticas
extráıdas dessa estrutura de dados (Torres, Castro
and Braga, 2015) (Torres, Castro, Coelho, Torres
and Braga, 2015).

Outra forma de estimar centros e raios das
funções radiais de uma RBF é através de heu-
ŕısticas como K-médias e suas variações (Sing
et al., 2003): Fuzzy C-means (FCM), redes Self-
Organizing Maps (SOM) (Bouchired et al., 1998)
e winner-takes-all (WTA). Já o método CG-RBF
(Torres et al., 2013), mencionado anteriormente,
não utiliza parâmetros para essa estimativa, uma
vez que toda a informação é extráıda diretamente
das relações espaciais dos dados representada pelo
Grafo de Gabriel.

Em sua abordagem, o CG-RBF realiza a regu-
larização através da filtragem de rúıdo e escolha de
funções radiais. Essa escolha é feita considerando,
após a filtragem, os vértices do grafo que fazem
conexão entre classes distintas, chamados Veto-
res de Suporte Estruturais (VSE)(Torres, Castro,
Coelho, Torres and Braga, 2015). Essa estratégia
parte do pressuposto de que os vértices que fazem
essas conexões estão na margem de separação en-
tre classes. Os VSE são dados cŕıticos para os
classificadores baseados no grafo de Gabriel, pois
determinam sua superf́ıcie de decisão.

Para investigar o comportamento dos VSE na
determinação dos parâmetros das funções radiais,



o presente trabalho propõe uma comparação entre
duas posśıveis interpretações para os VSE: indica-
dores de rúıdo, portanto as funções radiais asso-
ciadas a estes vértices são eliminadas para reali-
zarmos a regularização; indicadores de margem,
portanto as funções radiais associadas aos VSE
são mantidas e as demais eliminadas. O objetivo
aqui é então inferir a sua importância e função na
regularização do modelo. O grafo realiza o papel
de extrator de caracteŕısticas para regularização
de redes RBF.

O restante do trabalho está organizado da se-
guinte forma: na próxima seção, um breve refe-
rencial teórico sobre teoria de grafos e o Grafo de
Gabriel. Na Seção 3, a primeira parte da meto-
dologia aborda os VSE como indicadores de rúıdo
e a segunda parte trata dos VSE como indicado-
res de margem. Na Seção 4, os resultados para
as duas metodologias propostas são apresentados
para uma base de dados sintética e também para
bases reais. Por fim, na Seção 5, a conclusão.

2 Referencial Teórico

2.1 Teoria de Grafos

Um grafo G(V,E) é uma estrutura matemática re-
presentada por um conjunto dos vértices V e um
conjunto de pares ordenados E de V , chamados
arestas do grafo G. Diversos problemas reais po-
dem ser modelados através de grafos, como redes
de computadores, perfis em redes sociais, ruas e
esquinas de uma cidade (Bondy and Murty, 1976).
Neste trabalho, um grafo especial é utilizado para
modelar a estrutura de um conjunto de dados e
extrair informações da relação espacial entre as
amostras: o Grafo de Gabriel.

2.2 O Grafo de Gabriel

Considere um conjunto de dados X =
{(xi, di)|i = 1, ..., N}, em que di ∈ D = {+1,−1}
e xi ∈ Rn, o grafo de Gabriel GG de D
com vértices V = {xi ∈ X|i = 1, ..., N} tem
aresta E de vértices xi e xj se, e somente se,
δ(xi, xj)

2 ≤ [δ(xi, xk)2 + δ(xj , xk)2], ∀xkεV e
i 6= j 6= k, em que δ(·, ·) é a distância euclidiana.

Um importante subconjunto de V é o con-
junto de vértices xi e classe di que formam arestas
com vértices xj e classe dj 6= di, chamado de Veto-
res de Suporte Estruturais (VSE) (Torres, Castro
and Braga, 2015).

2.3 Treinamento da Rede RBF

Considere um conjunto de dados X = {xi} |i =
1, ..., N , xi ∈ <n, associado aos rótulos D = {di},
di ∈ {+1,−1}. Considere ainda a rede RBF em
que H, Equação (1), é a projeção dos padrões de
entrada pelas funções radiais hk(xk, zk), e zk =
{ck, rk} |k = 1, ..., p são os parâmetros estimados

de centro e raio, e p é o número de funções radiais.
O vetor w corresponde aos pesos da camada de
sáıda da rede.

H =

h1(x1, z1) h2(x1, z2) ... hp(x1, zp)
h1(x2, z1) h2(x2, z2) ... hp(x2, zp)

... ... ... ...
h1(xN , z1) h2(xN , z2) ... hp(xN , zp)

 (1)

O treinamento da rede é feito através da mi-
nimização da Equação (2), que representa o erro
entre os rótulos com penalização para valores altos
de wj . A minimização segue o desenvolvimento
mostrado nas Equações (3) - (5).

J =

N∑
i=1

(
di − d̂i

)2
+

p∑
j=1

λjw
2
j (2)

∂J

wj
=
∂J

wj

N∑
i=1

(
di − d̂i

)2
+
∂J

wj

p∑
j=1

λjw
2
j = 0 (3)

2

N∑
i=1

(
d̂i − di

)
h(xj , zj) + 2λjwj = 0 (4)

N∑
i=1

d̂ih(xj , zj) + λjwj =

N∑
i=1

dih(xj , zj) (5)

Em sua forma matricial, a Equação (5) é dada
pela Equação (6), onde H é a matriz de projeção
de entrada, d̂ = Hw, sáıda da rede, λ é um parâ-
metro de regularização, Ip é a matriz identidade
de dimensão p e d é o vetor de rótulos.

HT d̂+λIpw = HTd (6)

O vetor de pesos w da camada de sáıda da
RBF será obtido através da Equação (7).

w =
(
HTH + λIp

)−1
HTD (7)

A classificação final é obtida através da sim-
plificação mostrada na Equação (8), em que sgn(·)
representa a função sinal.

d̂∗ = sgn(Hw) (8)

O erro de classificação ei de um dado xi é ob-
tido conforme a Equação (9), com valores posśıveis
de {0, 1}, devido à simplificação realizada.

ei =
(di − d̂∗i )2

4
(9)



3 Metodologia

3.1 Estimativa de Parâmetros das funções radi-
ais da RBF

As propriedades do Grafo de Gabriel podem ser
utilizadas para estimar os centros e raios das fun-
ções radiais da RBF. As funções radiais são defi-
nidas aqui como uma função gaussiana h(x, z) =

exp
(
‖x−c‖2
2σ2

)
, onde z = {c, σ}.

Considere um conjunto de dados X =
{xi} |i = 1, ..., N , xi ∈ <n, associado aos rótu-
los D = {di}, di ∈ {+1,−1}. GGX(V,E) é o
Grafo de Gabriel resultante do conjunto de dados
X. O centro ci, parâmetro de zi = {ci, ri} da
função radial hi(xi, zi), é estimado como o vértice
vi ∈ GGX(V,E). O raio σi é estimado como a
média da metade do comprimento de toda aresta
ej ∈ GGX(V,E) associada ao vértice vi. Um
exemplo é mostrado na Figura 1.

Figura 1: Centros (pontos) e raios (ćırculos) da
RBF estimados através das propriedades do Grafo
de Gabriel.

A avaliação dos padrões de entrada pelas fun-
ções radiais resultam na matriz de projeção H,
Equação (1).

3.2 Regularização via parâmetro λ

A escolha do parâmetro de regularização λ, Equa-
ção (2), é feita através da minimização do erro de
teste. A estimativa do erro de teste, por sua vez,
é feita através de LOOCV (Leave One Out Cross
Validation), conforme a Equação (10)

LOOCV =
1

N

N∑
k=1

([
Hw(k)

]
k
− dk

)2
, (10)

onde [Hw]k representa a estimativa d̂k e w(k) é o
vetor de pesos calculado através da Equação (7),

retirando-se a linha k de H. Uma versão sim-
plificada de LOOCV, mostrada na Equação (11),
retorna o erro de validação cruzada em unidade
de amostras rotuladas erroneamente por amostra.
A Equação (11) foi obtida da Equação (10) da se-
guinte maneira: (i) caso a função sgn(·) retorne a
mesma classe dk, o resultado contribui com zero
no somatório. (ii) caso sgn(·) seja diferente de dk,
o resultado será 2 ou −2, que contribui com +1
no somatório. Portanto, LOOCV ∗ pode ser en-
tendida como Ne

N , onde Ne é número de amostras
rotuladas erroneamente.

LOOCV ∗ =
1

N

N∑
k=1

(
sgn(

[
Hw(k)

]
k
)− dk

)2
4

(11)
A regularização é feita, então, penalizando os

valores altos de wi.

3.3 Regularização por eliminação de funções ra-
diais - Proposta I

Além da regularização feita ajustando o valor de
λ, este trabalho busca investigar o efeito de regu-
larização provocado pela eliminação de algumas
funções radiais. Essa eliminação é baseada nos
vértices pertencentes ao conjunto chamado Veto-
res Suporte Estruturais (VSE), que são os vértices
do grafo que têm conexão com vértices de classe
oposta.

A estratégia é retirar a função radial hi as-
sociada a um vértice vi que tem conexão com a
classe oposta - ou seja, um vértice vi ∈ S, sendo
S o conjunto de vértices VSE. Foram projetados
testes para investigar esse comportamento.

Os testes foram realizados na base de da-
dos spiral para valores de desvio padrão dp entre
[0.01,0.20; por 0.01], como são mostrados alguns
exemplos na Figura 2. Quanto maior o valor de
dp, maior a sobreposição das espirais e, consequen-
temente, maior o rúıdo nos dados. Para cada base
de dados foi calculado o LOOCV ∗ (Equação (11))
para 4 diferentes configurações: primeiro, sem re-
gularização, w é calculado como na Equação (7)
para λ = 0. Na segunda configuração foi escolhido
o valor de λ que minimiza a Equação (10). Para a
terceira e quarta configurações foram repetidas as
escolhas de λ do primeiro e segundo, porém com
a eliminação das funções radiais hi associadas a
vértices vi que têm aresta com vértices de classes
diferentes. A Tabela 1 resume as configurações
descritas (Config 1 - Config 4), e os resultados es-
tão apresentados na Figura 3.

A minimização da Equação (10) para obten-
ção de λ ótimo nas configurações 2 e 4, Tabela
1, foi feita através do método Brent. Além dos
resultados de LOOCV ∗ para cada configuração,
também foi registrado o valor de λ ótimo para
cada passo do teste.



Figura 2: Base de dados spiral gerada
com diferentes valores de desvio padrão:
[0.01,0.06,0.13,0.2].

3.4 Regularização por eliminação de funções ra-
diais - Proposta II

Na primeira proposta foi investigado o compor-
tamento da tentativa de regularização através da
eliminação de funções radiais associadas aos VSE.
Na proposta II a intuição oposta é desenvolvida:
os VSE como indicadores de margem. As funções
radiais hi associadas a vértices que fazem cone-
xão com a classe oposta são mantidas e todas as
demais são eliminadas. A estimativa dos raios e
o treinamento da rede RBF são feitos como nas
Seções 3.1 e 2.3, respectivamente.

No Grafo de Gabriel, um vértice que faz co-
nexão com a classe oposta é crucial para a clas-
sificação (Torres, Castro and Braga, 2015): em
problemas sem sobreposição de classes eles estão
na margem de separação. Já em problemas com
sobreposição de classes, são posśıveis candidatos a
rúıdo. Assim, intuitivamente, espera-se que a eli-
minação de funções radiais feita na Seção 3.3 te-
nha melhor desempenho para base de dados com
sobreposição, e que a proposta da seção atual te-

Tabela 1: Retirada de funções radiais hi e λ para
cada configuração. As configurações 3 e 4 são re-
ferentes a proposta I, enquanto 5 e 6 são referentes
a proposta II.

Configuração
Retirada de Funções

Radiais hi
λ

Config 1 Nenhuma 0
Config 2 Nenhuma ótimo
Config 3 associadas aos VSE 0
Config 4 associadas aos VSE ótimo
Config 5 não associadas aos VSE 0
Config 6 não associadas aos VSE ótimo

Figura 3: Resultados de testes feitos na base spi-
ral. 1) λ = 0 sem eliminação de hi; 2) λ escolhido
min Equação (10) sem eliminação de hi; 3) λ = 0
com eliminação de hi; 4) λ escolhido min Equação
(10) com eliminação de hi.

nha melhor desempenho em bases de dados não
sobrepostas.

O experimento descrito na Seção 3.3 foi repe-
tido para o cenário atual acrescentando duas novas
configurações para comparação: cofiguração 5, hi
associadas aos VSE são mantidas e as demais eli-
minadas, e λ = 0. A configuração 6 representa a
mesma configuração anterior, porém para λ esco-
lhido através da minimização da Equação (10). A
Tabela 1 também resume as configurações 5 e 6.

Na seção seguinte os resultados dos testes são
apresentados e discutidos. Além disso, também
são apresentados testes em base de dados reais.

4 Resultados

Para melhor compreensão, os resultados estão or-
ganizados em três subseções: (1) Os resultados da
proposta I de eliminação de funções radiais são
comparados com não eliminação, e com a regu-
larização via parâmetro λ; (2) São adicionados à
discussão os resultados da proposta II compara-
dos com os demais resultados obtidos; e (3) Expe-
rimentos em bases de dados reais são realizados e
discutidos.

4.1 Resultados - Proposta I

Para cada valor de desvio padrão dp associado à
distribuição que gerou a base spiral de teste, foi
calculado o valor de LOOCV, para as 4 diferen-
tes configurações (Tabela 1). Este resultado está
apresentado na Figura 3.



Figura 4: Valores escolhidos de λ para os testes
realizados. 1) λ = 0 sem eliminação de hi; 2) λ
escolhido min Equação (10) sem eliminação de hi;
3) λ = 0 com eliminação de hi; 4) λ escolhido
minimizando a Equação (10) com eliminação de
hi.

Apesar do pior desempenho para baixos va-
lores de dp (que representa o rúıdo na base de
dados), a configuração 3, que representa a elimi-
nação de funções radiais e λ = 0, consegue bons
resultados para valores mais altos de dp. Chega,
inclusive, a ter melhores resultados de LOOCV
do que a regularização sem eliminação de hi. A
combinação ”regularização mais eliminação”de hi
obteve o melhor resultado para qualquer valor de
dp.

As conclusões da Figura 3 devem estar acom-
panhadas das informações da Figura 4, que mostra
os valores do λ escolhido em cada teste. Observa-
se que para o grupo 2 (regularização sem elimina-
ção de hi) λ é crescente em relação a dp. Com essa
mesma observação, concluimos também que a eli-
minação de funções radiais contribui para valores
menores de λ que, na regularização, foi mantido
aproximadamente constante em torno de 0.34.

Os resultados indicam que a eliminação de
funções radiais pode ter caráter regulatório dife-
rente da regulação pela magnitude de w.

4.2 Resultados - Proposta II

A proposta II procurou manter as funções radiais
associadas aos VSE e eliminar as demais, conside-
rando a intuição de que os VSE são indicadores
de margem. Esse resultado está apresentado nas
Figuras 5 e 6.

Figura 5: Dois novos grupos adicionados a Figura
3 para comparação: 5) hi centradas nos VSE e
λ = 0; 6) hi centradas nos VSE e λ escolhido min
Equação (10).

As configurações ı́mpares têm o parâmetro de
regularização λ = 0. A configuração 5 apresenta
desempenho superior ao da configuração 3 para
baixos valores de dp, e desempenho similar para
os demais valores. É válido lembrar que, na confi-
guração 5, as funções radiais associadas aos VSE
são escolhidas, ao contrário da configuração 3, que
é associada aos demais vértices. Era esperado que
a configuração 3 representasse bem as bases de da-
dos com sobreposição e a configuração 5, as bases
não sobrepostas. No entanto, isso não acontece.
Os resultados da Figura 5 sugerem que a repre-
sentatividade dos VSE é superior.

As configurações de números pares têm λ es-
colhido para minimizar a Equação (10). As con-
figurações 2 e 6 apresentam comportamento pare-
cido tanto no gráfico da Figura 5 quanto na Fi-
gura 6. Em ambos os casos o valor de λ cresce
à medida que a sobreposição de dados aumenta.
O mesmo não acontece para a configuração 4, que
apresenta o melhor resultado de todos os grupos
para qualquer valor de dp. Uma particularidade
da configuração 4 é que ela elimina mais funções
radiais para maiores valores de dp, ao contrário da
configuração 6, que acrescenta. Os valores de λ na
configuração 4 na Figura 6 realmente se destacam.

4.3 Bases de dados reais

Experimentos em base de dados reais também fo-
ram realizados para investigar o desempenho das
metodologias propostas. 14 bases de dados reais
binárias extráıdas do UCI (Dheeru and Karra Ta-
niskidou, 2017) foram utilizadas, exceto por bre-
astHess, um problema de expressão genética (Hess
et al., 2006). Mais informações sobre as bases
de dados utilizadas são apresentadas na Tabela



Figura 6: Valores escolhidos de λ para os testes
realizados. (1-4) v. Figura 4. 5) hi centradas
nos VSE e λ = 0; 6) hi centradas nos VSE e λ
escolhido minimizando a Equação (10).

2. Os dados passaram por um pré-processamento
de remoção de valores faltantes e reescala entre
{−1, 1}. As bases de dados segmentation e glass
não são originalmente binárias, mas foram reduzi-
das como mostrado em (Castro and Braga, 2013).
A estimativa do erro de teste é feita da mesma
forma que os experimentos anteriores: LOOCV,
Equação (11). Os resultados são mostrados nas
Tabelas 3 e 4 e avaliam a performance das 6 dife-
rentes configurações propostas (Tabela 1) por LO-
OCV.

Para comparação entre a performance das
diferentes configurações foi utilizado o teste de
Friedman. Quanto menor o valor da média do
Rank(L), melhor a performance da configuração,
como pode ser verificado na Tabela 5.

Os experimentos mostram que, para as bases
de dados reais analisadas, o efeito da regulariza-
ção através da eliminação de funções radiais só
aparece se a regularização feita através da otimi-
zação de λ não for realizada. Tendo em vista o
custo de um algoritmo de otimização, podemos
concluir que a eliminação de funções radiais uti-
lizando caracteŕısticas do grafo de Gabriel para
regularização é promissora.

5 Conclusão

O trabalho investiga caracteŕısticas que levam à
generalização em classificadores RBF usando in-
formações extráıdas da representação Grafo de
Gabriel dos dados. Um conjunto especial de amos-
tras é extráıdo do grafo e chamado de Vetores de
Suporte Estruturais (VSE). A representação é uti-
lizada não apenas para estimar os parâmetros das
funções radiais da RBF, como também para eli-

Tabela 2: Informações sobre as 14 bases de dados
reais em que os experimentos foram realizados.

Base de dados abv Amostras Atributos

Segmentation seg 210 18
Glass gla 214 9
Appendicitis app 106 7
Ionosphere ion 351 33
Breastcancer bre 683 9
Australian aus 690 14
Diabetes dia 768 8
BreastHess bhe 133 30
Bupa bup 345 6
Haberman hab 306 3
Banknote ban 1372 4
Fertility fer 100 9
Parkinons par 195 22
ILPD ilp 579 10

Tabela 3: Resultado de LOOCV para as configu-
rações 1, 2 e 3.

abv Config1 Config2 Config3

seg 0.114 0.014 0.224
gla 0.061 0.033 0.107
app 0.255 0.142 0.226
ion 0.453 0.046 0.148
bre 0.095 0.031 0.063
aus 0.529 0.139 0.184
dia 0.431 0.236 0.271
bhe 0.241 0.173 0.241
bup 0.400 0.310 0.472
hab 0.402 0.291 0.278
ban 0.259 0.001 0.153
fer 0.350 0.120 0.120
par 0.056 0.046 0.210
ilp 0.420 0.297 0.314

Tabela 4: Resultado de LOOCV para as configu-
rações 4, 5 e 6.

abv Config4 Config5 Config6

seg 0.100 0.033 0.005
gla 0.037 0.033 0.033
app 0.113 0.217 0.151
ion 0.131 0.245 0.048
bre 0.038 0.082 0.034
aus 0.228 0.454 0.138
dia 0.286 0.392 0.236
bhe 0.226 0.308 0.173
bup 0.478 0.522 0.307
hab 0.265 0.301 0.284
ban 0.000 0.026 0.023
fer 0.120 0.390 0.120
par 0.169 0.174 0.041
ilp 0.287 0.356 0.297



Tabela 5: Média do Rank(L) para as 6 diferentes
configurações, resultado do teste de Friedman.

Configuração Média Rank(L)

Config 1 5.2500
Config 2 2.0000
Config 3 4.2143
Config 4 2.8929
Config 5 4.7143
Config 6 1.9286

minar funções radiais, promovendo regularização.
A primeira parte deste trabalho investiga a intui-
ção de que os VSE indicam posśıveis rúıdos. A
segunda parte investiga a noção inversa: de que
os VSE indicam margem de separação. Além da
eliminação de funções radiais espećıficas, os dife-
rentes cenários são regularizados através da mini-
mização da magnitude do vetor de pesos.

Era esperado que os VSE indicassem rúıdo
para dados sobrepostos e indicassem margem para
dados não sobrepostos. No entanto, o trabalho
mostra que os VSE não podem ser considerados
rúıdos. Em bases de dados bem sobrepostas o
resultado das configurações 3 e 5 são similares.
Já em bases sem sobreposição, a configuração 5
tem desempenho muito superior à configuração 3.
Isso indica que a representatividade dos VSE é
grande. No entanto, as investigações mostram um
fato curioso: quando combinados com a regulari-
zação por tamanho do vetor de pesos, o melhor
desempenho foi observado para a configuração 4
(que exclui os VSE). Também observa-se que a
eliminação de funções radiais mantém λ aproxi-
madamente constante, enquanto para as configu-
rações 2 e 6, é crescente. Por fim, percebe-se que,
para problemas reais, a regularização através do
ajuste de λ parece dominar sobre a regularização
pela eliminação de funções radiais. Esses resulta-
dos ainda precisam ser investigados mais produn-
damente e serão tema de trabalhos futuros. Con-
tudo fica claro que a metodologia é promissora.
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