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Abstract— This work discusses stability analysis of linear systems with time-varying delay via the Integral
Quadratic Constraint (IQC) theory. In particular, the stability analysis considering a conic combination of
different multipliers for the delay operator of interest is compared to the analysis via a small gain condition
where the time delay is considered as an uncertain linear time-varying dynamics with bounded gain. Two
numerical applications allow to compare conservativeness in both approaches.
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Resumo— Este trabalho trata da análise de estabilidade de sistemas lineares com atraso variante no tempo a
partir da teoria de Restrições Quadráticas Integrais. Em particular, a análise de estabilidade considerando-se a
combinação cônica de diferentes multiplicadores para o operador atraso de interesse é comparada com a análise
via uma condição de ganho pequeno considerando-se o atraso como uma dinâmica linear incerta variante no
tempo e de ganho limitado. Duas aplicações numéricas permitem comparar o conservadorismo das abordagens.
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1 Introdução

A análise de estabilidade de sistemas com atraso
incerto é objeto de estudo há bastante tempo
(WANG et al., 1987; Kharitonov, 1998). Sabe-se
que a presença de atrasos no sistema pode degra-
dar significativamente a resposta transitória, ou
até mesmo levar à instabilidade. Muitas das ve-
zes, o atraso decorre de uma limitação f́ısica, onde
a disponibilização da informação em várias partes
do sistema ao mesmo tempo não é posśıvel (Gu
et al., 2003). Há diversos sistemas que apresen-
tam esse tipo de fenômeno devido às suas caracte-
ŕısticas intŕınsecas, tais como linhas de transmis-
são em sistemas elétricos, redes pneumáticas e hi-
dráulicas em sistemas mecânicos, ou ainda proces-
sos qúımicos(Debeljković and Nestorović, 2011).
Em casos cŕıticos como o de sistemas distribúı-
dos, a robustez em relação ao tempo de atraso
deve ser explicitamente abordada (Chiasson and
Loiseau, 2007).

Dentre as ferramentas dispońıveis na litera-
tura para a análise de estabilidade de sistemas
com atraso variante no tempo, destaca-se a análise
via Restrições Quadráticas Integrais introduzida
por Megretski and Rantzer (1997), mais comu-
mente conhecida como análise IQC (do inglês, In-
tegral Quadratic Constraints). O ferramental IQC
constitui uma ferramenta poderosa para a aná-
lise de sistemas dinâmicos complexos potencial-
mente contendo elementos não-lineares, incertos,
ou, como no presente caso, atrasos. A teoria IQC
é tão flex́ıvel e geral que ela compreende como ca-
sos particulares, por exemplo, a chamada análise
µ para sistemas incertos (Zhou et al., 1996), ou
ainda o problema da estabilidade absoluta para

sistemas com não-linearidades do tipo limitadas
em setor (Vidyasagar, 1992).

O cerne da abordagem IQC consiste em se
identificar restrições quadráticas integrais satisfei-
tas pelo operador de interesse. Em Megretski and
Rantzer (1997) são apresentadas algumas restri-
ções para o operador de interesse modelando o
atraso no presente trabalho. Em Kao and Rantzer
(2007), o problema da análise de estabilidade para
sistemas com atraso variante no tempo via IQC é
mais profundamente discutido.

Em Zhu et al. (2015), é discutida uma abor-
dagem um pouco diferente para o problema da
análise de estabilidade de sistemas com atraso.
Nesse trabalho, a ideia central consiste em se tra-
tar o atraso como uma dinâmica linear variante
no tempo incerta. O critério de estabilidade é, en-
tão, obtido a partir da aplicação de uma condição
clássica de ganho pequeno.

O objetivo principal do presente trabalho é
discutir a análise de sistemas lineares com atraso
variante no tempo via o formalismo IQC, em par-
ticular mostrando que a abordagem do tipo ga-
nho pequeno em Zhu et al. (2015) pode ser en-
contrada equivalentemente a partir do ferramental
IQC. Dois exemplos numéricos são apresentados
que permitem mostrar a flexibilidade da formula-
ção IQC de Kao and Rantzer (2007), ao mesmo
tempo que permitem dimensionar o conservado-
rismo na abordagem do tipo ganho pequeno em
Zhu et al. (2015).

O artigo está organizado da seguinte maneira.
Na Seção 2 são apresentados os fundamentos da
análise de estabilidade via restrições quadráticas
integrais. A análise de estabilidade via IQC no



caso particular de sistemas com atraso é discutida
em seguida na Seção 3. Na Seção 4, é discutido
como a abordagem do tipo ganho pequeno de Zhu
et al. (2015) relaciona-se com o formalismo IQC.
Por fim, na Seção 5 são apresentadas duas apli-
cações numéricas ilustrando os pontos discutidos
anteriormente.

Notação: O śımbolo Lm2 denota o espaço das fun-
ções quadraticamente integráveis, com coeficien-
tes em Rm, definidas no intervalo (−∞,∞). Lm2e
denota o espaço Lm2 estendido. A notação RL∞
denota o conjunto de funções racionais próprias
com coeficientes reais sem polos no eixo imaginá-
rio, enquanto que RH∞ denota o subespaço de
RL∞, conjunto de funções racionais próprias com
coeficientes reais sem polos no semiplano direito.
RLm×n∞ e RHm×n

∞ denotam, respectivamente, o
conjunto das matrizes m × n com elementos em
RL∞ e RH∞. Śımbolos Sn e Hn denotam, res-
pectivamente, o conjunto das matrizes n×n simé-
tricas e Hermitianas. A notação ŷ(jω) denota a
transformada de Fourier de um dado sinal y(t).

2 Preliminares

Restrições Quadráticas Integrais, chamadas no
presente trabalho por seu acrônimo em inglês,
IQC, são desigualdades empregadas na análise de
sistemas dinâmicos para descrever operadores so-
bre sinais. Constituem-se em uma ferramenta po-
derosa para se analisar sistemas dinâmicos com-
plexos possuindo elementos não-lineares, varian-
tes no tempo e incertos, entre outros. Introduz-se
a seguir a definição precisa de IQC.

Definição 1 Diz-se que dois sinais u ∈ Lm2 [0,∞)
e y ∈ Ll2[0,∞) satisfazem a IQC definida por Π :
jR 7→ C(l+m)(l+m) se

∞∫
−∞

[
ŷ(jω)
û(jω)

]H
Π(jω)

[
ŷ(jω)
û(jω)

]
dω ≥ 0. (1)

Via de regra, o denominado multiplicador Π
em (1) pode ser qualquer função Hermitiana men-
surável. Na maioria dos casos, porém, é sufici-
ente se utilizar de funções racionais limitadas no
eixo imaginário. Neste trabalho, considera-se que
o multiplicador Π(jω) é racional, hermitiano, e
que pode ser decomposto em blocos da forma

Π(jω) =

[
Π1(jω) Πo(jω)
ΠH
o (jω) Π2(jω)

]
. (2)

Considerando-se Π um operador limitado no
espaço L2, então o multiplicador define uma forma
quadrática em L2 dada por

σΠ (y, u) ,

〈[
y
u

]
,Π

([
y
u

])〉

=

∞∫
−∞

[
ŷ(jω)
û(jω)

]H
Π(jω)

[
ŷ(jω)
û(jω)

]
dω. (3)

Percebe-se, assim, pelo teorema de Parseval, que a
IQC (1) descrevendo a distribuição de energia no
espectro de frequências pode ser equivalentemente
reescrita no domı́nio do tempo como σΠ (y, u) ≥ 0.

u
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Figura 1: Representação de sistema realimentado.

Considere, agora, o sistema em malha fechada
representado na FIG. 1, descrito por{

y(jω) = G(jω)u(jω) + f(jω),
u(jω) = ∆(y(jω)) + e(jω),

(4)

com G e ∆ operadores causais em Lm2e[0,∞)
e Ll2e[0,∞), respectivamente. Os sinais f ∈
Ll2e[0,∞) e e ∈ Lm2e[0,∞) desempenham o papel
de rúıdos e pertubações da interconexão.

A interconexão da FIG. 1 representa uma abs-
tração na qual se divide um sistema originalmente
complexo em dois subsistemas realimentados mais
simples. Assume-se que G é um operador linear
invariante no tempo, com função de transferência
G(s) em RHl×m

∞ , e que o operador ∆ possui ganho
L2 limitado. Este último é o elemento do sistema
que traduzirá um componente não linear, variante
no tempo ou incerto. O teorema a seguir, introdu-
zido por Megretski and Rantzer (1997), representa
a ferramenta de análise central neste trabalho.

Teorema 1 Seja G(s) ∈ RHl×m
∞ , e seja ∆ um

operador causal limitado. Se:

1. para cada ρ ∈ [0, 1], a interconexão de G e
ρ∆ é bem posta;

2. para cada ρ ∈ [0, 1], a IQC (1) definida por
Π é satisfeita por ρ∆;

3. existe ε > 0 tal que, ∀ω ∈ [0,∞),

[
G(jω)
I

]H
Π(jω)

[
G(jω)
I

]
≤ −εI; (5)

então a interconexão entre G e ∆ em (4) é estável.

As condições do Teorema 1, em especial o item
2, não são a prinćıpio triviais de serem verificadas,
no sentido de que nem sempre é uma tarefa sim-
ples encontrar uma IQC que satisfaça esta última
condição. Assim, um tema ativo de pesquisa é a
identificação de IQC satisfeitas por operadores de
interesse prático. Na Seção 3, serão apresentadas
IQC de interesse para a análise de sistemas com
atraso.



Em consequência do Teorema 1, se forem sa-
tisfeitas as condições 1 e 2, o teste para saber se
o sistema possui estabilidade se traduz em se ve-
rificar a validade da condição (5). É oportuno
destacar que a inequação (5) é uma desigualdade
matricial no domı́nio da frequência (ou FDI, do
inglês Frequency Domain Inequality), portanto, de
dimensão infinita.

É também importante notar que se ρ∆ satis-
faz as IQC definidas por Πi, i = 1, . . . , n, então a
combinação cônica x1Π1 + . . . xnΠn, xi ≥ 0, tam-
bém define uma IQC para ρ∆. Logo, uma con-
dição suficiente para a estabilidade é a existência
de escalares x1, . . . , xn ≥ 0 tais que (5) valha para
Π , Π1 + . . .Πn.

O formalismo matemático das IQC oferece
uma forma simplificada para modelar sistemas
complexos. Como exemplo, é posśıvel representar
sistemas que apresentam vários elementos incer-
tos concomitantes, dividindo o sistema complexo
em blocos elementares. Assim, é posśıvel conver-
ter uma única IQC em um conjunto de IQC des-
crevendo os subsistemas menores. A obtenção das
IQC para os subsistemas é uma parcela da análise.
Encontradas as IQC, a questão da estabilidade do
sistema geral se resume na solução direta da EQ.
(5) para a IQC geral.

Considere, por exemplo, o caso em que o
bloco ∆ é constitúıdo por n sub-operadores ∆i,
i = 1, . . . , n, de modo que

∆ = diag(∆1, . . . ,∆n).

Seja o vetor de entrada y dividido de forma cor-
respondente, y = [y1 . . . yn], de modo que yi re-
presenta a entrada do i-ésimo bloco ∆i. Supõe-se
que cada bloco ∆i satisfaz uma IQC definida por
um multiplicador Πi correspondente, isto é,

∞∫
−∞

[
yi(t)

∆i(yi(t))

]>
Πi

([
yi(t)

∆i(yi(t))

])
dt ≥ 0, (6)

e que o respectivo multiplicador Πi(jω) é partici-
onado da forma

Πi(jω) =

[
Πi,1(jω) Πi,o(jω)
ΠH
i,o(jω) Πi,2(jω)

]
. (7)

Então, nesse caso a incerteza total ∆ satisfaz a
IQC (1) com o multiplicador

Π(jω) =

[
diag(Π1,1(jω), . . . ,Πn,1(jω))

diag(Π1,o(jω)H , . . . ,Πn,o(jω)H)

diag(Π1,o(jω), . . . ,Πn,o(jω))
diag(Π1,2(jω), . . . ,Πn,2(jω))

]
. (8)

Na literatura, é posśıvel se encontrar IQC
para diversos elementos, tais como não linearida-
des limitadas em setores, incertezas, operadores
passivos, etc (Veenman et al., 2016).

Um dos impulsionadores da análise de siste-
mas por IQC é o fato do problema poder ser tra-
tado por meios computacionais de forma bastante
eficiente. Na análise de estabilidade de um dado
sistema, uma vez encontradas as IQC que satis-
fazem o Teorema 1, o passo seguinte consiste em
se transformar o conjunto semi-infinito resultante
de restrições no domı́nio da frequência em (5) em
uma condição computacionalmente tratável, atra-
vés do lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)
(Rantzer, 1996; Iwasaki and Hara, 2005).

No presente trabalho, assume-se que os mul-
tiplicadores podem ser fatorados na forma

Π(jω) = Ψ(jω)HPΨ(jω), (9)

com P representando uma matriz real simétrica
que pode ser representada por LMIs, e Ψ(jω) uma
matriz de transferência fixa. Para essa classe de
multiplicadores, é conveniente a versão generali-
zada do Lema de KYP apresentada a seguir.

Lema 1 ((Veenman et al., 2016)) Seja P ∈ S•
e G ∈ RL•×• admitindo uma realização
(A,B, C,D), com A ∈ RnG×nG e λ(A) ∩ C0 = ∅.
Então, as condições a seguir são equivalentes:

1. é válida a FDI

G(jω)HPG(jω) < 0. (10)

2. existe uma matriz X ∈ SnG tal que I 0
A B
C D

>  0 X 0
X 0 0
0 0 P

 I 0
A B
C D

 < 0.

(11)

As equivalências correspondentes ainda per-
sistem para:

• desigualdades não estritas se, adicional-
mente, o par (A,B) for controlável,

• igualdades se, adicionalmente, A é Hurwitz e
o par (A,B) for controlável.

Da fatoração (9), percebe-se que a inequação
(10) está associada à FDI original (5) através da
relação

G(jω) = Ψ(jω)

[
G(jω)
I

]
. (12)

3 Análise de estabilidade de sistemas com
atraso via IQC

3.1 Formulação do problema

Considere o sistema linear com atraso variante no
tempo

ẋ(t) = Ax(t) +Ad(x(t− τ(t)), (13)



com A e Ad ∈ Rn×n matrizes constantes, e τ(t)
um parâmetro desconhecido variante no tempo
que satisfaz

0 ≤ τ(t) ≤ τ0, |τ̇(t)| ≤ d, ∀t ≥ 0. (14)

Deseja-se analisar a estabilidade do sistema (13)
para a classe de atrasos definida por (14).

Os dois operadores definidos a seguir são de
particular interesse para o presente trabalho:

Dτ (y(t)) , y(t− τ(t)), (15)

Sτ (y(t)) , y(t)− y(t− τ(t)). (16)

No lema abaixo são apresentados limites sobre

o ganho L2 dos operadores Dτ e Sτ ◦
1

s
.

Lema 2 ((Kao and Rantzer, 2007)) Suponha que
d < 1, e considere o conjunto de funções dife-
renciáveis Υ , {s(t)|s(t) ∈ [0, τ0], |ṡ(t)| ≤ d,∀t}.
Então:

sup
τ(t)∈Υ

‖Dτ‖L2 =
1√

1− d
, (17)

sup
τ(t)∈Υ

∥∥∥∥Sτ ◦
1

s

∥∥∥∥
L2

= τ0. (18)

É interessante notar no Lema 2 que o limite
sobre o ganho L2 de Dτ depende do limite sobre
o módulo da taxa de variação temporal de τ , mas
não depende diretamente de τ0. Por outro lado,

o limite sobre o ganho L2 de Sτ ◦
1

s
depende de

τ0, mas não do limite d sobre a taxa de variação
temporal.

Na análise de estabilidade do sistema (13), o
primeiro passo consiste em se rearranjar o sistema
na forma da interconexão de G e ∆ apresentado na
FIG. 1 e descrito pela equação (4). Inicialmente,
seja a equação de estado (13) reescrita como

ẋ(t) = Ax(t) +Ad(x(t− τ(t))

= (A+Ad)x(t)−Ad(x(t)− x(t− τ(t))). (19)

Seja a sáıda da planta nominal definida como

y(t) = x(t). (20)

Desse modo, a EQ. (19) pode ser reescrita como{
ẋ(t) = (A+Ad)x(t)−Ad(y(t)− y(t− τ(t)),
y(t) = x(t).

(21)
Definindo-se ∆ , Sτ , tem-se então que o sis-

tema com atraso (13) pode ser reescrito na forma ẋ(t) = (A+Ad)x(t)−Ad(u(t)),
y(t) = x(t),
u(t) = ∆(y(t)).

(22)

A descrição acima corresponde exatamente à
configuração G-∆ em (4), com ∆ = Sτ e

G(s) =

[
A+Ad −Ad

I 0

]
. (23)

3.2 IQC satisfeitas pelo operador Sτ

São apresentadas agora IQC satisfeitas pelo opera-
dor Sτ , conforme discutido em Kao and Rantzer
(2007). Essas IQC serão consideradas no Teorema
1 para a análise da estabilidade do sistema com
atraso (13).

Inicialmente, note que se |τ̇ | ≤ d < 1, então o
operador Dτ satisfaz a IQC

ΠD =

[ 1

1− d
X1 0

0 −X1

]
, (24)

com X1 = X
′

1 ≥ 0. De fato,

∞∫
−∞

[
y(t)

Dτ (y(t))

]>
ΠD

([
y(t)

Dτ (y(t))

])
dt

=
1

1− d

∞∫
−∞

y(t)>X1y(t)dt

−
∞∫
−∞

Dτ (y(t))>X1Dτ (y(t))dt

=
1

1− d
‖X

1
2
1 y(t)‖2 − ‖X

1
2
1 Dτ (y(t))‖2

=
1

1− d
‖X

1
2
1 y(t)‖2 − ‖Dτ (X

1
2
1 y(t))‖2 ≥ 0.

A última desigualdade acima decorre do Lema 2.
O resultado acima permite mostrar que, se

|τ̇ | ≤ d < 1 para todo t, então o operador Sτ

satisfaz a IQC

Π1 =

 d

1− d
X1 X1

X1 −X1

 , (25)

com X1 = X
′

1 ≥ 0. Note que

Sτ (y(t)) = y(t)− y(t− τ(t))

= y(t)−Dτ (y(t)), (26)

de modo que

Dτ (y(t)) = y(t)−Sτ (y(t)). (27)

Como o operador Dτ satisfaz a IQC ΠD , tem-
se que

∞∫
−∞

[
y(t)

Dτ (y(t))

]T
ΠD

([
y(t)

Dτ (y(t))

])
dt

=

∞∫
−∞

[
y(t)

Sτ (y(t))

]T
Π1

[
y(t)

Sτ (y(t))

]
dt ≥ 0. (28)

Ou seja, o operador Sτ de fato satisfaz a IQC de-
finida por Π1. O resultado acima está sumarizado
na proposição a seguir.



Proposição 1 Suponha que |τ̇ | ≤ d < 1. Então,
o operador Sτ satisfaz qualquer IQC definida por
Π1 em (25), com X1 = X

′

1 ≥ 0.

A seguir serão apresentadas mais três IQC sa-
tisfeitas pelo operador Sτ . Provas das proposições
podem ser obtidas em Kao and Rantzer (2007).

Proposição 2 Suponha que 0 ≤ τ(t) ≤ τ0 e que
|τ̇ | ≤ d < 1, para todo t. Então, o operador Sτ

satisfaz qualquer IQC definida por

Π2 =

[
|φ(jw)|2X2 0

0 −X2

]
, (29)

onde X2 = X
′

2 ≥ 0, e φ(s) é qualquer função de
transferência racional limitada satisfazendo{
|φ(jw)| > 1 + 1√

1−d , se τ0|w| > 1 + 1√
1−d ,

|φ(jw)| > τ0|w| , se τ0|w| ≤ 1 + 1√
1−d

(30)

Um exemplo de φ(s) que satisfaz (30) é

φ(s) = k
τ2
0 s

2 + cτ0s

τ2
0 s

2 + aτ0s+ kc
, (31)

com k = 1 + 1√
1−d , a =

√
2kc para c ∈ R+.

Proposição 3 Suponha que 0 ≤ τ(t) ≤ τ0 e que
|τ̇ | ≤ d < 2, para todo t. Então, o operador Sτ

satisfaz qualquer IQC definida por

Π3 =

[
|β(jw)|2X3 0

0 −X3

]
, (32)

com X3 = X
′

3 ≥ 0, e qualquer função de transfe-
rência β(s) que satisfaça

|β(jw)| ≥ g(w) + δ , ∀w ∈ R, (33)

para δ ∈ R+ e

g(ω) ,


√

8
2−d , se |ω| > π

τ0
,√

8
2−d |sen

(
π
τ0

)
| , se |ω| ≤ π

τ0
.

(34)

Um exemplo de transferência β(s) que satisfaz
a equação (33) é

β(s) = k
τ2
0 s

2 + cτ0s

τ2
0 s

2 + aτ0s+ b
+ δ, (35)

com k =
√

8/(2− d), a=
√

6, 5 + 2b, b=
√

50,
c=
√

12, 5 e δ é um número positivo arbitraria-
mente pequeno.

Proposição 4 O operador Sτ satisfaz qualquer
IQC definida por

Π4(jω) =

[
τ2
0ω

2X4 0
0 −X4

]
, (36)

com X4 = X
′

4 ≥ 0.

Note que a função G deve ser estritamente própria
para se poder usar a IQC Π4.

A lista de IQC válidas para o operador Sτ

está sumarizada na Tabela 1, de acordo com o li-
mite máximo d sobre o módulo da taxa de variação
do atraso.

Tabela 1: Validade das IQC para o operador Sτ

IQC válidas
d < 1 1 ≤ d < 2 d ≥ 2

Π1 X - -
Π2 X - -
Π3 X X -
Π4 X X X

4 Análise de estabilidade via condição de ganho
pequeno

Nesta seção, é discutida a análise de estabilidade
do sistema com atraso variante no tempo (13)
através da abordagem em Zhu et al. (2015), na
qual o atraso é modelado como uma incerteza LTV
e a estabilidade é verificada através de uma con-
dição do tipo ganho pequeno.

Considere a seguinte classe de operadores
LTV incertos repetidos diagonalmente:

∆t , {∆(y(t)) =
[
δ(y1(t)) · · · δ(yl(t))

]T
: δ ∈ RL∞, ‖δ‖L2

≤ γ}. (37)

Considere, também, as seguintes classes de matri-
zes:

Dr , {D ∈ Rl×l : detD 6= 0}, (38)

Drd , {d̂Il : d̂ ∈ R, d̂ 6= 0}, (39)

Pr ,
{
P = DTD : D ∈ Dr

}
. (40)

A condição de ganho pequeno apresentada no
lema a seguir pode ser obtida a partir do forma-
lismo IQC do Teorema 1.

Lema 3 Seja G(s) ∈ RHl×m
∞ , e seja ∆ uma dinâ-

mica LTV incerta repetida diagonalmente perten-
cente à classe ∆t. Então a interconexão da Fig.
1 é estável para toda incerteza admisśıvel se∥∥DG(s)D−1

∥∥
∞ < γ−1, D ∈ Dr. (41)

Prova. Mostra-se facilmente que ∆ ∈ ∆t satisfaz
IQC para o multiplicador

Π =

[
P 0
0 −γ−2P

]
, P ∈ Pr. (42)



De fato,

∞∫
−∞

[
y(t)
u(t)

]T
Π

[
y(t))
u(t)

]
dt

=

∞∫
−∞

[
y(t)

∆(y(t))

]T
Π

[
y(t)

∆(y(t))

]
dt

= ‖D 1
2 y(t)‖22 − γ−2‖D 1

2 ∆(y(t))‖22 ≥ 0. (43)

A última desigualdade em (43) vem do fato de que
‖δ‖L2 ≤ γ e da linearidade de δ, de modo que

‖D 1
2 ∆(y(t))‖22 = ‖∆(D

1
2 y(t))‖22

=

l∑
i=1

‖δ(D
1
2
i y(t))‖22 ≤ γ−2

l∑
i=1

‖D
1
2
i y(t)‖22

= γ−2‖D
1
2
i y(t)‖22. (44)

Acontece que, para o multiplicador (42), a con-
dição suficiente para estabilidade dada pelo teste
(5) do Teorema 1 torna-se

G(jω)HDHDG(jω)− γ−2DHD ≤ −εI,
∀w ∈ [0,∞), (45)

a qual é satisfeita se (41) é satisfeita. �
O teorema a seguir apresenta uma condição

de estabilidade a partir do resultado do Lema 3.

Teorema 2 ((Zhu et al., 2015)) Suponha que a
matriz A0 +A1 é Hurwitz, e seja

M̂(s) , −(A0 +A1)(sI − (A0 +A1))−1A1 −A1.
(46)

Então, a dinâmica com atraso (13) sujeito às con-
dições (14) é estável se qualquer uma das condi-
ções abaixo for verdadeira:

1. ‖M̂(s)‖∞ < τ−1
0 ,

2. inf
D∈Drd

‖D−1M̂(s)D‖∞ < τ−1
0 ,

3. inf
D∈Dr

‖D−1M̂(s)D‖∞ < τ−1
0 .

Prova. O sistema com atraso (13) pode ser repre-
sentado na forma G-∆ em (4) alternativamente
com ∆ , Sτ ◦ 1

s e com planta nominal G(s) dada
por

G(s) =

[
A+Ad −Ad
A+Ad −Ad

]
= −(A0 +A1)(sI − (A0 +A1))−1A1 −A1,

correspondendo a M̂(s) em (46). De acordo com o
Lema 2, Sτ ◦ 1

s ∈∆t para γ = τ0. Então, a condi-
ção do item 3 pode ser obtida a partir da aplicação
do Lema 3 considerando-se a planta nominal em
(46). As condições nos itens 1 e 2 decorrem do
fato de que {I} ⊂ Drd ⊂ Dr. �

Da prova do Teorema 2, conclui-se que as con-
dições apresentas naquele teorema estão em ordem
decrescente de conservadorismo. Cabe destacar
também que a prova do Teorema 2 é baseada no
fato de que o ganho L2 do operador Sτ ◦ 1

s é limi-
tado por τ0. Ora, esse mesmo fato é utilizado para
se mostrar que o operador Sτ satisfaz a IQC para
Π4. Conclui-se, assim, que o resultado contido no
Teorema 2 é equivalente à análise IQC para o ope-
rador Sτ com a IQC para Π4 apenas. Note que
as condições no Teorema 2 independem do valor
d, o que explica seu potencial conservadorismo.

O último resultado a ser apresentado no teo-
rema a seguir corresponde à consideração do ope-
rador diag(Sτ ◦ 1

s ,Sτ ◦ 1
s ◦Dτ ) como constitúıdo

por duas dinâmicas LTV incertas repetidas diago-
nalmente.

Teorema 3 ((Zhu et al., 2015)) Suponha que a
matriz A0 +A1 é Hurwitz, e sejam

M̂(s) =

[
I
I

]
(sI − (A0 +A1))−1

[
A1A0 A2

1

]
,

(47)

P =

I 0

0
I√

1− d

 . (48)

Então, a dinâmica com atraso (13) sujeito às con-
dições (14) é estável se qualquer uma das condi-
ções abaixo for verdadeira:

1. ‖M̂(s)P‖∞ < τ−1
0 ,

2. inf
d>0

∥∥∥∥[I 0
0 d−1I

]
M̂(s)P

[
I 0
0 dI

]∥∥∥∥
∞
< τ−1

0 ,

3. inf
D∈Drd

‖D−1M̂(s)PD‖∞ < τ−1
0 .

4.

inf
D1,D2∈Dr

∥∥∥∥∥
[
D1 0
0 D2

]−1

M̂(s)P

[
D1 0
0 D2

]∥∥∥∥∥
∞

< τ−1
0 (49)

A prova do Teorema 3 acima é análoga àquela
do Teorema 2. Ela baseia-se no fato de que o
sistema com atraso (13) pode ser representado na
forma G-∆ em (4) com ∆ , diag(Sτ ◦ 1

s ,Sτ ◦ 1
s ◦

Dτ ) e com planta nominal G(s) dada por

G(s) =

 A+Ad −AdA −A2
d

I 0 0
I 0 0


=

[
I
I

]
(sI − (A0 +A1))−1

[
A1A0 A2

1

]
,



correspondendo a M̂(s) em (47). Note que, de
acordo com o Lema 2,

‖Sτ ◦
1

s
◦Dτ‖L2

≤ ‖Sτ ◦
1

s
‖L2
‖Dτ‖L2

=
τ0√
1− d

.

(50)
Assim, trata-se do caso de um operador misto com
∆1 , Sτ ◦ 1

s e ∆2 , Sτ ◦ 1
s ◦ Dτ , onde os sub-

operadores são tratados como uma dinâmica LTV
incerta repetida diagonalmente com limite sobre o
ganho L2 de τ0 e τ0/

√
1− d, respectivamente.

5 Aplicação numérica

São discutidas a seguir duas aplicações numéricas,
nas quais são comparadas a análise de estabilidade
via IQC da Seção (3) com a análise via ganho pe-
queno apresentada na Seção (4).

5.1 Exemplo 1

Considere o sistema linear com atraso variante no
tempo da forma (13) com

A =

[
−0, 4 −1
−0, 2 −0, 4

]
, Ad =

[
−0, 1 −0, 4

0 −0, 3

]
(51)

Para esse sistema, retirado de Zhu et al. (2015),
deseja-se analisar qual o valor máximo de atraso
para o qual o sistema permanece estável, para dife-
rentes limites sobre o módulo da taxa de variação
do atraso.

Inicialmente, é realizada a análise IQC da Se-
ção 3, na qual a planta é representada na forma da
interconexão G −∆ com o operador ∆ dado por
Sτ . O resultado da análise de estabilidade via
IQC para esse problema está sintetizado nas FIG.
2 e 3, nas quais consta a curva do valor máximo
de atraso τ0 que a planta suporta antes da insta-
bilidade em função da taxa de variação máxima d
para o atraso.

A análise da estabilidade é realizada ponto a
ponto, através da verificação da factibilidade das
LMIs que traduzem, na verdade, a FDI associada
à análise IQC. Para cada valor da taxa de variação
elencada, é então verificado o valor máximo de
atraso que o sistema comporta. O primeiro passo
nesse processo consiste em se construir, para um
determinado limite d sobre a taxa de variação do
atraso, as funções auxiliares φ(s) e β(s) de acordo
com (31) e (35), respectivamente. Em seguida,
verifica-se a factibilidade da LMI de estabilidade
(11).

A análise, em si, baseia-se em um algoŕıtimo
que implementa o método da bisseção. Neste mé-
todo, é suposto um intervalo qualquer onde hipo-
teticamente o valor desejado, que é o atraso má-
ximo, se encontra, lembrando que a taxa é consi-
derada como fixa. O aperfeiçoamento dos limites
desse intervalo é incrementado a cada passo, na
medida que o intervalo vai se reduzindo até es-
tar dentro de uma margem aceitável. Para cada

teste é resolvida a LMI correspondente, tomando
o valor da taxa constante e obtendo assim como
resposta o valor do atraso. Em seguida, é feita a
devida alteração no limite superior ou inferior do
intervalo de teste, dependendo se foi encontrada
ou não uma solução posśıvel para a LMI. O pro-
cesso se encerra quando o intervalo converge para
um valor dentro da precisão exigida. Alcançado o
valor, o processo é retomado para o próximo valor
de interesse de taxa de variação.

Da análise da FIG. 2, evidencia-se uma cons-
tatação feita em Kao and Rantzer (2007): a de
que o ganho em se considerar o multiplicador Π2

é praticamente nulo, de modo que esse multiplica-
dor pode ser desprezado na análise.
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Figura 2: Análise IQC para a planta (51).

Na FIG. 3 é comparado o resultado da análise
via IQC e via Teoremas 2 e 3. Conforme esperado,
é posśıvel se confirmar que o resultado obtido via
Teorema 2 é equivalente ao obtido via análise IQC
para o operador Sτ com Π4 apenas. Ainda na
FIG. 3, fica evidente o conservadorismo do Teo-
rema 3, em decorrência de se considerar o atraso
como um incerteza LTV limitada em norma.
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Figura 3: Atraso máximo admitido pela planta
(51) obtidos por diferentes técnicas.

5.2 Exemplo 2

Considere, agora, o seguinte sistema apresentado
em Gu and Niculescu (2000):

ẋ(t) =

[
−6 0
0, 2 −5, 8

]
x(t) +

[
0 4
−8 −8

]
x(t− τ(t)).

(52)



O resultado da análise do maior atraso tole-
rado pelo sistema, analogamente ao realizado no
exemplo anterior, é mostrado na FIG. 4. Também
na presente aplicação, observa-se que a contribui-
ção de Π2 é despreźıvel, de modo que é mostrado
o resultado da análise com os multiplicadores Π1,
Π3 e Π4 apenas.

Sabe-se que esse sistema é estável para qual-
quer valor de atraso constante. Esse fato é confir-
mado na análise IQC mostrada na FIG. 4, onde
observa-se que a tendência da curva é seguir assin-
toticamente o eixo vertical para d tendendo a zero.
O fato de não haver um valor máximo de atraso
corrobora que o sistema é sempre estável para um
atraso constante. No entanto, o sistema não é
estável independente do atraso. A análise IQC re-
vela o comportamento da estabilidade à medida
que uma maior taxa de variação é admitida para
o atraso.

Os resultados dos Teoremas 2 e 3 também são
apresentado na FIG. 4. Novamente, o resultado
obtido via Teorema 2 é equivalente ao obtido via
análise IQC para Π4 apenas, e a análise via Teo-
rema 3 se revela mais uma vez bastante conserva-
dora.
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Figura 4: Atraso máximo admitido por (52).

6 Conclusões

No presente trabalho, foi discutida a análise de
estabilidade de sistemas com atraso variante no
tempo a partir da teoria IQC. Comparou-se a aná-
lise via IQC com uma análise via condição de ga-
nho pequeno associada ao tratamento do atraso
como uma incerteza. As aplicações numéricas
apresentadas evidenciaram o conservadorismo da
abordagem do tipo ganho pequeno, quando com-
parada com a análise via IQC.
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