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Abstract— The stability analysis of bilateral teleoperated systems subject to saturation in actuators and time-
varying delays is addressed. Two distinct delays are considered, one in the master-slave communication channel
and the other in the slave-master channel. The methodology used is based on Lyapunov-Krasovskii theory and
on the use of linear matrix inequalities. The control law chosen is composed of three terms: i) proportional to
the error, ii) damping factor and iii) gravity compensation.
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Resumo— A análise de estabilidade de sistemas teleoperados bilaterais sujeitos a saturação nos atuadores e
atrasos variantes no tempo é abordada. São considerados dois atrasos distintos, um no canal de comunicação
mestre-escravo e outro no canal escravo-mestre. A metodologia utilizada baseia-se na teoria de Lyapunov-
Krasovskii e no uso de desigualdades matriciais lineares. A lei de controle escolhida é composta por três termos:
i) proporcional ao erro, ii) fator de amortecimento e iii) compensação de gravidade.
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1 Introdução

Um sistema de teleoperação viabiliza a extensão
das capacidades da manipulação humana a um
ambiente remoto. Tipicamente um sistema bila-
teral é composto por operador humano, robô mes-
tre, canal de comunicação, robô escravo e ambi-
ente (Anderson and Spong, 1989). O operador
humano aplica torque ao robô mestre o qual está
conectado ao robô escravo por um canal de comu-
nicação. O robô escravo segue o movimento do
mestre e retorna ao mestre as forças de interação
com o ambiente. Com a percepção do ambiente,
o operador pode interagir remotamente e realizar
diferentes tarefas.

Devido a rede de comunicação presente no sis-
tema é inevitável a ocorrência de atrasos no tempo
na troca de dados entre o mestre e o escravo. É
bem conhecido que a existência de atrasos no ca-
nal de comunicação pode causar degradação no
desempenho no sistema e, até mesmo, levá-lo a
instabilidade.

Anderson and Spong (1989) foram os pionei-
ros no estudo de técnicas de controle para sistemas
teleoperados, utilizando conceitos de passividade
e analogia com linhas de transmissão. Assim, a li-
nha de transmissão conectada aos robôs mestre e
escravo, que define mapeamentos passivos de força
para velocidade, enquanto o operador humano e
o ambiente de atuação do robô escravo consti-
tuem os terminais da linha de transmissão. Desta
forma, devido as propriedades de passividade, a
estabilidade L2 é garantida para todo o sistema,
sob a suposição de que o operador humano e as

forças de interação com o ambiente definam um
mapeamento passivo.

A principal desvantagem do método supra-
mencionado é que somente a estabilidade do sis-
tema é garantida, a transparência entre os mani-
puladores não é alcançada. Lee and Spong (2006)
provaram que um controlador com esquema si-
milar ao Proporcional-Derivativo (PD), onde as
informações de posições e velocidades das juntas
de um robô estão atrasadas, é capaz de alcançar
estabilidade e transparência para sistemas teleo-
perados sujeitos a atraso constante e simétrico.
Nuno et al. (2008) mostraram que um controlador
com somente a ação proporcional mais um termo
de amortecimento é suficiente para estabilidade e
transparência do sistema sujeito a atraso contante,
desta forma evita-se o uso de informações atrasa-
das das velocidades juntas.

O critério de estabilidade de sistemas teleo-
perados sujeitos a atrasos variantes no tempo foi
abordado por Hua and Liu (2010), que utiliza de-
sigualdades matriciais lineares (LMIs) para encon-
trar o maior atraso que mantém o sistema estável.
Islam et al. (2015) também analisam o sistema su-
jeito a atrasos variantes no tempo, mas diferente-
mente de Hua and Liu (2010) não utilizam LMIs,
mas inovam em se aproveitar do conhecimento da
taxa de variação do atraso e considerar as forças
do operador humano e de interação com ambiente
constantes.

Todos os trabalhos já mencionados não con-
sideram saturação nos atuadores, Hashemzadeh
et al. (2013) são os primeiros a discutirem tal
problema, cuja a presença pode fazer com que o
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Figura 1: Sistema Teleoperado Bilateral

sistema não consiga estabilizar caso as condições
iniciais dos manipuladores sejam muito diferente,
mas não discutem o domı́nio de atração relacio-
nado. Recentemente Hua et al. (2017) conside-
raram a presença de saturação nos atuadores e
por meio da Teoria de Lyapunov-Krasovskii pro-
puseram ummétodo de análise de estabilidade que
fornece a estimação do domı́nio de atração.

O presente trabalho foca em desenvolver um
critério de análise de estabilidade dependente do
atraso variante no tempo e capaz de estimar o do-
mı́nio de atração. Utiliza-se na construção do fun-
cional de Lyapunov-Krasovskii o lema da Combi-
nação Reciprocamente Convexa Aprimorada apre-
sentado por Seuret and Gouaisbaut (2016) que é
menos conservador que o corolário apresentado em
Seuret and Gouaisbaut (2013) utilizado na análise
de Hua et al. (2017).

Notação: I e 0 denotam respectivamente
matriz identidade e matriz nula de dimensões
apropriadas. ∗ em uma matriz simétrica repre-
senta os elementos abaixo da diagonal principal.
Define-se diag{·} como bloco diagonal de matri-
zes e λmax(X) o máximo autovalor da matriz si-
métrica X. R

n denota o espaço Euclidiano n-
dimensional. R

n×m denota o conjunto das ma-
trizes reais de dimensão n × m. X > 0 (X ≥ 0)
significa que a matriz X é simétrica, real e defi-
nida positiva (semidefinida positiva). He{X} in-
dica X +XT . • denota m (mestre) e s (escravo).

2 Preliminares

2.1 Modelagem

O sistema de teleoperação bilateral como ilustrado
pela figura 1 é descrito por















Mm(qm)q̈m + Cm(qm,q̇m)q̇m + gm(qm)
= τm − Fh

Ms(qs)q̈s + Cs(qs,q̇s)q̇s + gs(qs)
= τs + Fe

(1)
na qual q• ∈ R

n é a posição das juntas, e q̇•, q̈•
são respectivamente a velocidade e aceleração;
M•(q•) ∈ R

n×n é a matriz de inércia definida po-
sitiva; C•(q•,q̇•) ∈ R

n×n é a matriz de torques
centŕıpetas e de coriolis; g•(q•) ∈ R

n representa
o torque gravitacional; Fh ∈ R

n e Fe ∈ R
n são

os torques aplicados respectivamente pelo opera-
dor humano e pelo ambiente; τ• ∈ R

n é o torque

aplicado ao sistema, o qual é limitado tal que cada
elemento de τ•j de τ• satisfaz |τ•j | ≤ Tj , ∀j, sendo
Tj o parâmetro de saturação do atuador.

Conforme apresentado em Spong et al. (2006),
a dinâmica de robôs de elos seriais com juntas de
revolução e n-graus de liberdade modelados pelo
formalismo de Euler-Lagrange possuem as seguin-
tes propriedades.

Propriedade 1 A matriz de inércia é inferior-
mente e superiormente limitada, isto é, existe es-
calares positivos ̺•1 e ̺•2 tais que 0 < ̺•1I ≤
M•(q•) ≤ ̺•2I < ∞.

Propriedade 2 A matriz Ṁ•(q•)− 2C•(q•,q̇•) é
anti-simétrica.

Propriedade 3 Para manipuladores com juntas
de revolução, cada elemento g•j(q•) do vetor de
forças gravitacionais g•(q•) é limitado.

2.2 Suposições Gerais

Para o sistema mestre-escravo (1) as seguintes su-
posições são assumidas.

Suposição 1 Seguindo as considerações padrões,
é assumido que o operador humano e o am-
biente definem mapeamentos passivos de força
para velocidades, isto é

∫ t

0
q̇Tm(σ)Fh(σ)dσ ≥ 0 e

∫ t

0
−q̇Ts (σ)Fe(σ)dσ ≥ 0 para todo t ≥ 0.

Suposição 2 Para os atrasos variantes no tempo
dm(t) e ds(t), existem os escalares d•2, µ•1, e µ•2,
tais que 0 ≤ d•(t) ≤ d•2 < ∞ e µ•1 ≤ ḋ•(t) ≤ µ•2
para todo t ≥ 0.

Suposição 3 É definido os seguintes limitantes
para as condições iniciais e parâmetros dos sis-
tema:

• max
θ∈[−d2,0]

‖q̇m0(θ)‖ ≤ δm;

• max
θ∈[−d2,0]

‖q̇s0(θ)‖ ≤ δs;

• max
θ∈[−d2,0]

‖qm0(θ)− qs0(θ)‖ ≤ δe1;

• max
θ∈[−d2,0]

‖q̇m0(θ)− q̇s0(θ)‖ ≤ δe2;

• |g•j(q•)| ≤ γj para j = 1, 2, . . . , n;

sendo δm, δs, δe1, δe2, γj escalares positivos e
d2 = dm2 + ds2.



2.3 Lei de controle

A lei de controle é definida como proporcional ao
erro de posição mais injeção de amortecimento
(P+d) saturados com compensação dos efeitos
gravitacionais como



















τm = sat (−Km(qm − qs(t− ds(t)))− αmq̇m)

+ gm(qm)

τs = sat (−Ks(qs − qm(t− dm(t)))− αsq̇s)

+ gs(qs)
(2)

sendo Km, αm,Ks e αs matrizes de ganhos, dm(t)
é o atraso de rede do mestre para o escravo e ds(t)
é o atraso de rede do escravo para o mestre, sat(·)
é a função saturação que satura com valor do vetor
S. Cada elemento de S satisfaz Sj ≤ Tj−γj . Cabe
ressaltar que os atrasos d•(t) não são conhecidos
a priori, mas qs(t−ds(t)) é considerado no cálculo
de τm(t) no instante t devido ao atraso. O mesmo
ocorre com qm(t− dm(t)) no cálculo de τs(t).

2.4 Lemas Instrumentais

Os lemas a seguir serão utilizados para a obtenção
do resultado principal deste artigo

Lema 1 (Gu, 2000). Para qualquer matriz con-
tante R ∈ R

n×n, R = RT > 0, escalar d > 0,
função vetorial ω : [0,d] → R

n tal que as integrais
a seguir sejam bem definidas, então

d

∫ d

0

ωT (σ)Rω(σ)dσ≥

∫ d

0

ωT (σ)dσR

∫ d

0

ω(σ)dσ

(3)

Lema 2 (Seuret and Gouaisbaut, 2013). Consi-
dere R ∈ R

n×n, R = RT > 0. Então, para todas
as funções vetoriais ω(t) continuamente diferen-
ciáveis em [a,b] → R

n a seguinte inequalidade é
satisfeita:

∫ b

a

ω̇T (σ)Rω̇(σ)dσ ≥
1

b− a
ΩT

1 RΩ1+

3

b− a
ΩT

2 RΩ2, (4)

sendo Ω1 = ω(b) − ω(a) e Ω2 = ω(b) + ω(a) −
2

b−a

∫ b

a
ω(σ)dσ.

Lema 3 (Seuret and Gouaisbaut, 2016). Con-
sidere R ∈ R

n×n, R = RT > 0. Se existe
Xi ∈ R

n×n, Xi = XT
i > 0 e Yi ∈ R

n×n para
i = 1, 2 tal que

[

R 0
∗ R

]

−α

[

X1 Y1

∗ 0

]

−(1−α)

[

0 Y2

∗ X2

]

≥ 0 (5)

para α = 0, 1, então a seguinte desigualdade

[

1
α
R 0
0 1

1−α
R

]

≥

[

R 0
0 R

]

+ α

[

0 Y1

∗ X2

]

+ (1− α)

[

X1 Y2

∗ 0

]

(6)

vale para todo α ∈ (0,1).

Os lemas acima são ferramentas matemáticas
uteis para transformar condições de estabilidade
de Lyapunov em LMIs, como realizado no Teo-
rema 1. Neste artigo seguiremos as diretrizes bási-
cas apresentadas em Hua et al. (2017) para tratar
a saturação na lei de controle, as quais se baseiam
nos seguintes lemas.

Lema 4 (Hu and Lin, 2001). Seja D o conjunto
das matrizes diagonais Di ∈ R

n×n cujos elemen-
tos são 0 ou 1. Claramente o número de matrizes
pertencentes a D é 2n. Da mesma forma deno-
tando D−

i = I − Di, então D−
i ∈ D. Sejam as

matrizes F e H ∈ R
n×n, hj denota a j-ésima linha

de H. Para x ∈ R
n, se |hjx| ≤ Sj , j = 1,2, . . . ,n

então

sat(Fx) = co{DiFx+D−
i Hx,i = 1,2,...,2n}

no qual co{·} denota a casca convexa de um con-
junto.

Lema 5 (Hu and Lin, 2001) Dizer que o elipsoide
ε(Q,1) = x ∈ R

n : xTQT ≤ 1 com Q > 0 está con-
tido em (L(H) = {x ∈ R

n : ‖hix‖ ≤ Si,i =
1,2, · · · ,n} é equivalente a seguinte LMI ser sa-
tisfeita

[

S2
i hi

∗ Q

]

≥ 0 (7)

para i = 1, . . . , n e sendo hi a i-ésima linha de
H.

3 Resultado Principal

Nesta seção um novo funcional de Lyapunov-
Krasovskii é constrúıdo e um método de análise
de estabilidade dependente do atraso é proposto
para o sistema (1) com o controlador (2).

Teorema 1 Considere o sistema de teleopera-
ção (1) com o controlador (2), definido d(t) =
dm(t) + ds(t), se existir as matrizes defi-
nidas positivas W,Z,R,X1, X2 e as matrizes
Y1, Y2, Hkm, Hks, Hαm e Hαs com dimensões
apropriadas tais que as seguintes LMIs sejam fac-
t́ıveis

[

R̃ 0

0 R̃

]

+

[

X1 Y1

∗ 0

]

≥ 0;

[

R̃ 0

0 R̃

]

+

[

0 Y2

∗ X2

]

≥ 0

(8)



[

S2
i hmi

∗ Q

]

≥ 0;

[

S2
i hsi

∗ Q

]

≥ 0 (9)

Θk(ḋ(t))−ΥTΦ(d(t))Υ < 0, k = 1, . . . , 2n , (10)

então o sistema (1) é estável e o domı́nio de atra-
ção pode ser estimado por

Γ = {q̇m0, q̇s0, qm0 − qs0 : Γδ ≤ 1}.

Sendo Γδ = (̺m2 + 1
2d

2
m2λmax(Rm))δ2m +

(̺s2 + 1
2d

2
s2λmax(Rs))δ

2
s + (λmax(W ) +

d2λmax(Z))δ2e1 + 1
2d

3
2λmax(R)δ2e2. As outras

matrizes usadas no teorema estão definidas no
topo da próxima página.

Prova: Considere o seguinte funcional de
Lyapunov-Krasovskii V =

∑4
i=1 Vi com

V1 =
∑

•=m,s

{

q̇T• M•(q•)q̇•
}

+ 2

∫ t

0

q̇Tm(σ)Fh(σ)

− q̇Ts (σ)Fe(σ)dσ

V2 = eT (t)We(t), V3 =

∫ t−d(t)

t−d2

eT (σ)Ze(σ)dσ

V4 =
∑

•=m,s

∫ 0

−d•2

∫ t

t+θ

q̇T• (σ)R•q̇•(σ)dσdθ

+ d2

∫ 0

−d2

∫ t

t+θ

ėT (σ)Rė(σ)dσdθ (11)

com e(t) = qm(t) − qs(t) e d2 como na suposição
3.

Utilizando a Propriedade 2 a derivada tempo-
ral de V1 é

V̇1 =2
{

q̇Tmsat(−Km(qm − qs(t− ds(t)))− αmq̇m)

+q̇Ts sat(−Ks(qs − qm(t− dm(t)))− αsq̇s)
}

Escrevendo os termos com atraso na forma de
integral e rearranjando outros tem-se

V̇1 =2

{

q̇Tmsat(−Km(e(t) +

∫ t

t−ds(t)

q̇s(σ)dσ)

− αmq̇m) + q̇Ts sat(Ks(e(t)

−

∫ t

t−dm(t)

q̇m(σ)dσ)− αsq̇s)

}

Aplicando o lema 4

V̇1 =2

2n
∑

k=1

ηk
{

q̇Tm
[

(−DkKm +D−
k Hkm)

×

(

e(t) +

∫ t

−ds2

q̇s(σ)dσ

)

+(−Dkαm +D−
k Hαm)q̇m

]

+ q̇Ts
[

(DkKs +D−
k Hks)

×

(

e(t)−

∫ t

t−dm(t)

q̇m(σ)dσ

)

+(−Dkαs +D−
k Hαs)q̇s

]}

A derivada temporal de V2 é

V̇2 = 2eT (t)Wė(t)

= 2eT (t)W (q̇m − q̇s) (12)

Aplicando a regra de Leibniz em V̇3 tem-se

V̇3 =(1− ḋ(t))eT (t− d(t))Ze(t− d(t))

− eT (t− d2)Ze(t− d2) (13)

Derivando em relação ao tempo o termo V4

temos

V̇4 =
∑

•=m,s







d•2q̇
T
•
R•q̇• −

∫ t

t−d•2

q̇
T
•
(σ)R•q̇•(σ)dσ







+ d
2

12ė
T
Rė −d2

∫ t

t−d2

ė
T (σ)Rė(σ)dσ (14)

Nos termos na primeira caixa aplica-
se a desigualdade de Jensen (Lema 1).
O termo na segunda caixa pode ser re-

escrito como −d2

[

∫ t

t−d(t)
ėT (σ)Rė(σ)dσ +

∫ t−d(t)

t−d2

ėT (σ)Rė(σ)dσ
]

e então aplica-se a

desigualdade de Wirtinger (Lema 2).
Após a aplicação das desigualdades é posśıvel

utilizar o Lema 3 com α =
d(t)

d2
. A aplicação do

Lema 3 implica nas LMIs em (8).

V̇4 ≤
∑

•=m,s

{

d•2q̇
T
• R•q̇• −

1

d•2

∫ t

t−d•(t)

q̇T• (σ)dσ

×R•

∫ t

t−d•(t)

q̇•(σ)dσ

}

+ d22ė
TRė

− ξTΥTΦ(d(t))Υξ (15)

Finalmente obtém-se

V̇ =

4
∑

i=1

V̇i ≤

2n
∑

k=1

ηkξ
T (Θk(ḋ(t))−ΥTΦ(d(t))Υ)ξ

conforme definições apresentadas no topo da pró-
xima página.



ξT =

[

q̇Tm(t) q̇Ts (t)

∫ t

t−dm

q̇Tm(σ)dσ

∫ t

t−ds

q̇Ts (σ)dσ eT (t) eT (t− d(t))

eT (t− d2)
1

d(t)

∫ t

t−d(t)

eT (σ)dσ
1

d2 − d(t)

∫ t−d(t)

t−d2

eT (σ)dσ

]

Υ =









0n×4n I −I 0 0 0
0n×4n I I 0 −2I 0
0n×4n 0 I −I 0 0
0n×4n 0 I I 0 −2I









Φ(d(t)) =
d2 − d(t)

d2

([

R̃ 0

0 R̃

]

+

[

X1 Y2

∗ 0

])

+
d(t)

d2

([

R̃ 0

0 R̃

]

+

[

0 Y1

∗ X2

])

Θk(ḋ(t)) =





























Θ1,1 −d22R 0 ΘKm ΘKm +W 0 0 0 0
∗ Θ2,2 −ΘKs 0 ΘKs −W 0 0 0 0
∗ ∗ −Rm

dm2

0 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ −Rs

ds2

0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ 0 0 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ (1− ḋ)S 0 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −S 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0





























Θ1,1 = He{−Dkαm +D−
k Hαm}+ d12R+ dm2Rm; Θ2,2 = He{−Dkαs +D−

k Hαs}+ d12R+ ds2Rs

ΘKm = −DkKm +D−
k Hkm; ΘKs = DkKs +D−

k Hks; Hm =
[

Hαm 0 Hkm

]

; Hs =
[

0 Hαs Hks

]

R̃ = diag{R, 3R} e Q = diag{̺m1I, ̺s1I, W}.

Portanto, se as LMIs em (10), em conjunto
com as LMIs em (8), são satisfeitas, então V̇ < 0.
Ademais, conforme Hua et al. (2017), se

ε(Q,1) = {x , [q̇m,q̇s,e] ∈ R
3n : xTQx ≤ 1}

pertencer à interseção dos conjuntos

L(Hm) = {x ∈ R
3n : |hmix| ≤ Si, i = 1, . . . , n}

L(Hs) = {x ∈ R
3n : |hsix| ≤ Si, i = 1, . . . , n}

de acordo com o Lema 5 esta condição é equi-
valente às LMIs em (9), então V̇ < 0 para todo
x ∈ ε(Q,1)\{0}. Neste caso, considerando os limi-
tantes apresentados na Suposição 3, temos que

x(t)TQx(t) ≤ V (xt) < V (x0) ≤ Γδ

sendo Q dado no topo da página e Γδ = (̺m2 +
1
2d

2
m2λmax(Rm))δ2m + (̺s2 + 1

2d
2
s2λmax(Rs))δ

2
s +

(λmax(W )+d2λmax(Z))δ2e1+
1
2d

3
2λmax(R)δ2e2, um

majorante de V (x0). Assim, a estimação do domı́-
nio de atração pode ser obtida por Γδ ≤ 1, com-
pletando a prova. ✷

Observação 1: Sendo a matriz Θ(ḋ(t)) −
ΥTΦ(d(t))Υ afim com respeito a d(t) e ḋ(t), para
V̇ < 0 é necessário e suficiente assegurar a fac-
tibilidade das LMIs (10) nos vértices do domı́nio
[0,d2]× [µ1,µ2].

Observação 2: Conforme apresentado em
Hua et al. (2017) para δm = δs = δe1 = δe2 = δmax

a maior estimação do domı́nio de atração pode
ser obtida resolvendo o seguinte problema de
otimização

min ω̄
sujeito a

a) ωi > 0, i = 1,2,...5,W > 0, Z > 0, Rm >

0, Rs > 0, R > 0

b) ω1I − W ≥ 0, ω2I − Z ≥ 0, ω3I − Rm ≥
0, ω4I −Rs ≥ 0, ω5I −R ≥ 0

c) LMIs (8), (9) e (10).

com ω̄ = ω1 + d2ω2 +
1
2d

2
m2ω3 +

1
2d

2
s2ω4 +

1
2d

3
2ω5.

A restrição b) é equivalente a λmax(W ) ≤
ω1, o análogo vale para ωi, i = 2,...,5. Con-
sequentemente tem-se λmax(W ) + d2λmax(Z) +
1
2d

2
m2λmax(Rm)+ 1

2d
2
s2λmax(Rs)+

1
2d

3
2λmax(R) ≤

ω̄. Então a estimação do domı́nio de atração ma-
ximizado é dada por δmax = 1√

ω̄
. É posśıvel fixar

alguns dos parâmetros e otimizar outros a fim de
se obter domı́nios de atração que se adequem me-
lhor à diferentes situações.



4 Simulação

Nesta seção é apresentada simulações para verifi-
car a efetividade do resultado proposto. O sistema
(1) com dois graus de liberdade é utilizado, seu
modelo é dado em Spong et al. (2006). A matriz
de inércia M•(q•) é explicitamente dada por

M•(q•) =

[

µ m2•(l
2
2• + l1•l2•c2•)

∗ m2•l
2
2•

]

(16)

com µ = m2•l
2
2i+(m1•+m2•)l

2
1•+2m2•l1•l2•c2•,

c2• = cos(q2•). As forças centŕıfugas e de coriolis
são modeladas como

C•(q•,q̇•) =

[

−2βq̇2• −βq̇2•
−βq̇1• 0

]

(17)

com β = m2•l1•l2•s2•, s2• = sin(q2•), q̇1• e q̇2•
as velocidades angulares de cada elo. Os efeitos
gravitacionais para cada manipulador são repre-
sentados por

g•(q•) =

[

m2•gl2•c12• + (m1• +m2•)gl1•c1•
m2•gl2•c12•

]

(18)
com c1• = cos(q1•), c12• = cos(q1• + q2•) e g é a
aceleração gravitacional.

É necessário esclarecer que o operador hu-
mano aplica força no efetuador do robô mestre, e a
interação do ambiente com o robô escravo também
é medida no efetuador. Então, para as simulações
as seguintes expressões são usadas Fh = JT

m(qm)fh
e Fe = JT

s (qs)fe, sendo JT
• (q•) a transposta da

matriz Jacobiana do robô manipulador. A Jaco-
biana para robôs com essa configuração é

J•(q•) =

[

−l1•s1• − l2•s12• −l2•s12•
l1•c1• + l2•c12• l2•c12•

]

(19)

com s12• = sin(q1• + q2•).

Escolheu-se para simulação massas de cada
elo como m1m = 3,9473 kg, m2m = 0,6232 kg,
m1s = 3,2409 kg e m2s = 0,3185 kg. Os com-
primentos de todos os elos l1• e l2• medem 0,38
m. Os valores são os mesmos utilizados por Nuño
et al. (2009).

O controlador utilizado é αm = αs = 3I,
Km = Ks = 0,3I e ńıvel de saturação igual a
±3, com esses parâmetros e por simplicidade con-
siderando o atraso simétrico, utilizando o Teo-
rema 1 foi encontrado o atraso máximo de 1,4690
s com taxa de variação positiva (µ•1 = 0,01 e
µ•2 = 0,99). Utilizando os mesmos parâmetros no
teorema de Hua et al. (2017) obtém-se o atraso
máximo de 1,3997 s.

O problema de otimização proposto neste tra-
balho com a lei de controle com os mesmos parâ-
metros utilizados anteriormente e atraso de 1,3997

s, o domı́nio de atração é maximizado em δmax =
1,0551, enquanto o problema proposto em Hua
et al. (2017) maximiza em δmax = 1,0161.

O atraso no tempo foi escolhido como uma
rampa ćıclica com peŕıodo de 2 s e amplitude má-
xima de 1,4690 s, para este atraso o problema
de otimização estima o domı́nio de atração como
δmax = 0,9194.

O operador aplica uma força fh no mestre na
direção Y. A força inicia em 0 e cresce linearmente
para 10 N em 10 s. A força é mantida constante de
10 até 15 s, e diminui linearmente para 0 N de 15
a 25 s. No lado do escravo existe uma parede de
alta rigidez em y = 0,5 m. Quando o robô atinge a
parede ŕıgida a força de reação é de 20.000(y−0,5)
N.

Os robôs mestre e escavo têm configurações
iniciais diferentes, qm = [π6

π
10 ]

T rad e qs =
[π4 −π

6 ]
T rad como na figura 2a, as velocidades

e acelerações iniciais são nulas para ambos mani-
puladores.

O conjunto de simulações tem o propósito de
mostrar que a estabilidade e a transparência são
alcançadas quando as condições iniciais começam
dentro do elipsoide. Pretende-se responder as per-
guntas: 1) Quando o robô mestre é movimentado,
o escravo segue o mestre? 2) Quando o escravo
encosta na parede, a força da interação é refletida
para o mestre? 3) Quando o operador humano
deixa de aplicar força, o erro de posição entre o
mestre e o escravo desaparece?

As simulações no espaço da tarefa (cartesiano)
podem ser observadas nas figuras 3 e 4.

X
(m

)

Tempo (s)

Mestre

Escravo

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0
0 10 20 30 5040 60

Figura 3: Comparação entre as posições cartesia-
nas X dos manipuladores



(a) Inicial (b) Final

Figura 2: Configuração dos robôs

Y
(m

)

Tempo (s)

Mestre

Escravo

0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5

0.45

0.4

0.35
0 10 20 30 5040 60

Figura 4: Comparação entre as posições cartesia-
nas Y dos manipuladores

Próximo de 5 segundos o manipulador escravo
atinge a parede e pode ser notado que a coorde-
nada Y do escravo permanece constante. Com o
fim da força aplicada pelo operador humano em 25
s os manipuladores convergem para a posição final
como ilustrado pela figura 2b. A convergência do
erro pode ser vista na figura 5.
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0
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Figura 5: Evolução do erro de posição entre os
manipuladores

Respondendo as perguntas feitas anterior-
mente: 1) O manipulador escravo segue o mes-
tre até a ocorrência de est́ımulo ambiental, após o
robô encostar na parede só é garantido que o erro
é limitado; 2) Sim, após o robô escravo encostar
na parede o robô mestre passa a resistir ao movi-
mento tendo em vista que o escravo está travado
devido à interação com com a parede; 3)Neste caso
sim, pois na ausência de força humana o robô mes-
tre tende à configuração do escravo e consequente-
mente o escravo deixa de ir em direção à parede e
a força ambiental é extinta permitindo que o erro
zere. Este último resultado não é garantido pelo
teorema 1 tendo em vista que em uma situação
real é posśıvel existir outras forças de interação
ambiental.

As simulações foram realizadas no MatlabTM,
com aux́ılio do pacote Robotics Toolbox (Corke,
1996). Para resolução das LMIs foi utilizado como
analisador o Yalmip (Lofberg, 2004) e o algoritmo
utilizado foi o SDPT3 (Toh et al., 1999).

5 Considerações Finais

Estre trabalho foca na análise estabilidade de sis-
temas teleoperados bilaterais sujeitos a saturação
nos atuadores e atrasos assimétricos e variantes
no tempo. Também é estudado a estimação do
domı́nio de atração. Utilizando um funcional de
Lyapunov-Krasovskii junto ao lema da Combina-
ção Reciprocamente Convexa Aprimorada foi pos-
śıvel obter um novo critério de análise de estabili-
dade que permite maiores atrasos. As simulações
demonstram a efetividade do critério proposto.
Em trabalhos futuros pretende-se desenvolver mé-
todos que permitam estimar maiores domı́nios de
atração.
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