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Abstract— In this paper, we propose an extension of the Binary Model Reference Adaptive Control (BMRAC) for uncertain
multivariable linear plants with non-uniform arbitrary relative degree. The BMRAC is a robust adaptive strategy which has the
good transient properties and robustness of sliding mode control with the important advantage of having a continuous control
signal free of chattering. The relative degree obstacle is circumvented using a multivariable extension of our earlier estimation
scheme based on global finite-time differentiators using dynamic gains to a multivariable architecture. Preserving the simplicity of
its monovariable framework, variable gain super-twisting algorithm (STA) is employed to obtain the robust and exact multivariable
differentiator. Global exact output tracking is obtained with robustness without requiring stringent symmetry assumptions on the
plant High Frequency Gain matrix.
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Resumo— Nste trabalho, apresenta-se uma extensao do Controle Adaptativo Bindrio por Modelo de Referéncia (BMRAC) para
plantas multivaridveis lineares e incertas com grau relativo arbitrdrio e ndo-uniforme. O BMRAC € uma estratégia adaptativa
com bom desempenho transitdrio e a robustez de controle por modos deslizantes com a vantagem de utilizar um sinal de controle
continuo e sem chattering. O obstdculo do grau relativo é contornado utilizando a extensdo multivaridvel de um diferenciador
global e exato baseado em HOSM com ganhos dindmicos recentemente proposto. O resultado € um controlador de realimentagio
de saida que obtém rastreamento global e exato de maneira robusta sem a necessidade das condi¢des de simetria usualmente

necessdrias no MIMO MRAC sobre o ganho de alta frequéncia da planta.

Palavras-chave— Controle Adaptativo Multivaridvel, Modos Deslizantes de Ordem Superior, Rastreamento Global e Exato por

Realimentagdo de Saida
1 Introducao

Diversas questdes surgem na generalizacdo do Controle
Adaptativo por Modelo de Referéncia (MRAC) para sis-
temas multivaridveis (MIMO), ja que novas condicdes de-
vem ser consideradas e novas hipdteses formuladas em rela-
¢do ao caso escalar (SISO). As técnicas de MIMO MRAC
convencionais requerem o conhecimento de uma matriz
Sp tal que S,K, seja simétrica positiva definida (SPD)
onde K, é a Matriz de Ganho de Alta Frequéncia (HFG)
(Tao, 2003),(Ioannou and Sun, 1996). Esta é uma hipétese
ndo genérica e fragil, uma vez que mesmo pequenos erros
numéricos em K, podem destruir a simetria.

Uma possibilidade de contornar este problema foi pro-
posta em (Barkana et al., 2006) e (Hsu et al., 2011) base-
ada no conceito de passividade generalizada introduzido em
(Fradkov, 2003), chamado WSPR e relacionado ao conceito
usual de Positividade Real (SPR, strictly positive real). Tam-
bém util neste contexto € a condi¢gdo de WASPR (W-almost
SPR), para sistemas que satisfazem a condi¢do WSPR via
realimentagdo estdtica de saida. Em (Hsu et al., 2011) € de-
monstrado que uma condi¢do necessdria para que plantas de
fase minima e grau relativo um sejam WSPR ¢ a de que a
matriz K, tenha forma de Jordan diagonal positiva (condi-
¢do PDJ).

A fim de melhorar o desempenho transitdrio das técni-
cas de controle adaptativo baseado em gradiente, 0 MRAC
Bindrio (BMRAC) foi proposto em (Hsu and Costa, 1994).
Tal técnica ndo s6 permite obter melhores desempenhos
transitérios, como apresenta melhor robustez ao permitir a
utilizacdo de ganhos altos de adaptacdo, utilizando um sinal
de controle continuo.

A extensdo do MIMO BMRAC para plantas de grau
relativo arbitrario foi proposta em (Battistel et al., 2014) uti-

lizando diferenciadores baseados em HOSM (modos desli-
zantes de ordem superior). Neste trabalho, o grau relativo é
compensado estimando-se as derivadas do erro de maneira
a gerar uma variavel de erro de grau relativo um, tal que o
BMRAC possa ser utilizado como apresentado em (Yanque
et al., 2012). As derivadas sdo obtidas utilizando um es-
quema de estimacdo hibrida (Nunes et al., 2014), que co-
muta entre um filtro lead MIMO e um estimador ndo-linear
que utiliza diferenciadores HOSM (Levant, 2003).

Recentemente, novos controladores de realimentagdo
de saida com rastreamento global e exato foram apresenta-
dos utilizando tanto modos deslizantes de primeira ordem
quanto de ordem superior (Oliveira, Estrada and Fridman,
2017; Oliveira, Rodrigues, Estrada and Fridman, 2017a; Oli-
veira, Rodrigues, Estrada and Fridman, 2017b; Rodrigues
and Oliveira, 2017). Nestes trabalhos, um diferenciador ba-
seado em HOSM com ganhos varidveis foi utilizado, embora
tenham sido considerados apenas sistemas SISO.

Neste trabalho, propde-se uma nova extensido ao
MIMO BMRAC para plantas de grau relativo arbitrdrio ndo
uniforme obtendo rastreamento global e exato. Utiliza-se a
versdo MIMO do diferenciador baseado em HOSM de ga-
nhos dindmicos. As principais vantagens em comparagio
com o apresentado em (Battistel et al., 2014) sdo a simpli-
fica¢do tanto da andlise quanto do controlador em si. O es-
timador hibrido de (Nunes et al., 2014) emprega dois con-
juntos de estimadores simultaneamente (filtros lead e dife-
renciadores baseados em HOSM de ganhos fixos), que ndo
s30 necessdrios para obter estabilidade global com o novo
esquema, empregando assim ao menos o dobro de varidveis
de estado do que o diferenciador aqui empregado.

Preliminares: Neste artigo, todos os k’s representam
constantes positivas. O termo 7(t) representa uma fungéo



exponencialmente decrescente, i.e., |w(t)] < K e M vt
onde K possivelmente depende das condigdes iniciais do
sistema e A é uma constante positiva genérica. O sim-
bolo || é utilizado para a norma euclideana de vetores, ou
para a norma induzida de matrizes, enquanto | f(¢)| denota
esssup{|f(t)[,t=0}, e “f[t1.,t2] “ =SUP¢e(ty,to] lf()],0<
t1 < te. A defini¢do de Filippov para a solucdo de equa-
¢oes diferenciais descontinuas € utilizada (Filippov, 1964).
Por uma questéo de simplicidade, “s” representa tanto a va-
ridvel de Laplace quando o operador diferencial (d/dt), de
acordo com o contexto.

2 Passividade generalizada (WSPR)

O conceito de SPR convencional requer que o ganho de
alta frequéncia da planta seja SPD, condi¢@o dificilmente
satisfeita por sistemas reais. Uma solug¢do para contor-
nar esta dificuldade foi recentemente proposta em (Barkana
etal.,2006), (Hsu et al., 2011), explorando um conceito mais
geral de passividade associado com a definicdo de WSPR e
resultados correlatos.

Definicdo 1 (WSPR) (Barkana et al., 2006) (Hsu et al.,
2011) Um sistema linear invariante no tempo com a rea-
lizagdo {Ak,B,C}, onde Ax € R"™", B € R*M
e C € RM*" ¢ dito W—Estritamente Passivo (WSP) e a
sua fungdo de transferéncia C(sI — Ax)™*B é dita W—
Estritamente Positiva Real (WSPR), se existem matrizes si-
métricas positivas definidas P, Q e W tal que

ARP+ PAx =-Q, PB=CTW. M)

Definicao 2 (WASPR) : Um sistema linear e invariante no
tempo com realizagdo {A, B,C'}, é dito WASPR se pode
se tornar WSPR a partir de uma realimentacdo estdtica de
saida, i.e., se existe K € RM*M 14l que C(sI — Arx)™'B
é WSPR, com Ax, = A— BKC.

O teorema WASPR ¢ enunciado como em (Hsu et al., 2011)
e estabelece a condig@o para que um sistema se torne WSPR
por meio de realimentacdo estdtica de saida.

Teorema 1 (Teorema WASPR (Hsu et al., 2011)) Todo

sistema estritamente proprio e de fase minima {A, B, C'}
com A € R B € RVM ¢ € RMX"™ ¢ matriz de
transferéncia C(sI — A)™'B de ordem M x M pode se
tornar WSPR através de realimentacdo de saida (sufici-
entemente grande), se e somente se K, tem autovalores
positivos e reais e sua forma de Jordan é diagonal. ]

Conforme (Hsu et al., 2011)[Lemma 1], a condi¢do
necessdria e suficiente para a existéncia de W que sime-
triza K, é que K, = CB tenha autovalores positivos
e reais e que sua forma de Jordan seja diagonal positiva
(condi¢do PDJ). De acordo com (Hsu et al., 2014),(Yanque
et al., 2012), se K, ndo satisfaz a condi¢do de PDJ, é pos-
svel escolher um multiplicador matricial L tal que LK, sa-
tisfaca a condi¢@o de PDJ de maneira robusta.

3 Descricao do Problema

Considera-se uma planta MIMO linear invariante no tempo
descrita por

Ip = Apxp + Bpu, y = Hpzp, (2)

z

onde z, € R™ é o estado, u € RM ¢ a entrada, Yy € RM
¢é a saida e A,, B, e H, s3o matrizes constantes e incer-
tas. Todos os parametros incertos pertencem a um conjunto
compacto T, tal que sdo disponiveis os limites de incerteza
necessdrios a serem definidos posteriormente.

O modelo entrada-saida da planta é dado por

y = G(s)u, G(s) = Hp(sI—Ap) 'By.

As seguintes hipdteses sdo consideradas
(A1) G(s) é de fase minima e tem posto completo.
(A2) A planta é controlavel e observavel.

(A3) O indice de observabilidade v de G(s) ou um limi-
tante superior de v é conhecido.

(A4) Existe uma matriz polinomial diagonal conhecida
&m(s) definida como a matriz interactor pela esquerda
modificada (MLI) de G(s) de forma que &n(s) =
diag {di(s), d2(s), ..., du(s)} onde d;(s) sdo po-
lindmios modnicos estaveis de grau p; > 0.

(A5) A matriz de ganho de alta frequéncia de G(s), defi-
nida como K, = lims oo &m(s)G(s) € finita e ndo
singular, com autovalores positivos e forma de Jordan
diagonal.

Assim, pela hipétese (A4), o grau relativo vetorial
[p1, p2, ..., par] T € arbitrario e conhecido.

O sinal de referéncia y,, é gerado pelo seguinte modelo
de referéncia

Ym =M(s)r;  rym €RY (3
M(s) = diag{(s+a)71,...,(s+a)71}L71(5) 4)

onde a > 0 e L(s) é dado por
L(s) = diag{Li(s), L2(s), ..., Lam(s)}, Q)
e Li(s),i =1, ..., M sdo polindmios Hurwitz dados por
Li(s) = s 4l s 4 ilfs w1l (o)

A matriz de transferéncia M (s) tem o mesmo grau relativo
vetorial de G(s) e o seu HFG € a matriz identidade. O obje-
tivo de controle é encontrar uma lei de controle u(t) tal que
o erro de safda

e(t) = y(t) - ym(t)v @)

tenda a zero assintoticamente para condi¢Oes iniciais ar-
bitrdrias. Quando a planta é conhecida, uma lei de con-
trole que obtém o casamento entre a matriz de trans-
feréncia em malha fechada e M (s) é dada por u* =

T . N .
* w, onde a matriz de parimetros pode ser escrita
(S
T
T T T T
02" 6;" 65" K&'| . com ©1,0; €
RM—DxM gs 5 e RM*M ¢ o vetor regressor w =

Wl W' 4T 717, W, wy € RMP=D ¢ obtido dos filtros
de entrada e saida dados por:

como ©F =

wu = AN (s)u, wy = AN (s)y, @)

onde A(s) = [Is"72 Is"™% ... Is 1Y, A(s) = A(s)I
e A(s) é um polindmio ménico e estdvel de grau v — 1. A
condicdo de casamento requer que K5' = K. » 1

No entanto, como a planta é desconhecida, a matriz de
pardmetros desejada ©* também € desconhecida. Assim,
emprega-se a seguinte lei de controle

u(t) = 07 (H)w(t) ©)



onde O é uma estimativa de ©* obtida por uma lei de adap-
tagdo. Uma equacdo do erro pode ser obtida estendendo-
se a abordagem usual do MRAC SISO para o caso MIMO
(Tao, 2003; Ioannou and Sun, 1996). Define-se o vetor
X = [m;‘f, wl wﬂT com a seguinte dindmica X =
Ao X + Bou. Assim, somando e subtraindo Bou™ e notando
que ha matrizes 1 e {22 tal que

w=MNX+Qar (10)
segue-se que

X =A.X +B.K, [u—u"]4+ Ber, y=HoX (1)
com Ac = Ag + Bo0*"Qu, B. = BoK;" = BoK,'. O
modelo de referéncia pode ser descrito por Xm = A X+
Ber. Assim, o estado do erro

Xe=X—-Xn (12)
€ dado por

Te = Ace + BeKp [u —u”], e= Hoze (13)
Note que (Ac, Be, Ho) é uma realizagdo ndo minima de
M (s) e assim a equagdo do erro pode ser reescrita na forma
entrada-saida como

e=M(s)K,[u—u"] (14)

4 Extensio do BMRAC MIMO para Plantas de Grau
Relativo Uniforme Um

O BMRAC foi originalmente proposto para sistemas escala-
res em (Hsu and Costa, 1994), apresentando bom desempe-
nho transitério utilizando ganhos de adaptagdo altos. Recen-
temente, uma versdo MIMO foi introduzida para plantas de
grau relativo um (Yanque et al., 2012). Posteriormente, uma
extensdo para grau relativo arbitrdrio foi obtida utilizando
estimadores baseados em HOSM (Battistel et al., 2014), na
qual emprega-se um estimador hibrido que comuta entre um
filtro lead MIMO e um estimador utilizando diferenciadores
baseados em HOSM (Levant, 2003), cuja generaliza¢do para
sistemas MIMO ¢ apresentada em (Nunes et al., 2014).

A generalizagdo do BMRAC para sistemas MIMO
em (Yanque et al., 2012) utiliza o conceito de passividade
WSPR de tal maneira que a condi¢@o de simetria no ganho
de alta frequéncia (HFG) pode ser relaxada, sendo neces-
sario apenas que o HFG tenha autovalores reais e positi-
vos. Esta condicdo € chamada de PDJ, de acordo com (Hsu
et al., 2011) e € bastante menos restritiva do que as condi-
cdes de simetria necessdrias no MRAC convencional, uma
vez que a simetria € facilmente destruida mesmo por peque-
nos erros numéricos, enquanto a condi¢do PDJ é genérica.
Para sistemas onde o HFG nao satisfaz a condi¢dao PDJ, uma
matriz passivadora L pode ser escolhida tal que LK, seja
PDJ.!

A lei de adaptagdo no MIMO BMRAC foi proposta em
(Yanque et al., 2012) utilizando a seguinte parametrizagao

w(t) 01(t)
, ¥(t) = vec(©) = :

w(t) O (1)
(15)

Q) =

1Ver (Yanque et al., 2012) para exemplos numéricos

onde Q € RN™*" 9 € RV™ ¢ N é a dimensdo de w e
0; é ai-ésima coluna do pardmetro ©. A lei de adaptac@o do
BMRAC MIMO ¢ dada por

9(t) = —9(t)o — 1t)e(t) (16)

onde o ¢ dado por uma projecdo

0, seld|< My ou Oeq <0,
7= (17
Oeq,se || > My e Oeq >0,
onde
TS
Oeq = — ‘19|2 ) (18)

e My > |97| é uma constante. Assim, lei de controle pode
ser reescrita como

u(t) = 07 (Hw(t) = Q7 (1)9(t) . (19)

Para plantas de grau relativo superior, pode-se utilizar o
operador L(s) definido na Eq. (5). O operador L(s) é es-
colhido de tal forma que L(s)G(s) e L(s)W,(s) tenham
grau relativo vetorial um. A varidvel de erro auxiliar ideal
S=L(s)e € R™ é dada por

e e il e
§= :

p1—1

> LR ADX, (20)

|
Il
unf
s

Z l[_m]hTA(j)X
J m C €

L Jj=0 _

onde h; € R*"T?™(»=1) ¢ 3 ;i &sima linha da matriz H, e
a segunda equagdo ¢é obtida através da hipétese (AS) e da
Eq. (13). De (3) e (5), tem-se

S = L(s)Wpn(s)Kp [u — @*Tw]

=diag{(s+v)7", -, (s+vm) '} Kp [“*G*T“’] :
2n

Note que {A., B, H } é uma realizacdo nfio minima de
L(s)Wi(s).

Conforme mencionado anteriormente, esta € a aborda-
gem para plantas de grau relativo um, de forma que o dife-
renciador baseado HOSM pode ser utilizado a fim de obter
um algoritmo para grau relativo arbitrdrio. Neste trabalho,
emprega-se um diferenciador baseado em HOSM com ga-
nhos dindmicos, tal que a estimacio ¢ feita de maneira mais
simples.

5 Observador da norma do estado e do majorante da
norma para perturbacio equivalente

Neste trabalho, sdo utilizados observadores de norma a fim
de obter um limitante superior para a norma de x. Aplicando
(Hsu et al., 2003, Lema 3) a Eq. (11), pode-se encontrar
ky > 0tal que, para k, € [0, k3] um limitante superior para
a norma de X e z pode ser obtido usando filtros de apro-
ximagdo de primeira ordem (FOAFs) (ver detalhes em(Hsu
et al., 2003)). Assim, tem-se

lz()] < |2(0)] + 7 (2) (22)



onde
c

Z(t) == S +’c>\z lw(®)], (23)
com ¢z, Az > 0 constantes que podem ser obtidas utilizando
métodos de otimizacdo descritos em (Cunha et al., 2008). De
acordo com (Hsu et al., 2003), o termo exponencialmente

decrescente 7 contabiliza as condi¢des iniciais.

6 Diferenciador MIMO Global baseado em HOSM
com Ganhos Dindmicos

Nesta secdo apresenta-se um diferenciador MIMO baseado
em HOSM cujos coeficientes sdo adaptados utilizando a es-
timativa para a norma do estado « dada na Eq. (22). Obtém-
se estimacdo global e exata, isto é, a diferenciacdo ¢ exata
de sinais com quaisquer condi¢des iniciais e com derivadas
de ordem superior possivelmente ilimitadas. Pode-se mos-
trar que o sistema (2) pode ser transformado para a forma
normal (Isidori, 1995, p. 224):

n=q(&mn), (24)
=6,
Lo (25)
é;ifl = th ’
&, = bi(&,m) +Zaij(£,77),
j=1
yi = &1, (26)
para todo 1 < i < m, sendo 2T = [T €T] €

R™ onde n € R™ 2i%1r) sendo referido como o
estado da dindmica interna ou dindmica dos zeros e
€ = [5%7 5;1717 ) 5?17 5/’;”:”71]T =
[yl,...,yipl_l),--~,ym,...,y é o estado
da dindmica externa. Pela hipétese (A1), pode-se concluir
que a dinamica 7 € estdvel uma vez que a planta é de fase
minima. Ainda, os termos a;;(£,n) e b;i(€,n) sdo calcu-
lados pela derivada de Lie, tal que a;;(§,n) = aij(z) =
S H AG T By e bi(€,m) = bile) = ' Apa,

i3] 4

(Pm 1)]

onde H}' p’ representa a i-ésima linha de H), e B é o ele-
mento da ¢-ésima linha e da j-ésima coluna de B,,. Assim,
paratodo 1 < 4,5 < m, asaida y; da derivada de ordem p;
satisfaz

g = B A e + > HP AT By @27)

j=1

(pi)

O valor absoluto de y,"*’ satisfaz

‘yl(m)‘ _ 'H;[ﬁAZifﬂ + ZHZ[)i]AZilel[f’j]uJ

j=1

< |HP A o) + 3 [ HE A B Juy|

j=1

< |HY A% 2] + k:qlaxm{\HE]AZ“IBE”']‘} 3 luyl
R =

}|u|.

(28)

< ’HZ[j]AZi

|z| +m , max { ’HZ[,i]AZ’i_lBI[f’j]

Usando (28), um limitante superior para (27) é

15 < kP2 + k5 (29)

onde /-c[li] > |H. ;[,i] Al e KL[;] >
MMaXg=1,...,m { ’Hz[f]AZ’i_lBy’j]
conhecidas.

De (29) e (7), pode-se escrever

} sdo  constantes

e () < Lpl (1) = w J| - ul 1yl (1)) 30)
Assume-se que o controle satisfaz
lu| < My|w(t)| < kal|Xe|] + K5 . 3D

para constantes My , k4 , k5 > 0. Assim, a partir de (22)—
(23), obtém-se o seguinte limitante superior com a varidvel
Z(t) do observador de norma:

e ()] < K1(12] + G0) + w5 Molw| + [y (t)], (32)

modulo termos exponencialmente decrescentes devido as
condicdes iniciais, que contabilizam o transitério do FOAF.
Definindo-se constantes positivas e conhecidas kf, kg],

kgi] e wll tal que k> |yf,’fj ®)1, k[Z > lf k[’ >
Iil 60 + Iim e k3 > H[Q]Mﬁ, define-se
£, 1) = k2] + K + kel 33)

e obtém-se o seguinte limitante superior utilizando apenas
sinais mensuraveis

e (1)) < i(@,t), wt>T, (34)

para algum tempo finito 7" > 0.

A varidvel de erro S pode ser estimada usando a ex-
tensdo MIMO do diferenciador global baseado em HOSM
proposto em (Levant, 2003), de forma a obter rastreamento
exato. A estratégia consiste em empregar um diferencia-
dor baseado em HOSM de ganhos varidveis de ordem p; =
pi — 1 paracadasaidae; € R, i = 1,...,m da seguinte

forma:
& =o! = [l @0 |¢) —ei)] 7T sen(Gh—es) +¢!
& ol = AL (3, pf ol 7T Tgn(f il
¢hl ==Ll @, vysen(ch) - of)),

(35

onde c}j} (z,t) é um ganho varidvel escolhido de forma que
\e(p’ )] < .CE,ZE (&,t). O superscrito ) denota que um de-
terminado pardmetro ou varidvel se refere ao diferenciador
relacionado a e;. )

Escolhendo-se os pardmetros )\gl] de forma apropri-
ada?, as igualdades

=ity M=), i=1,...,

sdo obtidas em tempo finito (Levant, 2003). Assim, uti-
lizando o diferenciador MIMO global baseado em HOSM
composto por m diferenciadores de ordem p; — 1 para cada
saida e;, a seguinte estimativa para .S pode ser obtida:

m; j=1,...,p;

Gy I )

/31*1

>
Il

(36)

G e ) gl

Pm

2Em particular, uma escolha valida é p; < 3: )\g] =5, )\[li] =

3, )\[; I 1.5, )\g I 1.1. Mais detalhes podem ser encontrados em
(Levant, 2003).



7 BMRAC para plantas de grau relativo arbitrario
utilizando diferenciador MIMO baseado em HOSM

Uma extensdo do MIMO BMRAC para plantas de grau re-
lativo arbitrdrio pode ser obtida utilizando o diferenciador
MIMO baseado em HOSM com ganhos dindmicos. Se o
HFG ndo satisfizer a condi¢do PDJ, um multiplicador L
pode ser utilizado tal que LK, seja PDJ. Para incluir esta
possibilidade na andlise, considera-se o sistema do erro mo-
dificado, seguindo os passos de (Yanque et al., 2012)

X, = AgXe 4+ B Kpu — u) (37

er =Le, (e=HoX.). (38)

onde Ax = A. — BeK,KLHy, K é um ganho estético
de realimentacdo de saida e L é escolhido tal que o sis-
tema {Ax, BcK,, LHo} satisfaz a condigdo WSPR do Te-
orema 1. A lei de adaptagdo € rescrita

9(t) = —9(t)o — yQ(t) S (1) (39)

onde S = LS e S é a estimativa exata de S dada em (36)
e o é gerado por uma projecio

0, se|d| <My ou 0e <0, (40)
"\ oegsse 9> My e 0o >0,
+9TQS,
Oeq = |19‘2 > (41)

e My > |9 é uma constante. Desta forma, a lei de controle
pode ser rescrita como

u(t) = 07 (Hw(t) = QT ()I(t). (42)

Uma vez que a estimativa exata de S ¢ obtida em al-
gum tempo finito 7', a compensacdo de grau relativo € per-
feitamente obtida e 0o MIMO BMRAC pode ser aplicado. O
resultado € resumido no teorema a seguir.

Teorema 2 Considere a planta (2) e o modelo de referén-
cia (3), o sistema do erro (7) com lei de adaptagdo bindria
dada por (16) e lei de controle (9). Suponha que as hipo-
teses (Al)-(A4) sdo satisfeitas e |©(0)| < My para uma
constante My > |©%| e L é um multiplicador passivador
conhecido. Para )\?], t=1,...,m,3=0,...,p—1, esco-
lhidos de maneira adequada, LE} (Z,t) e (35) satisfazendo
(33), a estimacdo da varidvel S T se torna exata a partir de
algum tempo finito, i.e., ST = 7. Assim, o erro em malha
fechada com dindmica descrita por (13) é uniformemente
globalmente assintoticamente estdvel no sentido de que X,
e, consequentemente, o erro de rastreamento de saida e con-
verge assintoticamente para zero e todos os sinais sdo limi-
tados uniformemente em malha fechada. Ainda,

) O] < My, vt > 0;

(i) [ Xc(t)]* < cre™ | X (0)[*+O(v™), ¥t > Opara
constantes positivas c1 e A1,

(iii) o erro de rastreamento de saida e e o estado do erro de
rastreamento X. tendem assintoticamente para zero.

Prova: No que se segue, todos os k; > 0 sdo cons-
tantes que ndo dependem das condig¢des iniciais. A demons-
tragdo € dividida em duas partes: na primeira, mostra-se que
ndo hd escape em tempo finito nos sinais do sistema em ma-
lha fechada.

Considera-se a seguinte candidata a funcdo de Lyapu-
nov

Vp = %ﬂTﬂ. 43)
A derivada de (43) sobre as trajetérias de (39) é
Vo = (0cqg = 0)[0]* = 2(0eq —0)Vo,  (44)

e tem-se (0eq — 0) < 0 para || > My, de acordo com
(40) e (41). Logo, o conjunto |#| < My é positivamente in-
variante e, portanto 979 é uniformemente limitado por uma
constante.

Visto que ¥ = vec(©) é uniformemente limitado por
uma constante, pode-se concluir que © é também uniforme-
mente limitado por uma constante, de forma que |©| < Mjy.
Logo, a lei de controle (42) satisfaz

lul < Mylw(t)] < k|| Xl + ks . (45)
Tal propriedade é estabelecida considerando que |w| <
ko| X |+ k10 a partir de (10), com kg > Q1] e k1o > |Qar],
considerando que r(¢) é um sinal de referéncia uniforme-
mente limitado.
De (10) e (12), tem-se que X = X + X €

w:Q1X5+Q1Xm+QQT‘, 46)
sendo T, = [Ymy, - - - yﬁ,’jll_l), o Ymany ey y,ﬁfjg/‘”]T
e Te = & — Tm, com & em (25). Da Eq. (13), pode-se
demonstrar que ezw = H([f]AjXﬁ, paraj =0, ..., p; —1,
logo |ze| < ko|Xe|. Assim, uma vez que z,, é unifor-
memente limitado, entdo £ = z. + x,, é majorado de

forma afim por |X.|. Ainda, conforme (Al), o sistema
é de fase minima e a dinamica de n é estdvel. Logo,
pode-se concluir que |z| < k1||&|| + k2, e por conseguinte,

|z] < ks||(Xe)e||+ ka. Uma vez que X, = Ac X, + Ber,
|X7n‘ S kEH(Xe)tH + k6 . (47)

E finalmente, das Egs. (10), (46) e (47), conclui-se que w
em (13), e portanto, o sinal de controle v sdo majorados de
forma afim por X ou X., i.e.,

lul , [w] Kall Xl + Ko (48)

<
< kell(Xe)ell + ko (49)

lul , [w]

Desta forma, os sinais do sistema sdo regulares e, portanto,
podem crescer no mdximo exponencialmente (Sastry and
Bodson, 1989). Assim, cada ganho dinidmico cEj} (z,t) do
diferenciador MIMO satisfaz as seguintes condi¢des para
convergéncia rdpida e em tempo finito:

1. O limitante superior global LE,ZQ ¢ absolutamente con-
tinuo com derivada logaritmica limitada (|££f3 / ELZQ | <
M;, para constantes M; > 0) (Levant and Livne,
2012).

2. Inicialmente o ganho varidvel pode ter um cresci-
mento arbitrdrio, tal que E'[F,i}(ﬁ:,t) > 0 resulta em
uma convergéncia mais rdpida para o diferenciador
(Moreno, 2017)

Este resultado leva a segunda parte da prova. Existem
dois instantes de tempo finitos 71 > 0 e 7> > 0 para os
quais as Eqgs. (22) e (34) sdo satisfeitas, V¢ > max{T1, T2 }.
Assim, a variavel de erro ideal é estimada de forma exata,
ie.5=Sea compensacdo de grau relativo é perfeitamente
obtida.



Assim, uma vez que o grau relativo é compensado, a
andlise de estabilidade € concluida utilizando-se a seguinte
fun¢do de Lyapunov

V=XIPX,+tr EZG‘)T@ZT} (50)

onde Z € R™*™ ¢ nio singular tal que W = Z7 Z & posi-
tiva definita. Derivando, tem-se

V=-X'QX.+ 25t 2" 26" w+
—tr [2&ZGT(§ZT] —tr [2ZéTw§{ZT] (51)

uma vez que tr(zy’) = yTz, tem-se 25TWOTw =
tr [2ZéTw§{ZT] , logo

vV =-XIQX. - 25t [6We"]. (52)

Como © € uniformemente limitado em norma, V'
XIPX, + O(v7'). Podese entio obter V
A [V=0(Hh]. @l que At = Anin(Q)/Amaz (P)
onde 0 minimo e méximo autovalores de Q = QT > 0O e
P = PT > 050 dados por Amin(Q) € Amasz(P), respec-
tivamente, o que resulta na propriedade (ii) utilizando um
lema de comparagdo. Da Eq. (40) e visto que 6=0-06"
e My > |©¥| por hipétese, pode-se demonstrar que o

IAI

termo —2gtr [éW@T] é ndo positivo. Logo, tem-se que

V < —XTQX. < 0, a partir do qual pode-se demonstrar
utilizando o Lema de Barbalat que X.(¢t) — 0e S(t) — 0
conforme ¢ — oo. [

8 Simulacao

Para ilustrar a estratégia de controle proposta, consi-
deramos uma planta ndo linear com grau relativo ndo
uniforme (p1 = 2, p2 = 3) descrita por (2), com A, =
-2 3 0 0 0 BTﬁ{lOOOO}
1 0 0 0 0 P10 0 1 0 0}’

1 2 -6 —-11 -6/,
0 0 1 0 0| g _[0 5 0 r 3k
0 0 O 1 0 P~1o 0 0 0 1

r(s+2)
G(s) = | GDGI0ET
D132

K
GG | onde
GFD(s42)(s¥3)

a constante k € [4,10] é incerta e K, =

z

¢ a matriz de ganho de alta frequéncia. O si-
nal de referéncia e o modelo s3o escolhidos
como r = [sin(¢) sin(0.5¢)] [L(¢) — L(t —20)] e
W (s) = ding { rorye, rnybeesy -

Para realizar as simulagdes, o parametro real « € de-
finido como 10, enquanto x"°™ = 7 é escolhido para fins
de controle. Para k"°™ = T e k € [4,10], segue-se que
| (0%°™ — 6*)" | < 2. O observador da norma & é dado por
(23),comc, = 1.2eX; = 0.1.

Outros pardmetros de projeto sdo listados da seguinte
maneira: Filtros de Entrada/Saida (8): A(s) = (s42)% e
v=3; L(s)=diag {(s + 1), (s + 1)* }; K}°™ = K, with
K = 7;N£1] = s2+2s+l,N£2] =3 +3s24+3s+1,
H = 207, B = 4527, HY = 117, 1 =
[4 —21]"; Diferenciador HOSM (35): ALl = 1.5, Al =
LLe £p/(#,8) = 130[&] + 10 + [gm, | + 2Agom, | + |ral:
A =3 AP =15 AP =11 £ (2, 1) = 262 + 0 +
2|Yms |+ 5lYms | + 4]im, | + [r2]; note que Y, , Y, € suas

0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
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(a) Sinais do erro de rastrea-
mento.

(b) Sinais de controle.
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(c) Rastreamento em y1 (¢). (d) Rastreamento em y2(t).

Figura 1: Simula¢do do B-MRAC com v = 40.

respectivas derivadas podem ser encontradas empregando-
se uma implementagdo por espago de estados do modelo de
referéncia. O limite superior My = 12 e o ganho de adap-
tacdo é escolhido como v = 40. Considera-se as seguin-
tes condigdes iniciais para a planta: y1(0) =1, 91(0) =2,
y2(0) = 0.5, 92(0) = —1, 42(0) = 1. As condi¢des iniciais
do sistema restantes sdo escolhidas como zero. O método
de Euler com passo de amostragem h = 1075 é usado para
integracdo numérica.

Os sinais de erro e o desempenho do rastreamento sio
observados nas Fig. 1(a), 1(c) e 1(d), respectivamente, en-
quanto os sinais de controle continuos do B-MRAC sdo mos-
trados na Fig. 1(b). E possivel notar a convergéncia rapida
e o bom comportamento transitério alcangado com a abor-
dagem B-MRAC proposta, conforme ilustrado na Fig. 3.
Ainda, na Fig. 3 é possivel observar que || < My devido a
projecao, isto €, os parametros adaptados sdo mantidos den-
tro de uma bola de raio My.

Nas Figs. 2(a)-2(e) pode-se observar a comparagio en-
tre os sinais de erro e suas derivadas com os sinais estima-
dos pelo diferenciador, mostrando uma rapida convergéncia
do pardmetro estimado para o valor real. A comparacdo dos
ganhos dindmicos com as derivadas dos erros a serem majo-
radas pode ser vista nas Figs. 2(f)-2(g). A comparagao entre
a norma do estado e a norma observada € vista na Fig. 2(h).

9 Conclusao

Neste trabalho, apresenta-se um controlador de realimenta-
¢do de saida para solucionar o problema de rastreamento
exato e global para uma classe de plantas multivaridveis com
incertezas. Uma extensdo multivaridvel do MRAC Bindrio
(BMRAC) ¢ proposta utilizando a extensdo MIMO de um
esquema de estimacdo baseado em diferenciadores globais
de tempo finito utilizando ganhos dindmicos a fim de contor-
nar o obstdculo do grau relativo ndo uniforme. Uma condi-
¢d0 do tipo passividade para a matriz ganho de alta frequén-
cia é utilizada de forma a relaxar a necessidade de condi¢des
de simetria. Obtém-se estabilidade global exponencial uni-
forme com convergéncia final para zero.
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Figura 2: comparag@o entre sinais de erro e estimativas
correspondentes, norma observada e norma do estado
obtidas pelo diferenciador HOSM
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