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Abstract— This paper addresses the design and analysis of fast Newton-based extremum seeking feedback for scalar static
maps in cascade with partial equation equation (PDE) dynamics in its actuation path. Although more general classes of PDE-based
systems could be envisaged, we concentrated our efforts in handling diffusion PDEs. The proposed adaptive control scheme for
real-time optimization follows two basic steps: first, it cancels out the effects of the actuation dynamics in the dither signals,
and second, it applies a boundary control for the diffusion process via backstepping transformation. In particular, the diffusion
compensator employs perturbation-based (averaging-based) estimates for gradient and Hessian’s inverse of the nonlinear-scalar
static map to be optimized. The complete stability analysis of the closed-loop system is carried out using Lyapunov’s method and
applying averaging for infinite-dimensional systems in order to capture the infinite-dimensional state of the actuator model. Local
exponential convergence to a small neighborhood of the unknown extremum is guaranteed and verified by means of a numerical
example.

Keywords— Extremum seeking, Adaptive control, Backstepping, Averaging theory, Infinite-dimensional systems, Partial dif-
ferential equations

Resumo— Este artigo aborda o projeto e a andlise da busca extremal baseada no método de Newton para mapeamentos estaticos
escalares (plantas) em cascata com dinamica governada por equacdes diferenciais parciais (EDP’s) em seu caminho de atuacio.
Embora classes mais gerais de sistemas baseados em EDP pudessem ser consideradas, concentramos nossos esfor¢cos no problema
com EDP’s de difusdo. O esquema de controle adaptativo proposto para otimiza¢do em tempo real segue duas etapas bdsicas:
primeiro, anula os efeitos da dindmica de atuag@o nos sinais de perturbagdo e depois, aplica um controle de fronteira para o
processo de difusdo via transformac@o backstepping. Em particular, o compensador de difusdo emprega estimativas baseadas
em perturbacdes (baseadas na média) para o gradiente e o inverso da hessiana do mapeamento estdtico ndo-linear escalar a ser
otimizado. A analise de estabilidade completa do sistema em malha fechada € realizada usando o método de Lyapunov e aplicando
a teoria da média para sistemas de dimensdo infinita, a fim de capturar o estado infinito-dimensional do modelo do atuador. A
convergéncia exponencial local para uma pequena vizinhanga do extremo desconhecido € ilustrada por meio de um exemplo

numérico.
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diferenciais parciais
1 Introducao

O objetivo da busca extremal (Extremum Seeking — ES) é
encontrar a entrada ideal de uma planta dindmica ou estatica
desconhecida que conduza a saida mensurdvel do sistema ao
seu valor de extremo desconhecido, usando o método de per-
turbagdo ou excitacdo peridédica. Na maioria dos exemplos
da bibliografia, existe um mapeamento ndo-linear que apa-
rece em cascata com algum sistema dindmico modelado por
equagdes diferenciais ordindrias (EDQO’s).

Por outro lado, dindmicas de atuac¢@o descritas por sis-
temas de dimensdes infinitas foram introduzidos em diversas
aplicacdes. O exemplo representativo é um sistema sob atra-
s0s, em que a propagacio de atraso pode ser descrita por uma
equacdo diferencial parcial (EDP) hiperbdlica de primeira
ordem (Krsti¢ and Smyshlyaev, 2008a), (Krsti¢, 2010). Re-
centemente, a primeira contribuicido da aplicagdo do ES a
dinamica de atuag¢do com dimensdes infinitas foi alcangada
por (Oliveira et al., 2017) no caso de atrasos de atuadores
com tempo conhecido. E apresentado uma prova de estabili-
dade do sistema em malha fechada e sua convergéncia para
o extremo através do método de backstepping de dimensao
infinita (Krsti¢ and Smyshlyaev, 2008b).

Outra bem conhecida classe de dindmica de dimen-
sdo infinita é o processo de difusdo, que aparece em Sis-
temas bioldgicos, quimicos e econdmicos (veja (Edelstein-
Keshet, 2005), (Wang et al., 2013)). A compensagao do atu-
ador de dindmica de atuag@o governado pela EDP de difusdo
foi estudada em (Krstié, 2009) para estabilizagdo de um sis-

tema linear. No entanto, ndo ha trabalho na literatura que
se refira a ES na presenca de dindmica de atuagdo gover-
nada por EDP de difusdo, ou generalizando EDP parabdlica.
Exemplos como otimizar a taxa de produg@o de um biorrea-
tor tubular, onde o modelo ¢é descrito por uma EDP parabé-
lica acoplada com mapeamento estitico ndo-linear (Winkin
et al., 2000), (Cougnon et al., 2006), (Hudon et al., 2008)
tem motivado pesquisas recentes.

Neste artigo, é projetado um ES para mapeamentos es-
taticos com dindmica de atuag@o governada por EDP de di-
fusdo. Em particular, é considerado o algoritmo baseado
em Newton (Ghaffari et al., 2012), ao invés do algoritmo
baseado em gradiente explorado no artigo complementar
(J.Feiling et al., 2018). O algoritmo de Newton oferece van-
tagens considerdveis uma vez que pode atingir melhor/mais
rapida convergéncia do que o algoritmo baseado em gradi-
ente, com uma velocidade independente da hessiana desco-
nhecida do mapeamento. O compensador para a dinimica de
atuacdo € projetado através da transformacdo backstepping
de dimensao infinita realimentando a estimativa do gradiente
e da inversa da hessiana do mapeamento estdtico a ser ma-
ximizado. A equagdo diferencial de Riccati estima a inversa
da hessiana. Computar algebricamente a estimativa direta
da inversa da hessiana € suscetivel a singularidade, enquanto
que empregar o filtro Riccati remove essa possibilidade.

A andlise de estabilidade € realizada de tal forma que
o sistema alvo transformado associado ao sistema em ma-
lIha fechada é exponencialmente estdvel. Entdo, o teorema
da média para sistemas de dimensdo infinita € aplicado com



sucesso a EDP parabdlica do sistema médio via andlise de
semigrupos, enquanto que em (Oliveira et al., 2017) o sis-
tema foi descrito como uma equagéo diferencial funcional
(Functional Differential Equation — FDE). Por fim, a con-
vergéncia para uma pequena vizinhanga do extremo é pro-
vada. Simula¢des numéricas sdo realizadas para ilustrar as
propriedades de estabilidade e convergéncia do sistema em
malha fechada.

1.1 Notagdo

Nés denotamos as derivadas parciais de uma fungio u(x,)
como dyu(x,t) = du(x,t)/dx, du(x,t) = du(x,t)/dt. A
segunda norma de um vetor de estado de dimensdo finita
(EDO) ¥ (t) é denotado por barras simples |9(¢)|. Em con-
traste, normas de func¢des (de x) sdo denotadas por barras
duplas. Nés denotamos a norma espacial 32 [0 D] do estado
u(x,1) de uma EDP como ||u(r )H$ 0.0]) = = JPu?(x,1)dx,

onde, na sequencia, nds descartamos o 1nd1ce £([0,D)),
portanto, || - || = || - | zo,p)) se ndo for especificado de ou-
tra forma. Como definido em (Khalil, 1996), um vetor fun-
¢do f(t,€) € R" é dito ser de ordem &/(€) em um intervalo
[t1,t2], se 3k, & : |f(t,€)| < ke,Ve € [0,€] e Vt € [t,1,]. Na
maioria dos casos nds ndo damos estimativa da constante k
e &, entdo () pode ser interpretada como uma relagdo de
ordem de magnitude para € suficientemente pequeno.

2 Declaracio do problema

2.1 Busca extremal bdsica

Como introduzido, o controle por busca extremal (Extremum
Seeking Control — ESC) baseado em Newton para mapea-
mentos estdticos é um esquema de controle de otimizagdo
em tempo real, onde o objetivo é encontrar e manter o ponto
6timo de um mapeamento estatico desconhecido nio-linear
O(-) com a saida 6tima desconhecida y*, com o otimiza-
dor desconhecido 6* e com saida y e entrada 6 mensurd-
veis. Sem perda de generalidade, consideramos os proble-
mas de maximizacdo. O método de perturbagdo senoidal
(Khalil, 1996) € a peca chave da busca extremal (Ariyur and
Krstié, 2003; Krsti¢ and Wang, 2000), de modo que o para-
metro de entrada do mapeamento estitico 6 varie para esti-
mar o gradiente G do mesmo. Portanto, o sinal aditivo de
perturbacio ou dither escolhido como

S(¢) = asin(wt), (1)

com amplitude de perturbacio a e frequéncia w, é adicio-
nado a estimagdo do otimizador 6*, dado por 8. O sinal
multiplicativo de perturbagio ou dither para estimar o gradi-
ente do mapeamento estatico é escolhido como

M(r) = %sin((m). )

A idéia de escolher os sinais de perturbagdo como (1) e (2)
¢ para alcangar o sinal médio da estimativa do gradiente G
dada por Gay (t) = HByy = H(éav —0%*), onde H é a hessiana
desconhecida negativa do mapeamento estdtico e 6 = 6 — 6*
€ o erro da estimativa. Isso resulta na dindmica do erro mé-
dio 8,, = KH8,,, com ganho de adaptacio K > 0. O sistema
médio é exponencialmente estdvel e exponencial estivel em
relagdo a um pequeno conjunto residual.

No entanto, a taxa de convergéncia depende da hessi-
ana H desconhecida. Esta fraqueza do algoritmo ES base-
ado em gradiente é removida com o ES baseado em New-
ton. Resumidamente, uma excitacdo multiplicativa denotada

por N(z) é introduzida para gerar a estimativa da hessiana H
como A(t) = N(t)y(t) (Ghaffari et al., 2012). De acordo
com (Ghaffari et al., 2012), um filtro de Riccati inverte a
estimativa da hessiana e anula o termo H da taxa de conver-
géncia, tornando-o passivel de atribui¢do pelo usudrio. Uma
visdo geral das versdes de gradiente e Newton do ES pode
ser encontrada em (Krsti¢, 2014).

2.2 Dindmica de atuagdo e saida

Consideramos dindmica de atuacdo, as quais sdo descritas
por um processo de difusdo, por exemplo, a equagdo do calor
com atuador 6(r) e o atuador de propagacdo ©(r) dado por

O(r) = a(0,1) 3)
dro(x,t) = dx(x,1), x€[0,D] 4
3,a(0,£) =0 )
a(D,t) = 6(r), (6)

onde o comprimento D do dominio € conhecido. A medida é
definida pela entrada do mapeamento estdtico desconhecido
(3), tal que

y(t) = Q(O(r)). o

Por uma questdo de simplicidade assumimos o seguinte:

Hipotese 1 O mapeamento estdtico ndo-linear desconhe-
cido é quadrdtico, por exemplo,

00)=y"+= (® 0%, ®

onde além da constante ®* € R e y* € R comegarem des-
conhecidos, o H < 0 escalar é a hessiana desconhecida do
mapeamento estdtico.

Consequentemente, a saida do mapeamento estdtico ¢ dada
por

2@ -ey ©)

Combinando a dindmica de atuagio acima e o esquema
basico do ESC, adaptando ainda mais o esquema proposto
em (Oliveira et al., 2017), o ES em malha fechada com di-
namica de atuacdo governada por um sistema de EDP de
difusdo sob controlador de compensacio de difusido desco-
nhecido é mostrado na Figura 1.

y(t)=y"+

2.3 Sistema e sinais

Como no esquema bdsico do controle por busca extremal,
definimos a entrada 6tima desconhecida 6* de 6(¢) com res-
peito a0 mapeamento estdtico e ao processo de difusdo, com
a relagdo ®* = 6*. Como nosso objetivo é achar a entrada
6tima desconhecida 8%, definimos o erro de estimagdo

6(t):==6(r)— 6", (10)
onde 6(r) é a estimagio de *. Para tornar (10) relevante
com o otimizador do mapeamento estético ®*, apresentamos
o erro de estimagéo propagado ¥ (¢) := @(r) — @ através do
dominio de difusido

B(t) == a(0,1) (11)
dia(x,t) = dl(x,t), x€0,D] (12)
ox@(0,£) =0 (13)
a(D,t) = 0(r). (14)
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Figura 1: Malha de controle por busca extremal baseada em Newton com dindmica de atuacio governada por EDP

de difusao.

Da malha de controle na figura 1 temos
b(1)=U(1). (15)

Tomando o a derivada do tempo de (11)-(14) e com ajuda de
(10) e (15), a dinamica do erro propagada pode ser escrita
como

&(t) = u(0,1), (16)
Sru(x,t) = dyeu(x,1), x€[0,D] (17)
Au(0,1) =0, (18)
u(D,t) =U(t), (19)

onde u(x,1) := 0 (x,) e 8(r) = O(t), desde que * seja cons-
tante. Como na busca extremal sem atuacio através do do-
minio de difusdo, o sinal de perturbagdo S(¢) deve somar
asin(ot) em O(r), portanto compensa o processo de difusdo.
Consequentemente, asin(®t) com amplitude de perturbagdo
a e frequéncia @ ¢ aplicada como segue:

S(t) := B(D,1) (20)
0B (x,t) = OB (x,t), x€[0,D] 1)
B(0,1)=0 (22)
B(0,t) = asin(wr). (23)

Equagdo (20)-(23) descreve um problema de geragdo de tra-
jetéria como em (Krsti¢ and Smyshlyaev, 2008b). A solugdo
explicita de (20) é dada por

S(t) = 1ae\/gD sin [ wr+ “p
2 V2
n %ae*\/?D sin <wt —/ §D> RO

A relagdo entre o erro de estimag@o propagado ¥(¢), a en-
trada propagada ©(), e o otimizador do mapeamento esta-
tico ®* é dada por

B(t) +asin(or) = O(r) — O, (25)

que pode ser facilmente comprovado, considerando 6(¢) =
é(t) + 5(¢) juntamente com as solugdes de (3)-(6), (11)-(14)
e (20)-(23). Nos falta definir o sinal de perturbacdo N(r)
que € usado para estimar a hessiana, multiplicando-o pela
saida y(r) do mapeamento estitico. (Ghaffari et al., 2012),
descreve a estimativa da hessiana como

A() = N()y(t) com N(r) = —%cos(Z(Dt). 26)
Observe que o sinal de perturbagio M(¢), para estimar o gra-
diente, € 0 mesmo que no controle por busca extremal bdsico
(veja (2)), tal que

G(1) = M(2)y(r)- @27

Definimos o sinal
z2(t) =T(1)G(t). (28)

onde I' ¢ atualizada de acordo com a seguinte equacdo dife-
rencial de Riccati (Ghaffari et al., 2012):

= o — o472 (29)

com @, > 0 sendo uma constante projetada. A equacéo (29)
possibilita que seja gerada a estimativa da inversa da hessi-
ana, evitando inversdes da estimativa da hessiana que sejam
zero durante o periodo de transiente. A estimativa do erro da
inversa da hessiana pode ser definido como

I(t)=T@)—H! (30)
e sua equacao dinamica € escrita de (29) e (30) como

I = +H Y1-AT+H"). 31)

3 Sistema de controle em malha fechada

3.1 Controlador de compensagdo de difusdo

Consideramos a cascata de EDP-EDO (16)-(19). Como em
(Krsti¢, 2009) usamos a transformacao backstepping

W) =u(en) = [Cgley)ubady=y090). G2
com o ganho kernels
q(x,y)=K(x—y) e 7v(x)=K, (33)

que transformam (16)-(19) no sistema alvo

B(t) = KO (t) +w(0,1) 34)
a,w( ,1) = dew(x,1), x € [0,D] (35)
ow(0,1) =0 (36)
w(D,z) =0, 37

com K < 0. Como o sistema alvo (34)-(37) é exponencial-
mente estdvel (veja (Krsti¢, 2009)), o controlador que com-
pensa o processo de difusdo pode ser obtido através da ava-
liacdio da transformacdo backstepping (32) para x = D como

_ _ D
0 :Kﬂ(t)—o—K‘/o (D—yulni)dy.  (38)

No entanto, a lei de controle proposta em (38) néo é direta-
mente aplicdvel, porque ndo temos medigdo de ¥(z). Assim
sendo, introduzimos um importante resultado de (Ghaffari



etal., 2012): a versdo média do gradiente (27) e a estimativa
da hessiana (26) s@o calculadas para

Guy(t) = HOw (1),  Huy=H, (39)
se um mapeamento quadratico como em (8) for considerado.
Para a prova de (39) veja (Ghaffari et al., 2012). Além disso,
de (39) e z(¢) de (28), podemos verificar que

1 I1
() = /O TM(A)ydA = Tay () HOw (1), (40)

onde IT:=27/®, Typy(¢) € Bay(¢) representa a versdo média
de I'(¢) e ¥(¢), respectivamente. Entdo, a equagio (40) pode

ser escrita em termos de [y (t) = Ty (t) — H =1 como

Zav(t) = Oay (t) +Tay () H Oy (1) . 41)

O segundo termo do lado direito de (41) é quadratico em
(T'ay, Dav), consequentemente, a linearizagdo de Iy (¢) em
H~! resulta na versio linearizada de (40) dada por

Zav(l) =ty (t) . (42)

Em relagdo a (39), tiramos a média de (38) e escolhe-
mos K = —K com K > 0 e a hessiana H desconhecida do
mapeamento estatico, tal que

Uny (1) = —KH Oy (1) — K /0 P (D= 6)uw(0,1)do.  (43)

Consequentemente, aplicando a estimativa da média do gra-
diente e da hessiana (39) em (43), obtemos

D
Un (1) = —Kzay (1) — K /0 (D - 0)uw(0,1)do.  (44)

Devido a razdes técnicas na aplicagdo do teorema da mé-
dia para sistemas de dimensdo infinita (Hale et al., 1990)
na prova de estabilidade que segue, introduzimos um filtro
passa baixa no controlador. Finalmente, temos a lei de con-
trole de dimensao infinita média para compensar o processo
de difusdo

c
s+c

D
Ul(r) {fK {z(z)+/ (DfG)u(O',t)dO'} }, (45)
0
onde ¢ > 0 € escolhido posteriormente. Para conveniéncia
de notacdo, misturamos o dominio de tempo e frequéncia
em (45), onde o filtro passa baixa atua como um operador

{3

3.2 Sistema em malha fechada

Primeiramente, colocando (25) em (9), tal que a saida do
mapeamento estético seja dada em termos de 9 (¢), temos

H .
Y1) =¥+ 5 (9(1) +asin(er))?. (46)
Continuamos inserindo (46) no gradiente (27) e na estima-

tiva da hessiana (26) e depois as equacgdes resultantes na lei
de controle baseada na média (45), com isso obtemos

U(t) = sic {K {y* + gﬂz(r) + Hasin(wt) 0 (t)

2

+ HTasinz(a)t)} y {F(r)%sin(wt)}
- K/()D(ch)u(c,t)do}}. @7)

Finalmente, substituindo (47) em (19), podemos escrever o
sistema em malha fechada (16) - (19) como

B3(t) = u(0,1), (48)
ru(x,t) = dyeu(x,t), x€10,D], 49)
2:u(0,1) =0, (50)
u(D,t)=...

c

= P {—K {y* + gﬁz(t) + Hasin(or)9(t)

a? D

+TH sinz(a)t)] x {r(r)% sin(a)t)} K /0 (D— G)M(c,z)do}
- s+c
+2I(r)H sin? (@1 ) O (t)+T(t)aH sin®(wr)

+/0D(D—6)u(6,t)dc} }

- s+c
+I(t)HO(t)—T'(¢)H cos (2001) (1)
3aH —ﬁl"

+TF(I) sin(wr)

+/0D(Dfa)u(0',z)dc} } . (51)

{ —K {F(z)y* % sin(@t)+I(t) % (1) sin(or)

{fK {F(z)y*% sin(wt)H"(z)%ﬂz(z) sin(or)

(¢)sin(3t)

4 Anilise de estabilidade e convergéncia

O seguinte teorema sumariza a propriedade de estabilidade
e convergéncia do sistema em malha fechada (48)-(51) e é
provado nesta se¢@o.

Teorema 1 Considere o sistema da Fig. 1 com o sistema
dindmico sendo representado pelo mapeamento ndo-linear
quadrdtico (9) em cascata com a dindmica de atuagcdo go-
vernada pela EDP de difusdo em (3) - (6). Para ¢ > 0 sufici-
entemente grande, existe algum @(c) >0, tal que Vo > @, o
sistema em malha fechada (31) e (48)-(51) com estados f(t),
O(1), u(x,t), tenha uma tnica solugdo exponencialmente es-
tavel periédica em t de periodo 11 := 2n/w, determinada
por T(¢), 91 (1), u™ (x,1), satisfazendo ¥t > 0:
‘2+ uH(I)H2+H9qu(I)H2
1/2

<0(l/w). (52)

(’fn(z)’2+‘ﬁn(z)

+ ‘uH(D,I)‘z)

Além disso,

limsup|0(r) — 6| = & (\a\e\/w/z + l/w) . (53)
t—yo0

limsup |@(t) —O*| = O (|Ja| + 1/ w), (54)
t—3o0

limsup |y(t) —y*| = @ (|a|2—|— 1/(02) . (55)
t—o0

Prova: Estruturada do Passo 1 ao 6 abaixo.



Passo 1: Sistema em malha fechada médio

A versdo média do sistema (48)-(51) para @ grande é

Bay (1) = 1y (0,1), (56)
Ortay (x,1) = Oyxltay (x,1), x € [0, D] (57)
Oxltay (0,1) = (58)
d

Euav(D,t) = —cuay(D,t)

— oK | Ty (1) HOw () + / P (D= 6w (0,110 | |
~—— JO

Zav(t)

(59)

onde o filtro passa baixa € representado no espago de es-
tado. Aplicando-se a teoria da média, podemos descrever
(60)-(63),onde os termos em (51) dependentes das funcdes
seno e cosseno com argumento k(= k27 /II) tem média
zero para k = 1,...,4, e portanto sdo feitos iguais a zero.

De (40), (41) e (42), a versdao média linearizada (local)
do sistema (56)—(59) para @ suficientemente grande é

Bay (1) = uay (0,1), (60)
Osttay (x,1) = xxudv(x 1), x€][0, D] 61)
Oxitay (0,1) = (62)
d D,t) = —c D,t
Euav( ) )_ 7cuav( ) )

—cK {198\,([)+/()D(D76)uav(o',t)d0' . (63)

Por outro lado, o modelo médio para o erro de estimacao da
inversa da hessiana em (31) é

dlay(t . _
th( ) _ —o, Doy (1) — 0, HT2, (1), (64)
como
- 1 I
flo = [ N@)ydr =1, (65)
e sua versio linearizada envolta de [y (¢) = 0 € dada por
dly (1 .
;Vt( ) - —o Ty (1), (66)

que é exponencialmente estdvel para @, > 0.

Passo 2: Transformagdo backstepping no sistema
alvo

A transformacao backstepping (veja (Krsti¢, 2009))
w(x,1) = uay(x,1)

_KH {zsav(t) + /0 S Yy (0)dy| (67)

mapeia o sistema em malha fechada médio (60)-(63) no sis-
tema alvo exponencialmente estdvel (estabilidade mostrada
no Passo 3)

Bay(t) = —KBay(t) +w(0,1) (68)
dw(x,t) = xxw(x t), xe€l0,D], (69)
dw(0,1) = (70)
dw(D,t) = —CW(D 1)+ Kw(D,t)
VOD o)1) w(o,1)do +¢ KB (1) |
(71)

O sistema alvo (68)-(71) pode ser descrito através da apli-
cacdo da transformada backstepping inversa (veja (Krstic,
2009))

tay (x,1) = w(x, 1) — Ke K¥8,, (1)

_K/x (e—K(x—a)
0

no sistema em malha fechada médio (60)-(63). Adicional-
mente tomando-se a derivada do tempo da transformagdo
backstepping (67) junto com (63) e sua inversa (72), che-
gamos a (71).

- 1) w(o,1)do, (72)

Passo 3: Estabilidade exponencial do sistema alvo
Considere a fun¢do Lyapunov-Krasovskii

B2(1)  a

b d
av “ 2 v 2 “@ 2
T([)_ 2 ZHW(t)” zHaxW([)H ZW (D7[)7

(73)

onde a, b, d > 0 serdo escolhidos adiante. Definimos A :=

—K com A > 0. Calculando a derivada do tempo de (73),

associada com a solucdo do sistema alvo (68)-(71) e com

ajuda da integracdo por partes, temos que

Y(t) = — A02,(1) + Bay (1)w(0,1)

+aw(D,1)dyw(D,1) — al| dw(r) >
+boyw(D,t)dw(D,t) — b||8xxw(t)|\2
+dw(D,t)d:w(D,t). (74)

Aplicando as desigualdades de Young, Poincare, Agmon

e Cauchy-Schwarz em (74) e considerando que a = (c —
A)/(8DA3), b=1/(8DA3), d = 1, temos

1) < 5020 + (& (0,1

* 2 1 2
e =dw)I” = s lldwwI, - (75)
com
= %M +A+ H)LZD +2DA|le 2P 1|2, (76)
2
=A+8DA° ‘”))Li*l+4D2M|e*l<Df>'>—1|\2 .

)
Aplicando a desigualdade de Poincare

| 2ew(2)||> < 2DAw(0,1)? + 4D || duew(2)]?, (78)

ao ultimo termo em 75, e lembrando que dyw(0,¢) = 0, tem-
se
y A 2 *\. 2
V(t)g_z[ﬂa\'(t)] —(c—c])w (D,1)
— (=5 (0) |2~ s ()2 (79)
c—c3)||dew e W .

Aplicando a desigualdade de Poincaré (segundo caso)
(Krsti¢ and Smyshlyaev, 2008b)

()]

ao termo resultante —

< 2w(D,1)2+4D*| 2w (D)|>,  (80)

dew(1)]|%, obtemos

12803}»3 H

A
72[193\,(;)]2 -

—(e=3)l|w()]]* ~

V() <

(c—c3w(D,1).  (81)



* ok 1 . £
com ¢3 = ¢ + 5se5573 Consequentemente, de (75), se ¢ é

escolhido tal que ¢ > max {c},c} }, obtemos para 1 >0
T(t) < —uX(r). (82)

Entéo, o sistema alvo (68)-(71) € exponencialmente estdvel
no sentido da norma %

(920 + 1)+ 20w P +20.0) 7 83)

isto é, na varidvel transformada (O,y,w).

Passo 4: Estimativa da estabilidade exponencial
(44) do sistema em malha fechada médio

Definimos
(1) = Oy (1) + [utay (1) |* + [| Owtta (1) > + 1z (D, 1) (84)

Em seguida, existe um limite superior e inferior do funcional

Lyapunov-Krasovskii (73) em relagdo a ¥(¢), de modo que
p¥(1) <Y(t) <p¥(t), com p=10,p=76, (85)

com

. 1 a b _ 1 a b
g*mln{§7 575}7 Gfmax{57 575}7 (86)

7 e T apropriados (Krsti¢ and Smyshlyaev, 2008b). A equa-
céo (85), junto com a estabilidade exponencial do sistema
alvo (82), implica

P(r) < =e M(0), (87)

(oW hel]

que completa a prova da estabilidade exponencial do sistema
em malha fechada médio (60)-(63) no sentido da norma .57
W1/2(1) na varidvel (Syy, tay).

Passo 5: Invocando o teorema da média para siste-
mas de dimensades infinita

O teorema da média para sistemas de dimensdes infinitas
(Hale et al., 1990) reivindica que alguns pressupostos sejam
satisfeitos. O sistema em malha fechada deve estar na forma

Z(t)=FZ(t)+J(wt,Z(1)), (88)

onde Z(t) € & := 7 ([0,D]) é o vetor de estado de dimen-
sdo infinita. F' gera um semigrupo analitico. E, além disso,
a ndo-linearidade J : Ry x 2" — 2" com 1 — J(t,Z) é di-
ferencidvel Fréchet em Z, fortemente continuo e periédico
em ¢, uniformemente com respeito a Z no conjunto com-
pacto de 2. Pela transformac@o de estado de (48) - (51)
com v(x,7) = u(x,t) — U(t), obtemos no sistema em malha
fechada com condi¢des de fronteira homogéneas

B(t) = v(0,) +U(t) (89)

ov(x,t) = dev(x,1) — @ (9,0, U,1), x € [0,D] (90)

3v(0,1) =0 1)

v(D,t) =0 92)

Ut)=¢(9,mU,1), (93)
com

¢ (9, U,t)=—cU(r)

D
_ K {z(z)+ /0 (D—0)(v(o,1)+U(D)ds|. (94)

Em seguida escrevemos o sistema de EDP (90)-(92) na
forma de uma equacdo evoluciondria (veja (Lunardi, 1995))
no espago Banach 2~

V(Z):dv(t)7¢(07vvl]at)a [>07 (95)

onde V(z) é a funcdo que pertence ao espaco Banach 2.
Além disso, <7 é a realizagdo da derivada de segunda ordem
com uma condi¢do de limite Dirichlet ¢ Neumann em 2~
com

82
s9i= 53 96)
e o dominio
D(;z%):{(pé%:(p,%(pé%éa.c.,
X
L e Lo0)=0.0m)=0). ©
dZ2(P 7dZ(P - 7(P - ’

onde a.c. significa absoluto continuo. Para expressar v(0,7)
na EDO (89) em termos de V(¢), apresentamos o operador
linear de limite & : 2" — R, tal que

BV () = (0,1). (98)

Além disso, definimos os operadores lineares o' : 2~ — R
efB:R— Z como

D
aTV() = /O (D—o)v(a,1)do,
B¢ :=[Bi,B2,..]"C, (eR

D
com B = [ yi(dx

2 2D
-

onde yi(x) = +/2/Dcos(m/2(2k—1)x/D) .k = 1,2,...,
sdo autofuncdes de o/. Finalmente, o sistema em malha
fechada com vetor de estado de dimensdo infinita Z(r) =
[9(r) V(t) U(r)] T pode ser reescrito como (88) com

k=1,2,..., (99

0 2 1 0
|10 & B O
F=1lo 0o ¢ ol (100)
0 0 0 o
0
JHonz) = —cBK[z(1) +¢(Z)] . aon

onde g(Z) = AD*U(t) + o'V (). Como </ é um ope-
rador setorial, por consequéncia gera um semigrupo ana-
litico (Pazy, 2012), % ¢ limitado por .« (|| BV (t)| <
4D\/D| =/ V(1)|)) e B, ¢,®, sio limitados, F gera um se-
migrupo analitico através do teorema do operador matricial
em (Nagel, 1989). Além disso, J(®t,Z) em (100) é diferen-
cidvel Fréchet em Z, fortemente continuo e periédico em z,
uniformemente com respeito a Z. Portanto, todos os pres-
supostos para aplicar o teorema de média para sistemas de
dimensoes infinitas em (Hale et al., 1990) estdo satisfeitos e
o sistema em malha fechada médio € exponencialmente es-
tavel. Assim, o sistema em malha fechada original (48)-(51)
tem uma solucdo exponencialmente estavel periédica Zn(t)
que satisfaz (52).



Passo 6: Convergéncia para regido de extremo

Aplicando a desigualdade de Agmon, Poincaré e Young no
LHS de (11), junto com (11)-(14), temos

6%(t) <30(1)% + (4D +1)|| o] (102)
Tomando a derivada do tempo de Y(t) = &5 |0 ()] +
102(t) + Hju(®)]? + Luc(0)|> + LU (#)? junto com a es-
tabilidade exponencial do sistema original, sustenta-se que
Y<-—u min{ L _1 }Y_' com y > 0. Por isso, existe algum

1 5D
M >0, tal que
_ _ (11
[l (1)]|> < Me™™ com kzumln{z,@}. (103)
Com (102) e (103) temos
1imsup|é(z)|2:nmsup{sw(t)F}. (104)
t—ro0 t—o0

Igualmente, (104) pode ser escrito em termos da solugdo pe-
riédica ¥'I(r) como segue
limsup|6(¢)[? = limsup { 3|9 () + 97 (r) — 0“@)\2} .
t—voo

t—oo

(105)

Ao aplicar a desigualdade de Young, detemos |9¥(z) +
(1) — 91(1) 2 < V2 (|9(0) — 9302+ [971(1) ) e pelo
teorema da média (Hale et al., 1990), temos ©(r) — 91 (z) —
0 exponencialmente. Por isso,
limsup|6(7)|? zlimsup{3\6|ﬁn(t)\2}. (106)
o0

t—yo0

Juntamente com (52) e (106), obtemos

limsup |8(r)| = € (1/w). (107)
1—oo

Uma vez que (t) — 8% = 8(¢) + S(¢) de (10) e Figura 1 e
S(r) é da ordem & (|a\e\/ “’/2>, como mostrado em (24),
finalmente chegamos a (107)

limsup|6(1) — 8% = & (\a\ev /24 1/w) . (108)
[—yo0

A convergéncia do atuador propagado ©(¢) para o otimiza-

dor ®* € muito mais facil de provar. Usando (25) e tomando
o valor absoluto, tem-se

0(1) — ©°| = |0(t) +asin(o(r))]. (109)

Da mesma forma como provamos da convergéncia do pa-
rAmetro 6(z) para a entrada 6tima 6*, podemos escrever
(109) em termos da solugdo periédica ¥11(¢) e entdo segui-
mos 0s mesmos passos aplicando a desigualdade de Young
e 9(t) — ®'1(r) — 0 exponencialmente a medida que t — oo
pelo teorema da média (Hale et al., 1990). Assim, junta-
mente com (52), finalmente conseguimos

limsup|®(t) —®*| = O (Ja| + 1/ ). (110)
[—ro0

Para mostrar a convergéncia da saida y(¢) do mapeamento
estdtico para o valor 6timo y*, substituimos O(¢) — ®* em
(9) por (25) e tomamos o valor absoluto

b))~y =| 3 [0 +asin(@)P|. a1

Expandindo o termo quadrético em (111) e aplicando a desi-
gualdade de Young a equacdo resultante, tem-se |y(t) —y*| =
|H [9 () +d* sinz(a)t)] ‘ Como antes, podemos reescrever
a equag@o em termos da solucdo periddica ﬂn(t), aplicando
a desigualdade de Young e ©(r) — 9'(t) — 0 exponenci-
almente a medida que t — o pelo teorema da média (Hale
et al., 1990). Assim, de (52), temos (55). O

5 Simulacoes

Considere um mapeamento estatico quadritico como em (8),
com hessiana H = —0.2, otimizador ®* = 2, e valor 6timo
y* =5. O comprimento do dominio € determinado como
D = 1. Os pardmetros do sinal de perturbacdo e do pro-
posto ES baseado em Newton sio escolhidos como @ = 10,
a=02 ¢c=10, e K=0.2. Além disso, a estimativa

de H~! = —5 ¢ dada pela solugdo da equacdo de Riccati
(29), a qual foi implementada com @, = 0.5 e condicéo ini-
cial I'(0) = —2. Os resultados da simula¢do de malha fe-

chada sdo ilustrados na Figura 2 e na Figura 3. Observa-
mos que cada varidvel (6,0,y) converge para regido 6tima
(6*,0%,y*). A maior regido de convergéncia de 0(¢), como
declarado em (53) e observado na Figura 2(a), surgem da
significante variacdo em altas frequéncias do dominio da di-
fusdo. A convergéncia da hessiana é mostrada na Figura 2(b)
. Em particular, a estimagdo exata de I'(r) — H~! nos per-
mite cancelar a hessiana H e portanto garante a taxas de con-
vergéncia que possam ser arbitrariamente designadas pelo
usudrio. A performance otimizada pelo controlador proje-
tado (45) e o sinal de perturbacdo adaptado (24) podem ser
vistos comparando com o resultado da simulacdo do ES ba-
seado em gradiente proposto em (J.Feiling et al., 2018), ilus-
trado na Figura 3. Como esperado, o algoritmo de Newton
converge para o extremo mais rdpido do que o esquema ba-
seado no método gradiente, mesmo na presenga da dindmica
de atuacdo governada por EDP’s de difusao.

Time [sec]

(a) Parmetros 6(z) e O(r).

—T()
Dot 1]

0 10 20 30
Time [sec]

(b) Estimativa da inversa da hessiana I'(r).

Figura 2: ES baseado no algoritmo de Newton com
uma EDP de difus@o em sua dindmica de atuacio.
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4 ——Gradient| |
——Newton
Yy =5
3.5 ‘ :
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Time [sec]

Figura 3: ES baseado no algoritmo de Newton versus
ES baseado no algoritmo de gradiente: tempo de res-
posta da saida y(¢) sujeito ao atuador EDP de difusdo
com coeficiente de difusdo D = 1.

6 Conclusao

Apresentamos o projeto de busca extremal baseado em New-
ton para mapeamentos estdticos escalares com dindmica de
atuacdo governada por EDP’s de difusdo. A dinamica de
atuacdo deve ser conhecida, mas a taxa de convergéncia do
algoritmo € independente dos pardmetros do mapeamento
desconhecido, particularmente, sua hessiana (diferente de
projetos baseados em gradiente). A lei média de controle,
para compensar a dindmica de atuacdo, foi construida via
metodologia backstepping e empregou estimativas do mape-
amento estatico baseadas nas perturbacdes do gradiente e da
inversa da hessiana. O sinal de perturba¢do também levou
em conta a dindmica de atuacdo e compensou-a. Por fim,
a estabilidade exponencial local e a convergéncia para uma
pequena vizinhanca do extremo desejado foram garantidas.
Exemplos de simulacdo confirmam o desenvolvimento ted-
rico apresentado.
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