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Abstract— This work investigates the computation of .7 guaranteed costs for discrete-time switched linear systems with arbi-
trary switching. The use of k¥ — 1 redundant dynamic equations and parameter dependent Lyapunov functions results in sufficient
conditions that are progressively less conservative as k grows. The conditions are formulated in terms of Linear Matrix Inequalities
and, if feasible, provide an upper bound (guaranteed cost) for the %5 norm of the system. Numerical examples, based on models of
switched systems borrowed from the literature, illustrate the benefits of the proposed approach, that can be computationally more
efficient when compared to other existing techniques.
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Resumo— Este trabalho investiga o computo de custos garantidos .74 para sistemas lineares chaveados a tempo discreto com
chaveamento arbitrdrio. A utilizacdo de k¥ — 1 equagdes dindmicas redundantes e fun¢des de Lyapunov dependentes de parametros
resulta em condi¢des suficientes que sdo progressivamente menos conservadoras a medida que Kk cresce. As condigdes sdo formu-
ladas em termos de desigualdades matriciais lineares e, se factiveis, fornecem um limitante superior (custo garantido) para a norma
6 do sistema. Exemplos numéricos, baseados em modelos de sistemas chaveados retirados da literatura, ilustram os beneficios

da abordagem proposta, que pode ser computacionalmente mais eficiente quando comparada a outras técnicas existentes.
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1 Introducao

O desenvolvimento de métodos mais eficazes e efici-
entes para certificar estabilidade robusta e critérios de
desempenho de sistemas dindmicos sdo assuntos atra-
tivos para a drea de teoria de controle. Nesse con-
texto, procedimentos baseados em otimiza¢do formu-
lados em termos de desigualdades matriciais lineares
(em inglés, Linear Matrix Inequalities — LMIs), sdao
ferramentas numéricas bastante utilizadas para resol-
ver estes e outros problemas nas dreas de controle e
processamento de sinais. Umas das principais moti-
vagdes € que essa técnica permite afirmar, em alguns
casos, a garantia de convergéncia dos algoritmos e,
além disso, estd amparada por pacotes computacionais
com eficiéncia comprovada (Gahinet et al., 1995; Lof-
berg, 2004; Sturm, 1999).

As primeiras condi¢des LMIs suficientes para a
estabilidade robusta de sistemas incertos foram pu-
blicadas na década de 1980, empregando o conceito
chamado de estabilidade quadrdtica, que consiste na
busca de uma mesma matriz de Lyapunov para todo o
espaco de incertezas considerado. Surgiram, a seguir,
extensdes da estabilidade quadrética para o cOmputo
de custo garantido % e J#,, assim como para a sin-
tese de controladores por realimentacdo de estados e
para o projeto de filtros (Boyd et al., 1994). Com o
tempo, diferentes tipos de fun¢des de Lyapunov foram
desenvolvidas no sentido de prover condi¢des menos
conservadoras, como por exemplo as estruturas afins
ou polinomiais (Trofino and de Souza, 2001; Leite and

Peres, 2003; Chesi et al., 2005; Trofino et al., 2005;
Geromel and Korogui, 2006).

No caso especifico de sistemas discretos incer-
tos, alguns resultados baseados em LMIs e fungdes de
Lyapunov com dependéncia afim foram desenvolvidos
para o projeto de ganhos de realimentacéo de estados
(de Oliveira et al., 1999; de Oliveira et al., 2002; Mo-
rais et al., 2013) e de filtros dindmicos de ordem
completa (Geromel et al., 2002). Mais recentemente,
funcdes de Lyapunov com dependéncia polinomial
nos pardmetros foram utilizadas para andlise e sintese
de controladores e filtros (Gao et al., 2005; Oliveira
and Peres, 2006; Oliveira and Peres, 2009; Lacerda
etal., 2011).

Ainda no contexto de analise de estabilidade,
destaca-se uma classe de fungdes de Lyapunov com
dependéncia polinomial nos pardmetros associada a
chamada k-estabilidade. Apresentada em (de Oliveira
et al., 2007; de Oliveira et al., 2010) para o caso dis-
creto invariante no tempo, a k-estabilidade é baseada
em fungdes de Lyapunov polinomiais construidas a
partir da descri¢do redundante das equagdes de estado
do sistema incerto. Como consequéncia, a funcio de
Lyapunov envolve a matriz dindmica do sistema, de-
pendendo polinomialmente do pardmetro incerto com
grau proporcional a um inteiro k associado ao nimero
de equagdes redundantes. Como demonstrado em (de
Oliveira et al., 2010), mesmo para escolhas de matri-
zes constantes (i.e., independentes do parametro) asso-
ciadas as varidveis de decisdo que compdem a funcdo
de Lyapunov, ha uma reducio progressiva do conser-



vadorismo com o aumento de k, tendendo-se assinto-
ticamente a necessidade.

O problema de andlise de estabilidade torna-se
mais complexo no caso variante no tempo, como
por exemplo em sistemas lineares chaveados a tempo
discreto (Athanasopoulos and Lazar, 2014; Deaecto
et al., 2015). Sistemas chaveados tém se tornado cada
vez mais importantes, pois proporcionam estruturas
efetivas na descri¢do de plantas reais, que apresen-
tam mudangas abruptas na dindmica, por exemplo, em
momentos de falhas, e podem possuir representagcdes
puramente discretas ou hibridas (continuo e discreto
coexistindo). Esses modelos podem ser aplicados em
diversas dreas da engenharia como mecénica, automo-
tiva e elétrica (por exemplo em conversores de ener-
gia) (Liberzon and Morse, 1999; Athanasopoulos and
Lazar, 2014; Barbosa and Trofino, 2003; Sun, 2008).

Este trabalho investiga o computo de custos
garantidos 7% para sistemas lineares chaveados a
tempo discreto com regra de chaveamento arbitraria,
baseando-se na descri¢do redundante das equagdes
de estado do sistema. Os resultados podem ser vis-
tos como uma extensdo dos trabalhos de (de Oliveira
et al., 2007; de Oliveira et al., 2010) para analisar a
estabilidade e o coOmputo de custos garantidos 743 de
sistemas chaveados (ou sistemas arbitrariamente vari-
antes no tempo). Condi¢des suficientes na forma de
LMIs, parametrizadas em termos de x (associado ao
nimero de equacdes redundantes), asseguram a esta-
bilidade robusta e um custo garantido % para essa
classe de sistemas. Exemplos numéricos ilustram a
eficiéncia das condi¢des propostas, mostrando que a
estratégia pode prover custos garantidos acurados com
menor complexidade quando comparada a outras con-
di¢des da literatura.

Notagdo

O simbolo ® ¢ utilizado para denotar o produto de
Kronecker. As matrizes identidade e nula de dimen-
sdo n sdo indicadas por I, e 0,, respectivamente. A
transposta de uma matriz ¢ indicada por (-)”. O con-
junto dos nimeros naturais é denotado por N (ou NT,
excluindo-se o zero), e o dos niimeros reais por R.

2 Definicio do problema
Considere o sistema linear chaveado a tempo discreto

x(k+1) = Ag(r)x(k) +Bgyw(k), )]
y(k) = Co(yx(k) + Dg(yw(k) 2)

em que x(k) € R" é o vetor de estados, w(k) € R" é o
vetor de entradas e y(k) € R” ¢ o vetor de saidas.

O subindice o(k) identifica em qual modo de
operacdo o sistema estd operando no instante k, po-
dendo assumir os valores do conjunto {1,...,N}, que
define o ndmero de modos do sistema. Assim, as
matrizes do sistema (Ag(k), Bo (k) Co(k), Do(r)) assu-
mem valores conhecidos para cada modo o (k) = i,

i€ {l,...,N}, no conjunto
{(AlaBlaCth)a"-7(ANaBN;CN7DN)}

para todo k > 0. Assume-se que ¢ (k+ 1) ndo depende
de o(k), i.e., o sistema chaveado pode variar arbitrari-
amente de k para k+ 1.

O objetivo deste trabalho € investigar o uso de
uma forma especial de construgdo da funcdo de Lya-
punov aplicada em sistemas chaveados, para o célculo
de um limitante da norma .7 do sistema (1)-(2).

3 Preliminares

Alguns resultados utilizados no trabalho sdo reprodu-
zidos nesta secdo.

O lema apresentado a seguir, proposto
em (Bliman and Ferrari-Trecate, 2003), estabe-
lece condicdes para a estabilidade exponencial
uniforme da dindmica do sistema (1)-(2) (i.e., quando
w(k) =0).

Lema 3.1 A estabilidade exponencial uniforme de
(1)-(2) é equivalente a existéncia de uma fungdo de
Lyapunov quadrdtica nos estados V (x(k)), tal que ao
longo das trajetorias de (1) Vk > 0 e x(k) # 0,

V(x(k)) >0, (©)
V(x(k+p)) = V(x(k)) <0 4)

para algum p € N.

Uma condi¢do para o codmputo de um limitante da
norma % para sistemas lineares discretos variantes
no tempo € dada no préximo lema (De Caigny et al.,
2010).

Lema 3.2 O sistema chaveado (1)-(2) é exponenci-
almente assintoticamente estdvel e y é um limitante
para a norma % se existir uma matriz de Lyapunov
_ pT
Py = Pa(k) € R™", tal que

Tr(BgPotk1)Bow) + DowPot) <7 (5)
Ach(k)PG(kH)AG(k) — P +CcTr(k)Co(k) <0 (6)

Note que com a escolha de p =1 no Lema 3.1 e
V(x(k)) = x(k)" Pogx(k), AV (x(k)) =V (x(k+1)) —
V(x(k)), arestricdo (6) pode ser obtida a partir da con-
di¢do

AV (x(k)) +y(k)y(k) <0 (7)
para todo x(k) # 0, com w(k) =0 em (1)-(2). O re-
sultado, no entanto, depende da escolha da estrutura
da matriz de Lyapunov Ps ;). Em (Lee and Khargone-
kar, 2008), foi mostrado que a condi¢do do Lema 3.2
torna-se também necessaria para

Py = Piyinnin 8)

com iy,ip,...,iy € {1,...,N} para um M € N sufici-
entemente grande. A escolha M = 0 reproduz o re-
sultado conhecido como célculo do custo garantido



% baseado na estabilidade quadrada (Peres and Ge-
romel, 1993; Boyd et al., 1994). O principal incon-
veniente da estrutura proposta por (Lee and Khargo-
nekar, 2008) € o aumento exponencial do nimero de
varidveis a medida que M cresce.

Na préxima se¢do, propde-se uma estratégia para
a construgdo de uma matriz de Lyapunov Py ;) base-
ada em equagdes de estado redundantes.

4 Custo garantido 7% com redundincia

Considere (kK — 1) equagdes dindmicas redundantes
para o sistema (1)-(2) (com as entradas w(k) zeradas)

Ac(k) 0,

0, Ag

gk+ny=| | T E(K) )
0, e Aa(k+1<71)

y(k) =[Copry  Oe—1)pxn] & (k) (10

<6)K,O'(k)

com
E(k)T = [x(k)T x(k+x—1)7]

sendo que {Ag();Ag(kt1),-- - Ac(k+x—1)} Tepresen-
tam as matrizes dindmicas nos instantes de k a k4 K.
O Teorema 4.1 apresenta condicdes suficientes para o
calculo do custo garantido 7% do sistema original (1)-
(2) a partir da descri¢do redundante (9)-(10).

Teorema 4.1 O sistema (9)-(10) é exponencial assin-
toticamente estdvel e 'y é um limitante para a norma
0 se, para algum ¥ € N7, existir uma matriz Pe =
PL € RX™X1 tq] que

Tr(DcTr(k)Do(k)
+ Bl A1 k1 Pelk—1k41 Bo(r) < Y (1)

AT 4 QA i+ Ch iy Cory < 0 (12)
AL Pl 1x>0 (13)
I
Ao (k)
A= | Aotksnlow) |,

)

As(krr—1) " Ack)

Ok = —(LL®L,)Pc(LE®1,)"
+(RE®L,)Pe(RE@ 1,)T

sendo Ly = [Ic  Ogxi], Re = [Oxx1  Ix] eAgp =15

Além disso, se as condigcbes forem factiveis para
um dado K e um custo ¥, entdo sempre existe solucdo
para K > K comy < 7.

Prova: Considere k € N* e V(& (k) = E (k)T P& (k),
P = PI € R¥>*¥" yma fungio de Lyapunov para o
sistema aumentado (9)-(10). Impondo-se a condigdo
(7), tem-se

Ek+1)T P& (k+1) = E(k) P (k)
+ER) L 50 CromnE (k) <0 (14)

que pode reescrita, substituindo-se as redundancias
criadas, como

(k)" (AL ¢ QA+ C iy o Jx(k) < 0

Realizando-se as mesmas substituicdes na funcdo de
Lyapunov, tem-se

V(E(k) = &(k) PeE (k)

= x(k)TAiil/k PKAKfljk.x(k> > O
—_— —
gﬂk,o‘(k)

e portanto a imposicao de que a fungéo V(-) seja posi-
tiva é dada pela restri¢do (3). A condi¢d@o (11) é obtida
diretamente da substituido de & 5 1) na condigdo

do traco do Lema 3.2. Finalmente, note que a condi-
¢80 (12) pode ser reescrita como

Ag(k) (A%t ki1 Pl 1.641) Aoy
‘O}K,O'(/H»l)

- (Agfl,kPKAK—l,k) +CCT,(k)CG(k> <0 (15

P.o(k)

que recupera a condi¢do (6) usando-se a matriz de
Lyapunov & ;). Para provar o ndo crescimento mo-
notdnico do custo a medida que Kk cresce, note que se
existe Py tal que A?k OxAx k+ C£<k)C6(k) < 0, sem-
pre existe a escolha particular

_|Pc Oy
Perr = {On eln] ’

para um € > 0 suficientemente pequeno de modo que

A;];+1,,k QK+1AK+1,k + CCT;(k)CG(k)
= Ak OxcAx k +Co ) Coy + O (&), <0
e 0 mesmo ocorre com as demais condi¢cdes do Teo-
rema 4.1. Portanto, se houver factibilidade das condi-
¢Oes para x haverd também para K+ 1 e o custo garan-

tido y serd no maximo igual ao anterior a medida que
K cresce. U

Analisando o caso k¥ = 1 (ou seja, sem equacdes
redundantes), com P, = PlT € R™" tem-se

| L =P~ 0
A= L‘ou«)}’ o= { 0 PJ’

E(k)" = [x(k)" x(k+1)T],



e, portanto,

T
L) 3 A L)
+EK) [Cowy 0 [Copy OIE(K)
= x(k+ )T Pix(k+1) — x(k)T Pix(k)
+x(k)" g Coqpye(k)
= x(k)" (A5 PrAg (1) — Pt + Clr 1y Coi ) x(k) < 0.

Da mesma forma, aplicando a condicdo (12), tem-se

T
I, P 0 I, T
[Aa(k)} [ 0 Pl:| [Aa(k)] +C6(k)ccr(k) <0

ou ainda
Ay PrAs k) = Pi+Chy Coy <0,

que € a condi¢d@o conhecida como estabilidade quadra-
tica (matriz constante de Lyapunov) aplicada a desi-
gualdade (6) do Lema 3.2.

5 Exemplos

Nesta secdo, o Teorema 4.1 € utilizado para computar
custos garantidos .77 para sistemas chaveados retira-
dos de artigos da literatura (arbitrando-se as matrizes
da equacgdo de saida e da entrada quando necessério).
Os resultados sdo comparados com as condi¢des base-
adas em fungdes de Lyapunov dependentes de cami-
nho propostas em (Lee and Khargonekar, 2008), com
matriz de Lyapunov como em (8), que sdo suficientes
e (assintoticamente) necessdrias para um tamanho de
caminho (parametrizado em M) grande o bastante.

No intuito de realizar a comparagdo dos resulta-
dos, buscou-se, primeiramente, obter um sistema cha-
veado que fosse quadraticamente estdvel e, portanto,
que produzisse solucdes factiveis para todo M e k.
Para isso, as matrizes As), que descrevem as diné-
micas dos modos do sistema, foram multiplicadas por
um escalar p > 0 e o mesmo foi aumentado até o li-
mite da estabilidade quadratica.

Os nidmeros de varidveis escalares para cada mé-
todo (em termos do nimero de estados n, nimero de
modos N, e dos pardmetros M e k) sdo dados por

Vikos =N (n(n;rl)) +1,
Vray = ((Kn)(m;l)) +1.

Os numeros de linhas de LMI sdo iguais para os dois
métodos (note que M comecga em 0 e K comeca em
1, situacdes que correspondem a estabilidade quadré-
tica), da seguinte forma

Lixos = nNM(1+N)4+NM+D,

Lts1 =nN*"Y(N+1)+N*¥

Com as expressdes anteriores, percebe-se que o
nimero de LMIs, para ambos os casos, € o de varii-
veis para o caso LKOS, cresce de forma exponencial,
enquanto no T4.1 o nimero de varidveis tem cresci-
mento polinomial, o que pode ser muito vantajoso no
tratamento de sistemas com um nimero grande de mo-
dos.

Algo interessante a se notar € que tanto o método
LKOS8 quanto as condi¢des do Teorema 4.1 asseguram
que com o aumento de M e k os limitantes obtidos ndo
podem ser maiores do que os anteriores. Além disso,
se houve solu¢@o para um certo k (M), sempre havera
solu¢do para kK (M) maior.

A programagdo das condi¢cdes do Teorema 4.1
em termos de LMlIs finitas pode ser realizada
testando-se as desigualdades para todos os valores de
{o(k),o(k+1),....,0(k+Kk)} € {1,...,N}¥TT. A
implementac¢do foi realizada no Matlab-2014a usando
o parser Yalmip (Lofberg, 2004) e o solver Mo-
sek 8, em um computador com o sistema operacional
Ubuntu 16.04.3.

Exemplo 1

As matrizes dinamicas, retiradas de (Parrilo and Jad-
babaie, 2008), sdo dadas por

fo 1 7 4]

1 6 -2 -3
At=10 1 o el
'3 0 9 1]

3 3 0 -2

-2 1 4 9
M=y 9 1 1|
1 -5 -1 2]

1 4 5 10

0 5 1 —4
=19 1 4 6

-1 5 0 1

As demais matrizes, construidas aleatoriamente
com ndmeros inteiros no conjunto {0, 1,2}, sdo dadas
por

1 1 2
2 0 2
By = 20> By = 20 B3* 2
2 2 1
1200 2 21 2
Cl_[o 00 2]’C2_{0 0 1 2}’

o-[} o= o]

Os resultados sdo exibidos na Tabela 1, que mos-
tra os valores de ¥, o nimero de linhas de LMI (L) e
de variaveis (V) obtidos com LKO08 e T5.1.



Neste exemplo, p = 0.0949 foi o maior valor en-
contrado que assegura a factibilidade da estabilidade
quadrética (e, portanto, solu¢des para todos os K e M).
Note que os nimeros de linhas de LMIs sdo idénticos
e os valores de custo garantido ¥ sdo muito semelhan-
tes quando Kk = M — 1. Por outro lado, para k¥ > 3,
T5.1 utiliza um nimero menor de varidveis escalares
quando comparado ao apresentado por LKOS.

Tabela 1: Custos garantidos Y obtidos pelos méto-
dos LKO8 e T5.1 para o Exemplo 1, com o nimero de
linhas de LMIs (L) e de variaveis escalares (V).

(k/M—1) T4.1 LKO8
Y V Y VI L

1 144.5416| 11 [144.5416]| 11 || 19

2 19.6553 | 37 | 19.6553 | 31 || 57

3 19.5112 | 79 | 19.5111 | 91 |[171

4 19.4855 | 137 19.4855 |271||513
Exemplo 2
As matrizes dinamicas, retiradas de (Ahmadi et al.,
2014), sdo

10 -6 -1 -5 9 -—-14
Al=8 -1 —-16|, A,=|1 5 10 |,

-8 0 17 3 2 16

14 1 0 1 -8 -2
Ay=|[—15 -8 —12|, A4=|1 16 3|,

-1 -6 7 16 11 14

e as demais foram escolhidas como

1 0 2
01, B=|l|, B3=|2],
2 2 1

Cl:[o 3 ﬂ CZ:{O 1 2}»
2
0

SRR

o, o[, o[l 0B

Da mesma forma que foi apresentado no exemplo
anterior, p = 0.0440 foi utilizado (multiplicando-se as
matrizes dindmicas) para gerar um sistema quadrati-
camente estdvel. Os resultados sdo apresentados na
Tabela 2, sendo que neste exemplo o nimero de va-
ridveis escalares utilizado em LKO8 é maior a partir
de k =2.

B =

6 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentadas condi¢des LMIs
para o célculo de um limitante superior da norma .73
para sistemas lineares chaveados no tempo com cha-
veamento arbitrdrio. As condi¢des foram obtidas ex-
plorando as equacdes de estado redundantes, parame-
trizadas em termos de um inteiro k (associado a re-
dundancia), tornando-se mais cada vez mais precisas

Tabela 2: Custos garantidos Yy obtidos pelos métodos
LKOS8 e T5.1 para o Exemplo 2, com o niimero de li-
nhas de LMIs (L) e de variaveis escalares (V).

(k/M—1) T4.1 LKO08
Y V Y V L
1 44.4658 | 7 |44.4658| 7 19
2 14.8331|22|14.7631| 25 || 76
3 14.5952146{14.5948 | 97 || 304
4 14.5947|79]14.5946 385 || 1216

com o aumento de k. Os resultados equiparam-se em
termos de acurécia aos fornecidos por condi¢des (as-
sintoticamente) necessarias e suficientes da literatura,
demandando, muitas vezes, um ndmero menor de va-
ridveis escalares para prover o mesmo custo garantido
(dentro de uma certa precisdo). A prova da necessi-
dade das condig¢des encontra-se em investigagao.
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