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Abstract— This paper presents an analysis for the consensus problem in multi-agent systems subject to time-
varying delay input and saturation on the actuator. In this approach each agent has identical model and the
network topology is fixed and directed. Sufficient conditions for the system consensus are developed in terms
of linear matrix inequalities. It is possible to use them to estimate the average delay, the domain of time delay
variation and the saturation that the multi-agent system under analysis supports. A widely used consensus
protocol for the consensus problems is considered in this work. To illustrate the main results of the paper a
numerical example is given.
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Resumo— Este trabalho aborda o problema de consenso de sistemas multiagentes sujeitos a atrasos variantes
no tempo e saturação no atuador. É admitido que cada agente possui dinâmica idêntica e topologia de comuni-
cação fixa em redes direcionadas. São desenvolvidas condições suficientes na forma de desigualdades matriciais
lineares para verificar se o consenso entre todos agentes que compõem o sistema multiagentes é atingido e, na
forma como são desenvolvidas, é posśıvel utilizá-las para se obter uma estimativa para o domı́nio de variação
do atraso no tempo e para o limite de saturação que a rede de agentes sob análise suporta. Um protocolo de
consenso geral, largamente utilizado em problemas de consenso de sistemas multiagentes, é utilizado. Ao final é
desenvolvido um exemplo numérico para demonstrar a aplicação dos principais resultados obtidos.

Palavras-chave— Atrasos variantes no tempo, Consenso, Desigualdades matriciais lineares, Saturação, Siste-
mas multiagentes.

1 Introdução

O principal objetivo do consenso em sistemas mul-
tiagentes é fazer com que o grupo alcance sincronia
dos estados através de um protocolo apropriado,
baseado na troca de informação entre alguns agen-
tes do grupo. Existem diferentes abordagens para
o problema de consenso em sistemas multiagen-
tes, por exemplo, a análise realizada por Olfati-
Saber & Murray (2004), Wen et al. (2017), Savino
et al. (2016) e You et al. (2016) exploram a topolo-
gia de comunicação chaveada e atrasos no tempo.
Em Qin et al. (2015), Wen et al. (2017) e Mao
et al. (2017) é tratado, utilizando observadores, o
problema de consenso quando alguns estados de
alguns agentes não estão dispońıveis.

O alto grau de abstração do conceito de siste-
mas multiagentes permite que esta seja uma área
com um amplo espectro de aplicações. Isso por-
que não existe uma definição estrita para o que é
um agente e, por consequência, quais são os aspec-
tos do ambiente em que eles interagem. O campo
de aplicação é responsável por moldar suas prin-
cipais caracteŕısticas: os objetivos, ações, domı́-
nio de conhecimento e as restrições impostas pelo
ambiente. Por exemplo em Li et al. (2018) e Liu
et al. (2016) são estudados sistemas que são for-
mados por agentes representados por dinâmica de
segunda ordem. Em Qin et al. (2015), Wen et al.
(2017), Mao et al. (2017), Li et al. (2018) e Cui
et al. (2016) é abordado o problema de consenso
em sistemas multiagentes com dinâmica de agen-

tes não lineares.

O problema de consenso com saturação tem
sido bastante explorado recentemente (You et al.,
2016; Su et al., 2017; Cui et al., 2016). A ca-
racteŕıstica dos atrasos variantes no tempo tam-
bém tem sido bastante explorada no problema
de consenso de sistemas multiagentes (Olfati-
Saber & Murray, 2004; Savino et al., 2016; You
et al., 2016; Li et al., 2018). Já o problema de con-
senso sujeito às duas situações, saturação e atra-
sos variantes no tempo, foi pouco explorado. You
et al. (2016) realizou o estudo com saturação no
atuador, topologia chaveada e atrasos variantes no
tempo por meio de desigualdades matriciais line-
ares.

Este trabalho se baseia na formulação da sa-
turação realizada por You et al. (2016) e nas con-
dições de análise de consenso considerando atra-
sos variantes no tempo realizada por Savino et al.
(2016). A vantagem deste trabalho em relação ao
desenvolvido por You et al. (2016) está no fato
de que em sua formulação o problema é resolvido
especificamente para o seguimento de ĺıder, onde
os agentes entram em consenso em relação à di-
nâmica de um agente espećıfico. Além disso, os
atrasos variantes no tempo considerados por ele
devem ser diferenciáveis, com derivada menor do
que 1. A formulação desenvolvida neste traba-
lho pode ser aplicada para análise de consenso na
existência ou não de um agente ĺıder e não exis-
tem exigências em relação à diferenciabilidade ou
à uniformidade dos atrasos. Em relação à formula-



ção realizada por Savino et al. (2016), este traba-
lho adiciona a saturação nos atuadores, represen-
tando assim um sistema mais reaĺıstico. Portanto,
a principal contribuição está em estabelecer con-
dições suficientes para que sistemas multiagentes
sujeitos a saturação no atuador e atrasos, não ne-
cessariamente uniformes e diferenciáveis, entrem
em consenso.

2 Preliminares

2.1 Notação

A transposta de uma matriz quadrada A é repre-
sentada por AT . A > 0 significa que a matriz A é
definida positiva, In representa uma matriz iden-
tidade de dimensão n × n. Admitimos que Rn se
refere ao espaço Euclidiano de dimensão n. É uti-
lizada a notação compacta diag{·} para se referir
a matrizes diagonais. O śımbolo ∗ é utilizado para
denotar termos simétricos em uma matriz e ⊗ se
refere ao produto de Kronecker. As seguintes pro-
priedades deste produto são utilizadas no decorrer
deste trabalho,

(A⊗B)(C ⊗D) = (AC)⊗ (BD),

(kA)⊗B = A⊗ (kB) = k(A⊗B),

com A, B, C e D matrizes e k um escalar cons-
tante.

2.2 Teoria de Grafos

A interação de n agentes é representada por um
grafo G = (V, E) onde V = {v1, . . . , vn} é um con-
junto de n nós e cada nó representa um agente. E é
o conjunto de arestas que conectam os nós e repre-
sentam os canais de comunicação. Este conjunto
possui elementos dados por eij = (vi, vj) o que
significa que o agente j pode receber informação
de i. O grafo G é direcionado se (vi, vj) ∈ E 6⇐⇒
(vj , vi) ∈ E . A matriz de adjacência A = [aij ]
associada ao grafo tem elementos dados por

aij =

{
0, se i = j ou @ eji
1 se ∃ eji

.

Define-se também a matriz diagonal Degree,
tal que D = diag{dii} com elementos dii =∑n
j=1 aij . A matriz Laplaciana associada ao grafo

G é dada por

L = D −A. (1)

O conceito de subgrafo é utilizado neste traba-
lho. Um subgrafo Gai do i -ésimo agente é definido
como um grafo que possui o mesmo número de nós
que o grafo G mas o conjunto de arestas é formado
apenas por elementos eji ∈ E que possuem o nó
vi como nó filho.

Uma propriedade importante da matriz La-
placiana é que a soma de todos elementos de uma
linha é sempre nula. Ou, de forma equivalente,
tem o produto L1 = 0 onde 1 é uma matriz co-
luna com número de linhas apropriado.

2.3 Lemas

Lema 1 (Sun et al., 2009) Para qualquer matriz
constante M = MT > 0 e escalares t > t− τ ≥ 0
em que as seguintes integrais são bem definidas,
tem-se∫ 0

−τ

∫ t

t+ζ

zT (ξ)Mz(ξ)dξdζ

≥ 2

τ2

∫ 0

−τ

∫ t

t+ζ

zT (ξ)dξdζM

∫ 0

−τ

∫ t

t+ζ

z(ξ)dξdζ. (2)

Lema 2 (Seuret & Gouaisbaut, 2013) Para qual-
quer matriz constante M = MT > 0 e escalares
t > t − τ ≥ 0 em que as seguintes integrais são
bem definidas, tem-se∫ t

t−τ
żT (ξ)Mż(ξ)dξ

≥ 1

τ

∫ t

t−τ
żT (ξ)dξM

∫ t

t−τ
ż(ξ)dξ +

3

τ
ΩTMΩ, (3)

com

Ω = z(t− τ) + z(t)− 2

τ

∫ t

t−τ
z(ξ)dξ.

3 Formulação do Problema

Neste trabalho é considerado um sistema de n
agentes em uma rede direcionada com a dinâmica
de cada agente dada por

ẋi(t) = Axi(t) +Bϕ4(ui(t− τi(t))),
i = {1, 2, . . . , n}, (4)

sendo xi ∈ Rm asm variáveis de estado e ui ∈ Rp a
entrada de controle do i -ésimo agente, A ∈ Rm×m
e B ∈ Rm×p matrizes do sistema. A função ϕ4(.)
definida em R→ R avalia a saturação da seguinte
forma (You et al., 2016),

ϕ4(uki ) =

{
4sign(uki ), | uki |> 4

uki , | uki |< 4
, (5)

k = {1, 2, . . . , p}.

O modelo de saturação do atuador (5) pode
ser reescrito, tal qual sugerido por You et al.
(2016), de forma que se tenha uma ponte entre
o modelo essencialmente não linear da saturação
e a entrada linear. Assim, um parâmetro variante
no tempo hik(t) é definido da seguinte forma

hik(t) =

{
4
|uki |

se |uki | > 4
1 se |uki | < 4

, hik(t) ∈ [ε, 1],

com ε > 0. Com isso, saturação pode ser reescrita
como o produto de duas matrizes,

ϕ4(ui) = di(t)ui = diag{hi1, hi2, . . . , hip}ui. (6)

A função τi(t) ∈ [τ − µm, τ + µm] em (4) re-
presenta o atraso de tempo que afeta a entrada de
controle do i -ésimo agente. Tal qual em Savino
et al. (2016), é assumido que τi(t) = τ + µi(t),
onde τ é um atraso médio conhecido e constante,
e µi(t) representa um distúrbio variante no tempo



que satisfaz |µi(t)| ≤ µm < τ . O protocolo ana-
lisado para o problema de consenso foi o introdu-
zido por Saber & Murray (2003), e é dado por

ui(t) = −
n∑
j=1

Kaij(xi(t)− xj(t)), (7)

sendo K ∈ Rp×m uma matriz de ganho constante.
As condições iniciais para o problema com

atraso são dadas por

xi(t0) = fi(t0), ∀t0 ∈ [−τ − µm, 0],

de forma que a função fi(t0) mapeia o conjunto
de condições iniciais consideradas no intervalo
[−τ − µm, 0]. O sistema multiagentes pode ser
representado através de uma única equação, con-
siderando as equações (4) e (6),

ẋ(t) = (In ⊗A)x(t) + (In ⊗B)D(t)u(t− τ•(t)),
(8)

onde ẋ(t) e u(t − τ•(t)) representam o empilha-
mento dos n vetores de estado e das n entradas de
controle, respectivamente, ou seja,

ẋ(t) =


ẋ1(t)
ẋ2(t)

...
ẋn(t)

 , u(t− τ•(t)) =


u1(t− τ1(t))
u2(t− τ2(t))

...
un(t− τn(t))

 ,
(9)

e D(t) é o empilhamento das n matrizes diago-
nais di(t), tal qual definido na equação (6). Neste
ponto, a definição de consenso considerada neste
trabalho pode ser formalizada.

Definição 1 O sistema de n agentes represen-
tado por (8) sob a lei de controle (7) considerando
atrasos variantes no tempo, τi(t), e saturação no
sinal de controle, di(t), alcança o consenso se,
para todo i 6= j,

lim
t→∞

xi(t)− xj(t)→ 0. (10)

4 Principais Resultados

Nesta seção serão apresentadas condições sufici-
entes para verificar a capacidade de um sistema
formado por múltiplos agentes, sujeitos a atrasos
variantes no tempo e saturação nos atuadores, en-
trar em consenso. É importante observar que os
sistemas analisados pelas condições aqui estabele-
cidas podem ser compostos por agentes de ordem
arbitrária, no entanto todos os agentes devem ter
o mesmo modelo, conforme a equação (4).

4.1 Sistema Multiagentes Transformado

Para transformar o problema de consenso em
um problema de análise de estabilidade (Savino
et al., 2016), será realizada uma transformação em

(8) de modo que as novas variáveis de estado re-
presentem a diferença entre os estados dos n agen-
tes. A transformação é definida como

z(t) = (U ⊗ Im)x(t), (11)

x(t) = 1n ⊗ x1(t) + (W ⊗ Im)z(t), (12)

z(t) e x(t) são o empilhamento de m(n− 1) e mn
variáveis de estado do sistema transformado e do
sistema original, respectivamente. Além disso,

U = [1n−1 − In−1], (13)

W =

[
0Tn−1

−In−1

]
. (14)

Através desta transformação a relação entre z(t)
e x(t) é dada por

zi(t) = x1(t)− xi+1(t). (15)

Em (8) o produto D(t)u(t − τ•(t)) pode ser
escrito como

D(t)u(t) =


d1(t)u1(t)

0
...
0

+


0

d2(t)u2(t)
...
0

+ . . .

· · ·+


0
0
...

dn(t)nun(t)

 . (16)

Definindo Vi como uma matriz n× 1 de zeros ex-
ceto na i -ésima posição, na qual tem valor unitá-
rio. Então

D(t)u(t) =

n∑
i=1

Vi ⊗ di(t)ui. (17)

Utilizando (7) em (17),

Vi ⊗ di(t)ui(t− τi(t)) =

− Vi ⊗ di(t)
n∑
j=1

aijK(xi(t− τi(t))− xj(t− τi(t))).

(18)

Os somatórios em (18) podem ser representados
utilizando as matrizes Laplacianas do subgrafo re-
ferente à cada agente, de modo que este subgrafo
é um grafo de mesma ordem de L. Assim, le-
vando em consideração apenas as comunicações
do i -ésimo agente,

n∑
j=1

aijxj(t− τi(t)) = (VTi Aai ⊗ Im)x(t− τi(t)),

n∑
j=1

aijxi(t− τi(t)) = (VTi Dai ⊗ Im)x(t− τi(t)).

(19)

Utilizando (19), (18) pode ser reescrita como

Vi ⊗ di(t)ui(t− τi(t))

= −Vi ⊗ di(t)K(VTi Lai ⊗ Im)x(t− τi(t)). (20)



Observe que x(t− τi(t)) pode ser escrito como

x(t− τi(t)) =

n∑
i=1

Vi ⊗ xi(t− τi(t)).

Utilizando a identidade anterior e propriedades
do produto de Kronecker, (20) pode ser reescrita
como

Vi ⊗ di(t)ui(t− τi(t))

=−
n∑
l=1

Vi ⊗ di(t)K(VTi Lai ⊗ Im)Vl ⊗ xl(t− τi(t))

=−
n∑
l=1

Vi ⊗ di(t)(1⊗K)(VTi LaiVl)⊗ Imxl(t− τi(t))

=−
n∑
l=1

InVi ⊗ di(t)(VTi LaiVl ⊗Kxl(t− τi(t)))

=−
n∑
l=1

In ⊗ di(t)((Vi ⊗ VTi )LaiVl ⊗Kxl(t− τi(t)))

=−
n∑
l=1

In ⊗ di(t)((Vi ⊗ VTi )Lai ⊗KVl

⊗ xl(t− τi(t)))

=− In ⊗ di(t)((Vi ⊗ VTi )Lai ⊗Kx(t− τi(t))). (21)

Com (21) a equação da dinâmica do sistema
(8) se torna

ẋ(t) =(In ⊗A)x(t) + (In ⊗B)

n∑
i=1

(−In

⊗ di(t)(Vi ⊗ VTi )Lai ⊗Kx(t− τi(t)))

=(In ⊗A)x(t)−
n∑
i=1

(In ⊗B)Lai

⊗ di(t)Kx(t− τi(t))

=(In ⊗A)x(t)−
n∑
i=1

Lai ⊗Bdi(t)Kx(t− τi(t)).

(22)

Assim, combinando (11) e (22) e usando as
definições em (13) e (14) temos

ż(t) = (U ⊗ Im)(In ⊗A)(1n ⊗ x1(t))

+ (U ⊗ Im)(In ⊗A)(W ⊗ Im)z(t)

−
n∑
i=1

(U ⊗ Im)(Lai ⊗Bdi(t)K)(1n ⊗ x1(t− τi(t)))

−
n∑
i=1

(U ⊗ Im)(Lai ⊗Bdi(t)K)(W ⊗ Im)z(t− τi(t))

= (U1n ⊗Ax1(t)) + (In−1 ⊗A)z(t)

−
n∑
i=1

(U ⊗ Im)(Lai1n ⊗Bdi(t)Kx1(t− τi(t)))

−
n∑
i=1

(ULaiW ⊗Bdi(t)Kz(t− τi(t)). (23)

Finalmente, utilizando as propriedades Lai1 = 0
e U1 = 0 em (23) temos

ż(t) = (In−1 ⊗A)z(t)

−
n∑
i=1

(ULaiW ⊗Bdi(t)K)z(t− τi(t)). (24)

Partindo do prinćıpio que os sistemas multi-
agentes considerados têm todos seus agentes com
mesmo modelo, é conveniente assumir que a ma-
triz di(t) ∈ [ε, 1] tem o mesmo valor mı́nimo para
todos n agentes. Além disso, a variação da ma-
triz di(t) depende do módulo do k -ésimo elemento
da entrada de controle do agente i, que por sua
vez varia com o tempo e com a posição do agente
i em relação ao grupo. Como estas informações
não podem ser conhecidas de forma direta, é ad-
mitido que di(t) pertence a um politopo P, dado
por

P =

{
d(αi) : d(αi) =

2p∑
j=1

αijdj , α
i
j ∈∆2p

}
,

∆2p =

{
αij ∈ R2p ,

2p∑
j=1

αij = 1, αij ≥ 0

}
,

onde dj representa os vértices do politopo e é co-
mum para todos os agentes.

Observando que a dinâmica da rede em (24)
está escrita como (15), a Definição 1 pode ser re-
escrita para o problema de estabilidade da forma
a seguir:

Definição 2 O sistema composto por n agentes
representado por (24), em malha fechada, alcança
o consenso se

lim
t→∞

z(t)→ 0. (25)

4.2 Condições para Análise de Consenso

O principal resultado deste trabalho é apresentado
no teorema a seguir.

Teorema 1 O sistema multiagentes (24) com
τi(t) ∈ [τ − µm, τ + µm] para τ > 0, 0 ≤ µm < τ
e com saturação no atuador di(t) como definido
em (6) para i = {1, 2 . . . n}, entra em consenso se
existirem matrizes: F , G, P1 = PT1 , P2, P3 = PT3 ,
Q = QT > 0, R = RT > 0, S = ST > 0 e
Z = ZT > 0 com dimensões m(n− 1)×m(n− 1),
tal que as seguintes desigualdades matriciais line-
ares sejam satisfeitas[

P1 P2

∗ P3

]
> 0

[
Φj µmΓj
∗ −µmZ

]
< 0, (26)

∀j = {1, 2, . . . , 2p}

com,

Φj = ΦP + ΦZ + ΦR + ΦQS + ΦFGj ,

Γj =


FB̄j
GB̄j

0
0

 , ΦZ =


0 0 0 0
∗ 2µmZ 0 0
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0

 ,

ΦP =


P2 + PT2 P1 −P2 P3

∗ 0 0 P2

∗ ∗ 0 −P3

∗ ∗ ∗ 0

 ,



ΦR =


− 4
τ
R 0 − 2

τ
R 6

τ2
R

∗ τR 0 0
∗ ∗ − 4

τ
R 6

τ2
R

∗ ∗ ∗ − 12
τ3
R

 ,

ΦQS =

Q−2S 0 0 1
τ S

∗ τ2

2 S 0 0
∗ ∗ −Q 0

∗ ∗ ∗ − 2
τ2
S

 ,

ΦFGj =

[
−FĀ−ĀTFT F−ĀTGT −FB̄j 0

∗ G+GT −GB̄j 0
∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ 0

]
,

com

Ā = In−1 ⊗A,
B̄j = ULW ⊗BdjK.

e dj, j = {1, 2, . . . , 2p} representam os vértices do
politopo P.

Prova: Considere o seguinte funcional Lyapunov-
Krasovskii candidato:

V (zt) =χT (t)Pχ(t) +

∫ t

t−τ
zT (ξ)Qz(ξ)dξ

+

∫ 0

−τ

∫ t

t+s

żT (ξ)Rż(ξ)dξds

+

∫ 0

−τ

∫ 0

θ

∫ t

t+s

żT (ξ)Sż(ξ)dξdsdθ

+

∫ µm

−µm

∫ t

t+s−τ
żT (ξ)Zż(ξ)dξds, (27)

com χT (t) =
[
zT (t)

∫ t
t−τ z

T (ξ)dξ
]
,

P =

[
P1 P2

∗ P3

]
sendo P1 = PT1 , P2, P3 = PT3 , Q = QT ,
R = RT , S = ST e Z = ZT matrizes reais
∈ Rm(n−1)×m(n−1).

A condição de que V (zt) > 0 é satisfeita im-
pondo P > 0, Q > 0, R > 0, S > 0 e Z > 0.

Agora serão mostradas condições suficientes
para que a função considerada satisfaça V̇ (zt) < 0.
Assim como em Savino et al. (2016), considere o
termo nulo relacionado à dinâmica dos estados,

0 = 2Λ(t)

[
ż(t)− Āz(t)−

n∑
i=1

B̄i(αi)z(t− τi(t))

]

= 2Λ(t)

[
ż(t)− Āz(t)−

n∑
i=1

B̄i(αi)(z(t− τ)

−
∫ −τ
−τi(t)

ż(t+ ξ)dξ)

]
= 2Λ(t)

[
ż(t)− Āz(t)− B̄z(t− τ)

]
+ v(t), (28)

onde

B̄ =

n∑
i=1

B̄i(αi), (29)

B̄i(αi) = ULaiW ⊗Bd(αi)K, (30)

v(t) =

n∑
i=1

∫ −τ
−τi(t)

2Λ(t)B̄i(αi)ż(t+ ξ)dξ, (31)

Λ(t) =
[
zT (t)F + żT (t)G

]
. (32)

Utilizando a desigualdade 2aT b ≤ aTXa +
bTX−1b em (31) e escolhendo aT e b como
Λ(t)B̄i(αi) e ż(t + ξ), respectivamente, e X−1,
uma matriz definida positiva, como Z

n , temos

v(t) ≤
n∑
i=1

∫ −τ
−τi(t)

(Λ(t)B̄i(αi))nZ−1(Λ(t)B̄i(αi))T dξ

+

n∑
i=1

∫ −τ
−τi(t)

żT (t+ ξ)
Z

n
ż(t+ ξ)dξ

≤
n∑
i=1

µm(Λ(t)B̄i(αi))nZ−1(Λ(t)B̄i(αi))T

+

∫ t−τ+µm

t−τ−µm
żT (ξ)Zż(ξ)dξ.

Com estas considerações, e usando o termo
nulo (28) obtém-se

0 ≤2zT (t)F ż(t) + 2żT (t)Gż − 2zT (t)FĀz(t)

−2żT (t)GĀz(t)− 2zT (t)FB̄z(t− τ)

−2żT (t)GB̄z(t− τ)

+

n∑
i=1

µm(Λ(t)B̄i(αi))nZ−1(Λ(t)B̄i(αi))T

+

∫ t−τ+µm

t−τ−µm
żT (ξ)Zż(ξ)dξ. (33)

Utilizando os Lemas 1 e 2 e adicionando (33)
à derivada de V (zt),

V̇ (zt) ≤ χT (t)Pχ̇(t) + χ̇T (t)Pχ(t) + zT (t)Qz(t)

− zT (t− τ)Qz(t− τ) + τ żT (t)Rż(t)

− 1

τ

∫ t

t−τ
żT (ξ)dξR

∫ t

t−τ
ż(ξ)dξ − 3

τ
ΩTRΩ

+
τ2

2
żT (t)Sż(t)− 2zT (t)Sz(t)

+
4

τ
zT (t)S

∫ t

t−τ
z(ξ)dξ

− 2

τ2

∫ t

t−τ
zT (ξ)dξS

∫ t

t−τ
z(ξ)dξ + 2µmżT (t)Zż(t)

−
∫ t−τ+µm

t−τ−µm
żT (ξ)Zż(ξ)dξ + 2zT (t)F ż(t)

+ 2żT (t)Gż(t)− 2zT (t)FĀz(t)− 2żT (t)GĀz(t)

− 2zT (t)FB̄z(t− τ)− żT (t)GB̄z(t− τ)

+

n∑
i=1

µm(Λ(t)B̄i(αi))nZ−1(Λ(t)B̄i(αi))T

+

∫ t−τ+µm

t−τ−µm
żT (ξ)Zż(ξ)dξ. (34)



Definindo

Γi(αi) =


FB̄i(αi)
GB̄i(αi)

0
0

 ,
ΥT =

[
zT (t) żT (t) zT (t− τ)

∫ t
t−τ z

T (ξ)dξ
]
,

e Φ̄ tal qual Φj definido no teorema, com a di-
ferença que em Φ̄ utilizamos os termos −FB̄ e
−GB̄, com B̄ definido em (29), ao invés de −FB̄j
e −GB̄j , respectivamente, temos então,

V̇ (zt) ≤ ΥT (t)Φ̄Υ(t)

+

n∑
i=1

µmΥT (t)Γi(αi)nZ−1ΓiT (αi)Υ(t)

= ΥT (t)

(
n∑
i=1

(
1

n
Φ̄

+µmΓi(αi)nZ−1ΓiT (αi)
))

Υ(t). (35)

Logo, para a desigualdade em (35) ser satisfeita,

com V̇ (zt) < 0, o termo entre parêntesis deve
ser definido negativo. O qual pode ser reescrito
de forma linear considerando o complemento de
Schur,

n∑
i=1

[
1
n

Φ̄ µmΓi(αi)
∗ −µm

n
Z

]
< 0,

se cada termo da soma for definido negativo, então
a soma dos n termos é definida negativa. Consi-
derando o i -ésimo termo da soma e o politopo P
temos,[∑2p

j=1 α
i
j

1
n Φ̄j

∑2p

j=1 α
i
jµmΓij

∗
∑2p

j=1 α
i
j
−µm
n Z

]
< 0, (36)

como αij é sempre positivo, para verificar se (36)
é definida negativa pode-se verificar se é definida
negativa nos vértices do politopo P, ou seja,[

1
nΦj µmΓij
∗ −µm

n Z

]
< 0, (37)

com j = {1, 2, . . . , 2p}. Observando que, Φ̄j = Φj .
Considerando novamente a soma em i, mas desta
vez nos vértices do politopo,

n∑
i=1

[
1
nΦj µmΓij
∗ −µm

n Z

]
=

[
Φj µmΓj
∗ −µmZ

]
< 0,

j = {1, 2, . . . , 2p}. (38)

Portanto, se a condição (26) se mantém em todos
os vértices de P então V (t) > 0 e V̇ (t) < 0.

Isto completa a prova. 2

O resultado apresentado no teorema ante-
rior comparado com o resultado de Savino et al.
(2016), considera a saturação no atuador de cada
agente. Note que a matriz responsável por mode-
lar a saturação di(t) tem o limite inferior conhe-
cido em modelos de agentes estabelecidos. Nestes

casos, os resultados apresentados podem ser utili-
zados para definir se o sistema é capaz de entrar
em consenso. A busca pelos menores valores tam-
bém pode ser realizada em sistemas em que os
limites dos atuadores não estão definidos.

5 Exemplo Numérico

Considere um sistema composto por quatro agen-
tes, no qual cada agente recebe informação de ape-
nas um único agente vizinho, tal como ilustrado
na Figura 1.

3

2 1

4

Figura 1: Representação em grafo do problema

A equação da dinâmica do i -ésimo agente é
dada porẋ1i (t)ẋ2i (t)

ẋ3i (t)

 =

0 1 0
0 0 1
0 0 −2

x1i (t)x2i (t)
x3i (t)

+

+

 0
0

0.5

 di(t)ui(t), (39)

e o atuador de todos os agentes do sistema estão
sujeitos a uma saturação di(t). A matriz Laplaci-
ana L associada ao grafo G é dada por,

L =


1 0 −1 0
−1 1 0 0
0 −1 1 0
−1 0 0 1

 , (40)

as condições iniciais consideradas são:
x11(0)
x12(0)
x13(0)
x14(0)

 =


200
−150
−90
20

 ;


x21(0)
x22(0)
x23(0)
x24(0)

 =


10
−10
10
10

 , (41)

x3
i (0) = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4} e K = [0.3 1 1].

O Teorema 1 foi utilizado para realizar a
busca pelo menor valor de ε para o sistema. Para
ilustrar, diferentes valores de ε foram calculados
em um intervalo de atraso médio, τ , como repre-
sentado na Figura 2. Durante a busca o valor de
µm foi mantido fixo em 0.05 e os valores de τ foram
variados. Para simular o atraso variante, µi(t), foi
utilizado uma função que gera números aleatórios
uniformemente distribúıdos.
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Figura 2: Valores de ε para diferentes atrasos
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Figura 3: Progressão da variável de estado x1

Nas Figuras 3, 4, 5 e 6 estão representadas a
dinâmica de cada variável de estado dos 4 agentes
do sistema, com a simulação realizada para valores
da matriz di(t) ∈ [0.58, 1], atraso médio τ = 0.8
e µm = 0.05. Na Figura 6 está disposta a en-
trada de controle de cada agente, considerando-se
a saturação de forma que a magnitude do sinal de
controle não ultrapasse o limite considerado para
os atuadores.

Já nas Figuras 7, 8, 9 e 10 o mesmo sistema foi
simulado com os mesmos valores de τ e µm, mas
com ε = 0.15, fora da região de convergência ga-
rantida pelo Teorema 1. Neste caso, no tempo de
simulação realizado, o sistema não se estabilizou.
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Figura 4: Progressão da variável de estado x2
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Figura 5: Progressão da variável de estado x3
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Figura 6: Amplitude de ui(t)
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Figura 7: Variável de estado x1 para ε = 0.15
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Figura 8: Variável de estado x2 para ε = 0.15
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Figura 9: Variável de estado x3 para ε = 0.15
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Figura 10: Amplitude dos sinais de controle, ui(t),
para ε = 0.15

6 Conclusão

Neste trabalho foram investigadas condições sufi-
cientes para verificar se sistemas multiagentes su-
jeitos a atrasos variantes no tempo e saturação no
atuador entram em consenso. Através da aborda-
gem realizada é posśıvel encontrar uma região, em
relação à saturação e ao atraso no tempo, na qual
o sistema é capaz de entrar em consenso. No en-
tanto, para chegar ao Teorema 1 foram utilizadas
técnicas conservadoras, por exemplo a condição
de estabilidade quadrática nos vértices do poli-
topo com matrizes constantes e a exigência que os
n termos no somatório em (35) fossem definidos
negativo. Além disso, a topologia de comunicação
invariante não representa a maior parte da classe
de problemas de consenso. Estas limitações serão
investigadas em trabalhos posteriores.

Ao final foi apresentado um exemplo numérico
para ilustrar a utilização dos resultados, onde é
posśıvel verificar, através da Figura 2, que houve
um compromisso entre atraso, τ , e saturação, ε,
ou seja, a saturação restringe o atraso temporal
máximo que o sistema suporta.
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