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Abstract— Control algorithms for a bi-hormonal artificial pancreas are proposed in such a way that insulin and
glucagon actions are incorporated, aiming to avoid hypoglicemic and hiperglicemic cases. Such control algorithms
are utilized in order to ensure the blood glucose regulation in type 1 diabetic patients. The mathematical model
utilized has experimental validation and represents the glucose-insulin-glucagon dynamics. First-Order Sliding
Mode Controllers with and without Boundary Layer were utilized. One desires to reach, in finite time, an
equilibrium condition of the closed-loop control system, even in the presence of disturbances related to feeding.
The stability proof is presented assuming that the state is known. In the simulation results, exact differentiators
are used in order to recover the information associated with the unmeasured state variables of the system. At
last, the performance of each control strategy is evaluated by means of numerical examples.

Keywords— Uncertain Nonlinear Systems, Biological Mathematics, Bihormonal Control, Diabetes, First-
Order Sliding Mode Control.

Resumo— Deseja-se propor algoritmos de controle para um péancreas artificial bi-hormonal que incorpore
a acdo da insulina e do glucagon com a finalidade de evitar quadros de hipoglicemia e hiperglicemia. Tais
algoritmos sdo utilizados com o intuito de garantir a regulacdo da glicemia em pacientes diabéticos tipo 1.
O modelo matematico utilizado tem validacdo experimental e representa a dindmica glicose-insulina-glucagon.
Utilizaram-se Controladores por Modos Deslizantes de Primeira Ordem com e sem Boundary Layer. Deseja-
se alcancar em tempo finito uma condigdo de equilibrio do sistema de controle em malha fechada, mesmo na
presenca de perturbagoes ligadas & ingestdo de alimento. A prova de estabilidade é apresentada, assumindo que o
estado é conhecido. Nas simulacbes apresentadas, utilizaram-se diferenciadores exatos na tentativa de recuperar
a informacao das varidveis de estado do sistema que nao sd@o mensuradas. Por fim, sdo apresentados exemplos
numéricos para avaliar o desempenho de cada estratégia.

Palavras-chave— Sistemas N&o-Lineares Incertos, Matemdtica Bioldgica, Controle Bihormonal, Diabetes,

Controle por Modos Deslizantes de Primeira Ordem.

1 Introducao

O pancreas, além de cumprir determinadas
fungoes digestivas, secreta dois hormonios impor-
tantes: insulina e glucagon. Estes hormonios sao
cruciais para a regulagao da concentragao de gli-
cose no sangue. Esta concentracao é comumente
chamada de glicemia. Quando a glicemia cresce
demais, a insulina é secretada, fazendo com que
a glicemia diminua e retorne ao seu valor normal.
Por outro lado, quando a glicemia diminui demais,
o glucagon é secretado, garantindo que a glicemia
aumente e se mantenha regulada.

Em pacientes com diabetes mellitus tipo 1
(DMT1), o pancreas nao produz insulina por
conta propria, o que pode trazer uma série de ris-
cos & satde destes pacientes (Guyton and Hall,
2016). Se a glicemia diminui muito, o paciente
desmaia; se ela cresce demais, o paciente corre o
risco de ter problemas nos olhos, nervos, e artérias.
Entao, muitas vezes por dia, o paciente deve furar
o dedo para testar a glicemia, fazer um célculo ba-
seado nas refeigoes planejadas, se exercitar, e ajus-
tar a injecao de insulina para dar conta disso tudo.

Diante deste cendrio, o projeto de um dis-
positivo eletronico que fosse capaz de regular a
glicemia de pacientes diabéticos tipo 1 tem sido
alvo de pesquisas desde meados da década de 1960

(Kadish, 1964). Dispositivos como este atendem
pelo nome de pancreas artificiais (Cobelli et al.,
2011), (Bequette, 2012). Um péancreas artificial é
composto por um sensor de glicose, um algoritmo
de controle e uma bomba de infusao de insulina.

Ao modelar um sistema de injecao de hormo-
nios no corpo humano, certos requisitos como
alcance em tempo finito e robustez a incerte-
zas paramétricas, devem ser atendidos (Kaveh
and Shtessel, 2008). Além disso, a dinamica
glicose-insulina nao é bem representada matema-
ticamente por modelos lineares. Nesse sentido,
deseja-se trabalhar com um controlador que seja
capaz de alcancar o objetivo de controle dese-
jado, em tempo finito, mesmo diante de mode-
lagens imprecisas. O Controle por Modos Des-
lizantes (Sliding Mode Control - SMC) é reco-
nhecido como uma ferramenta eficiente para pro-
jetar controladores que sao robustos a incerte-
zas paramétricas, a perturbagoes exdgenas e a
ndo linearidades da planta (Edwards and Spur-
geon, 1998). No entanto, hd uma questao que tem
causado divergéncia de opinioes entre pesquisado-
res deste ramo: saber se é melhor injetar apenas
insulina no paciente, ou acrescentar a bomba o
hormonio glucagon. Embora uma bomba mono-
hormonal em malha fechada tenha um desempe-
nho muito superior a terapia padrao de insulina



Tabela 1: Descri¢ao dos parametros do modelo minimo estendido.

[ Parametros | Descrigao
S [min~1] efetividade da glicose por unidade de distribuigao de volume
Gp [mg/d]| concentragao basal de glicose
tmax G (t) [min] tempo para méaxima absorcao de glicose
V [dl/kg] distribui¢ao volumétrica de glicose
p2(t) [min~1] taxa de eliminagao da insulina ativa

S7(t) [min~t por y U/ml]

sensibilidade de insulina

T5(1) [mU/d]

concentragao basal de insulina

ps(t) [min—1]

taxa que descreve a dinamica da acao do glucagon

Sy () [min~! por pg/ml]

sensibilidade ao glucagon

Np(t) [pg/ml]

concentracao basal de glucagon

em malha aberta, o risco de hipoglicemia ainda
se mantém um desafio (Bakhtiani et al., 2013),
(Kumareswaran et al., 2009).

Por outro lado, o uso de glucagon no pan-
creas artificial tem se mostrado uma opcao factivel
para prevenir e tratar a hipoglicemia (El-Khatib
et al., 2010), (Castle et al., 2010), e, por isso, serd
utilizado neste projeto.

O principal objetivo deste artigo é propor al-
goritmos de controle que sejam capazes de garantir
a regulacao da glicemia em pacientes portadores
de DMT1 através de uma bomba bi-hormonal.

1.1 Detalhes do Projeto

Neste projeto, optou-se por trabalhar com a
terapia de infusdo subcutéanea continua de insu-
lina e de glucagon na regido do abdémen (Pickup
et al., 1978). Esta escolha justifica-se pelo fato do
modelo utilizado neste projeto, o modelo minimo
estendido (Herrero et al., 2013), considerar este
tipo de terapia. Além disso, a infusdo subcuta-
nea de insulina é menos invasiva do que a infusao
intravenosa ou intramuscular desses hormonios.

Embora o modelo estendido nao especifique o
tipo de insulina a ser utilizado, sugere-se o uso de
uma insulina que tenha acao rapida na reducao da
glicose no sangue. Desejando-se implementar um
pancreas artificial baseado neste modelo, acredita-
se que uma boa opcao seja o uso da insulina Lis-
pro. Trata-se de um analogo da insulina humana
que pode ser administrada imediatamente antes
ou durante as refei¢bes (Schmaub et al., 1998).

Em se tratando do glucagon utilizado, deve-se
dizer que nao hé outra opg¢ao a nao ser o glucagon
comercialmente disponivel hoje. A injecao subcu-
tanea deste hormonio no abdémen € eficiente no
aumento da concentragao de glucagon no sangue,
e no aumento da concentracao de glicose no san-
gue (Muhlhauser et al., 1985).

2 Modelagem Matematica

Diversos autores (Castle et al., 2010), (El-
Khatib et al., 2010), (Russell et al., 2012) acre-
ditam que algoritmos de controle bi-hormonal ga-
rantiriam uma regulacao segura da glicemia, e re-
duziriam significativamente o tempo gasto em es-
tados de hipoglicemia em pacientes com DMT1.

A disponibilidade de um modelo que incorpore
glucagon como hormonio contra-regulatério a in-
sulina permitiria um projeto mais eficiente de
controladores bi-hormonais de glicose (El-Khatib
et al., 2010). Nesse sentido, um modelo minimo
estendido foi proposto (Herrero et al., 2013) para
incorporar o efeito do glucagon.

A fim de prezar pela simplicidade, assumire-
mos para o projeto dos controladores, apenas o
modelo reduzido (Herrero et al., 2013). Isso é
possivel, uma vez que algumas das dinamicas sao,
em geral, mais rapidas do que a dinamica da con-
centracao de glicose sanguinea, da acao da insu-
lina na producao de glicose e da agao do glucagon
na producédo de glicose. Desta forma, a dindmica
apresentada em (Herrero et al., 2013) passa a ser
representada por:

i1(t) = —(Sa + z2(t) — z3(t))z1(t) + Sc¢GB +

oV d(t),

(1)

#2(t) = —pa(t)22(t) + p2()S1(H)(ut — Ip), 2
#3(t) = —p3(t)zs(t) + p3(t)Sn(t)(u™ — Np), (3)
y(t) = z1(1), (4)

onde y(t) [mg/dL] é a varidvel de saida, z1(t)
[mg/dL] é a concentracao de glicose sanguinea,
xo(t) [min~!] é a agao da insulina na produgao
de glicose, x3(t) [min~!] é a acdo do glucagon na
producao de glicose, V = 1.7 dl/kg é a distribuicao
volumétrica de glicose, u™ € RT [pU/dL] é a acao
de controle dada pela concentracao de insulina no
plasma, u~ € RT [pg/dL] é a concentragao de glu-
cagon no plasma, d(t) [mg/kg] é a concentragao de
glicose ingerida pelo paciente ao longo das refei-
coes didrias e Sg = 0,014 [min~1] é a efetividade
da glicose por unidade de volume. A fim de pre-
zar pela simplicidade, o parametro t,,4,.¢ = 69,6
[min] foi feito constante, uma vez que as varia-
¢oes deste parametro em geral sao muito lentas
(Herrero et al., 2013). As demais varidveis e pa-
rametros estao descritas na Tabela 1, com as res-
pectivas unidades e descri¢coes. Por fim, deve-se
ressaltar que se u™ € RT e u~ € RT, significa que
os sinais de controle sao positivos.

A descrigdo matemadtica dos parametros vari-



antes no tempo é apresentada a seguir:
p2(t) = 0,0121(t) — 0,00811(t — 300) + 0, 01711 (¢t — 720)

— 0,0091(t — 1080) , (5)
ps(t) = 0,0171(t) — 0,0011 (¢t — 300) + 0, 1231 (t — 720)
—0,1221(t — 1080) , (6)
Sp(t) = [7,731(t) 4 0,821 (¢t — 300) — 1, 731 (¢ — 720)
40,911 (¢t — 1080)] x 10~ 4, (7)
Sn(t) = [1,381(t) 4 0,581 (¢t — 300) — 1, 151 (t — 720)
+ 0,571 (¢t — 1080)] x 10~ %, (8)
Ip(t) = 11,011(t) 4 8, 751(t — 300) — 9, 731.(t — 720)
+ 0,981 (¢t — 1080), (9)
Np(t) = 46, 301(t) + 1,831 (¢t — 300) + 11, 101(t — 720)
— 12,931 (¢t — 1080) , (10)

onde 1(t) representa a fungdo degrau unitdrio.

O deslocamento na fungdo degrau unitdrio é me-
dido em minutos. Portanto, as fungées 1 (¢ — 300),
1(t — 720) e 1(¢t — 1080) indicam que os valores
dos pardmetros (5)—(10) sofrem alteragoes as 5:00,
as 12:00 e as 18:00, respectivamente. Os valores
minimos e maximos dos parametros (5)—(10) s@o
dados por:

0,0039 < pa(t) < 0,021, (11)
0,016 < p3(t) < 0,139, (12)

6,82 x 107* < Sy(t) < 8,55 x 107*, (13)
0,81 x 107* < Sy(t) 1,96 x 107%,  (14)
10,03 < Ip(t) < 19,76, (15)

46,30 < Np(t) < 59,23. (16)

Durante o desenvolvimento da analise de estabili-
dade, os parametros do sistema serao considerados
incertos tal que, seus limitantes sao conhecidos, e
descritos por
p, <p2(t) <Py,
S; < Si(t) < Sy,
lB <IB(t) <TB,

Dq < p3(t) <DPs, (17)
Sy < Sn(t) < Sy, (18)
MB <NB(t)<NB,

(19)

tmaxG < tmaxG , GB<6B7 V<V, (20)

Se <S¢ <8¢ (21)
Além disso, assume-se que

d(t) <d, |d(t)] <d, (22)

onde d e d sdo constantes positivas conhecidas
para as quais (22) é satisfeita, a menos de um
conjunto de medida nula no sentido de Lebesgue.

A seguir, apresentamos o objetivo de controle
e a metodologia utilizada para alcanca-lo. As fer-
ramentas exploradas com este intuito serao devi-
damente discutidas.

3 Objetivos de Controle e Metodologia

3.1 Objetivo de Controle

O objetivo deste projeto é garantir a regulacao
da glicemia em um paciente com DMT1. Mate-
maticamente, isto pode ser representado a partir

da estabilizacao do erro de saida:
e(t) =Gp —x1(t), (23)

onde Gp = 90 mg/dl representa o valor de refe-
réncia desejado. Este valor foi escolhido de modo
que a glicemia do paciente com DMT1 se manti-
vesse dentro dos limites considerados seguros pela
comunidade médica, 80 e 100 mg/dl (Guyton and
Hall, 2016).

3.2 Metodologia

Dentre todas as estratégias de controle nao-
linear disponiveis, escolheu-se trabalhar com con-
troladores por modos deslizantes (Sliding Modes
Control - SMC). A principal vantagem do SMC é a
nao necessidade de se conhecer precisamente o mo-
delo matematico do sistema a ser controlado. Para
o projeto do controlador, basta que os limitantes
superiores e inferiores dos parametros da planta
sejam conhecidos. O conhecimento dos majoran-
tes para as perturbagoes também é exigido. Nesse
sentido, pode-se dizer que nao h&a problema em
se trabalhar com uma planta que esteja sujeita a
incertezas paramétricas e perturbacoes exdgenas.

4 O Atuador Bi-hormonal e Alimentacao

4.1 Atuador Bi-hormonal

Controladores por modos deslizantes tém
sempre duas agoes de controle: uma agao de con-
trole positiva, u™, e uma acdo de controle nega-
tiva, u~. Neste projeto, a agdo de controle po-
sitiva é representada pela quantidade de insulina
injetada no sangue, enquanto a acao de controle
negativa é representada pela quantidade de gluca-
gon injetada no sangue. O algoritmo decide qual
hormonio deve ser injetado no paciente a cada mo-
mento, e esta decisao satisfaz a seguinte regra:

u+:{g, se u>0 ,(S.gn(o)<0) ()

0, caso contrario

- {g, se u<0 /(s-gn(a) > 0) (25)
0, caso contrario

onde o representa a funcao de modulagdao do
controlador, e o representa a variavel de des-
lizamento. Observando-se as regras (24)—(25),
percebe-se que insulina e glucagon nunca sao ad-
ministrados simultaneamente.

4.2 Perturbagao - Alimentagao

Neste projeto, deseja-se que a glicemia do pa-
ciente seja regulada ao longo de um periodo de 24
horas, o que equivale a 1.440 minutos. Neste con-
texto, é necessario que o paciente mantenha uma
dieta regular que consiste em trés refeigoes didrias,
previstas para os seguintes horarios: 5:00, 12:00



e 18:00. A modelagem da ingestao de alimen-
tos foi proposta em (Kaveh and Shtessel, 2008),
(Hernandez et al., 2013) como:

d(t) =80e~23(t=300) 3 (4 _ 300) 4 1002720 51+ — 720)
+ 70e~ 95t =1080) 3 (4 _ 1080), (26)

onde d(t) pode ser encarado como uma perturba-
¢ao exogena do sistema. Desse modo, assume-se
que cada refeicao pode representar uma taxa di-
ferente de aparecimento de glicose no sangue. A
Figura 1 ilustra o efeito que a alimentacao do pa-
ciente tem sobre sua glicemia.

120
100 ¢
80|
60 |
40 |
201

d(t) [mg/kg]

0
0 240 480 720 960 1200 1440
Tempo [min]

Figura 1: Concentragao de glicose ingerida pelo
paciente ao longo das refeicoes didrias.

Assim sendo, observemos o sistema (1)—(3).
Nota-se que a perturbacao d(t) aparece na equa-
¢ao (1), enquanto as agoes positiva, u™t, e negativa,
u~, de controle aparecem nas equagdes (2) e (3).
Entao, diz-se que as perturbagoes sao descasadas
(Edwards and Spurgeon, 1998). Isto gera uma di-
ficuldade adicional no projeto do controlador, uma
vez que o ganho de controle terd que majorar a
perturbacao esuas derivadas em amplitude.

5 O Diferenciador Exato

Diferenciadores exatos sdo baseados em con-
troladores por modos deslizantes de alta ordem.
Este tipo de ferramenta é capaz de fornecer a de-
rivada exata do erro de saida e € R e garantir a
atenuacao de pequenos ruidos de alta frequéncia
(Levant, 2003). Sua estrutura é dada por:

Co=10 = —XoCTHT |Co — e()| P Tsgn(Co — e(t)) + (1,

. 1 p—i
G=v;==XCP=FT |G —v; 1| P~ F T sgn((; —vi—1) +Git1,

ép =—ApCsgn({p — vp-1),

(27)
onde \; sao constantes apropriadas, escolhidas de
maneira recursiva; C' é uma constante apropriada,
tal que C' > [elP)(t)|; o estado é dado por ¢ =
[Co, -y ¢o—1]T; e p= p—1 representa a ordem do
diferenciador. Portanto, as seguintes igualdades

Co=e(t), G=eD@), i=1,...,p, (28)

s@o estabelecidas em tempo finito (Levant, 2003),
com a necessidade de que o sinal, e(?)(t), seja
uniformemente limitado, como assumido no dife-
renciador por modos deslizantes de ordem supe-
rior (Higher Order Sliding Modes - HOSM). Como
p = 2, sabendo que a planta tem dindmica dada
por (1)-(4), a partir do erro de regulacdo (23),
é possivel mostrar que a seguinte desigualdade é
satisfeita:

|Et)| = [(=S& — p2StIp + psSnNp)z1(t)

+ ScGp(x2(t) — x3(t)) — (2SS + p2)z1(t)x2(t)
+ (256 + pa)a1 (Daa(t) — w1 ()75 () — 21 ()3 (1)
d(t)

maxGV

+ 221 ()22 (t) 23 () + (Sg + z2(t) — z3(t))
d(t)
B tmaxGV

+ S?;GB + paSrzi(t)ut — p3Syai(t)u”|

2d

< (Sé +p2S1Ip + psSnNp +25¢GE +

+ max{p2, p3} + max{Sr, Sn}o)x
+ (@86 4’ + 00+ 29 L s2a, (20
tmaxa V

onde os pardmetros sdo majorados por (17)—(20),
a perturbacdo, d(t), e sua derivada, é(t), satisfa-
zem (22) e a norma do estado, por se tratar de
um sistema biolégico, obviamente é majorada, ao
menos localmente, por uma constante tal que, por
definigdo, |z(t)| < x. Assumindo que estes majo-
rantes sao constantes, e estao disponiveis para o
projeto, um limitante superior para o médulo da
segunda derivada do sinal de erro, é(t), pode ser
encontrado por

2d
tmaxg V

C = (Sé + p2S1Ip + psSnNp +25¢Gp +
+ max{p2, p3 ymax{Sr, Sn }o)x + (485G + P2 + p3)x"
3 gcg-ﬁ-d_ —2 =

+ 260 L 2a,. (30)

4
+ 4x Z v

Ao longo deste trabalho, o seguinte diferenciador
exato serd utilizado:

bo = vo = —XoC%|Co — e(t)|Esgn(Co — e(t)) + (1,
(31)

Cl = —Alegn(Cl — ’Uo), (32)

com Ag =5 e A\; = 3 e ganho C dado em (30).
Para a realizagao das simulagoes, os seguintes
parametros do sistema de controle foram escolhi-
dos: p, = 0,003, p2 = 0,03; p3 = 0,01; p3 = 0,14;
Sy =0,8x107% Sy =2x107% S, = 6,8x107%;
S;=8,6x 1074 Sg =0,015; Ng = 60; I = 20;
V =1,5; tmaxc = 65; d =110 e d = 60 e o = 100.
Estes valores foram escolhidos a partir valores nu-
meéricos dos parametros (5)-(10) que, por sua vez,
podem ser consultados em (Herrero et al., 2013).

6 Controlador por Modos Deslizantes de
Primeira Ordem

O controle por modos deslizantes é uma téc-
nica de controle bem documentada, e seus funda-
mentos podem ser encontrados em (Edwards and
Spurgeon, 1998) e (Utkin, 1993).



A seguir, serd apresentada a analise local do
controlador por modos deslizantes de primeira or-
dem, utilizando a variavel de deslizamento ideal.
Desse modo, assume-se inicialmente que as deri-
vadas do erro estejam disponiveis.

Teorema 1. Considere o sistema descrito por
(1)-(4) e os limitantes (17)-(20). Entao, € possi-
vel que se encontre uma lei de controle por modos
deslizantes, u, dada por:

u=—gsgn(o(t)), 0>0, (33)
o(t) = é(t) + loe(t), (34)

com funcdao de modulacdo, o, constante suficien-
temente grande e varidvel de deslizamento, o(t),
tal que, o modo deslizante ideal, o(t) = 0, ocorre
em tempo finito. Além disto, no deslizamento,
a convergéncia do erro é exponencial (e(t) =
e~lote(0), Vt>0).

Prova 1. Considere a sequinte candidata a fun¢do
de Lyapunov

V(t) = o(t). (35)

que tem como derivada temporal V (t) = 20 ()5 (t).
FEntao,

V(t) = 20(t)(&(t) + loé(t)) (36)
Derivando a equagdo do erro (23), chega-se a

e(t) = — y(t) = Sgz1(t) + z1(t)z2(t) — 21 (t)z3(t)

— SaGp —

d(t),
maxG V ()

é(t) =(—Sg — p2(t)S1 () I (t) + p3s(t)Sn (H) N (t))z1 (1)
+ SaGp(z2(t) — 23(t)) — (256 + p2(t))z1(t)z2(t)
+ (258G + p3(t)m1 ()wa(t) — w1 (t)zs (t) — w1 (t)a5 (1)

—(Sa + wa(t) — ws()d(0)

tmax

d(t) + S&Gp + p2(t)Sr )z ()™

+ 2z (t)z2 (t)z3(t) +

tmaxg V'

—p3(t)Sn(t)z1(t)u™ . (37)
A derivada temporal de (34) é dada por

5(t) = E(t) + loé(t)
= (=S& = p2()S1(W) (1) + ps(t) SN ()Np (1)21 (t)
+ ScGp(z2(t) — 23(t)) — (2Sc + p2(t))z1(t)z2(t)
+ (28 + pa()z1 (w3 (t) — 21 (t)z5 (L) — w1 (t)23(t)
+ 221 (t)z2(t)z3(t) +
1

(Sg + z2(t) — z3(t))d(t)

tmax

d(t) + SEGp + loScai(t) + Loz (t)z2(t)

tmaxaV
— lpz1 (H)2s(t) — 0ScGp — liod(t)
maxGV
+p2(t)Sr ()1 (H)ut — ps(t) Sy ()1 (H)u™ (38)

logo, a derivada primeira da candidata a funcdo

de Lyapunov € dada por:

V() =2 {(=S& - p2()S1 (1) Im (1)
+p3(t)SN () Np(t))z1(t)o(t) + ScGr(z2(t)
—a3(t)o(t) — (28c + p2(t))z1(t)z2(t)o(t)

+ (25 + pa(D)z1(B)z3(t)o(t) — 21 (t)25 (H)o(t)
— 21 (a3 (o (t) + 2x1 (22 (t)as(t)o(t)

(86 + a(t) — 2 () (1)

! d(t)o(t) + SgGpo(t) + loSgz1(t)o(t)
tmaxc V.

+ loz1(t)z2(t)o(t) — loxr(t)xs(t)o(t) —loScGro(t)

lo

tmaxavd(t)a(t) + p2()St ()1 (HuT o (t)

—ps(H)Sn (a1 (Duo(t)} - (39)
A equagao (39) pode ser majorada por:

V(t) <2{(8% +p2(0)S1(®)Is (1)
+Ps()SN (ONB(E)]er (1)l (2)]
+ 56 Ga (|e2 ()] + 23 (D)) o ()]
+ (286 + p2(0) a1 (8) 22 (1) o (2)]
+ (286 + pa(H) 21 (®)llzs (V]| (1)]
+ 21 (B)]3 (O]l (O] + o1 (D)3 (O] (0)]
+ 2l (1) [22(8) |25 (D)l (1)]

+

- v (Se +1z2(O)] + |z (W) DId®) || (B)]

tmax

+

o AW le )] + 3Gl (o)

+loSalz1(®)]|lo@)] + lolz1(®)]|z2(?)[|o(?)]
+ lolz1(@®)|lz3(®)]lo (@) + loScGrlo(t)|o(?)

+ 2 dDllo O] + 2 (081 (D1 (Du o (1)
maxG
—ps(t)Sn (D (t)u” } - (40)

Sabendo-se que os parametros do sistema sao in-
certos, com o auzilio dos limitantes (17)-(21), a
desigualdade (40) pode ser majorada por:

V(t) <2 { [(Sé + P28 1 + p3Sn Np)|z1 (1)
+8cGp(|lz2(t)] + |zs(t)])
+ (25¢p2)|z1 (t)||z2(t)]
+ (285G + p3)|z1 (8)[|zs ()] + a1 ()] 23 (t)
+ |z (1) |23 (8) + 2[r (1) 22 ()| 23 (£)]

+

Z M(SG + @2 (8)] + |23 () )d(?)]

+

) + 5EGB +loSalei (1)

+lolz1(t)||z2(8)] + lolz1(8)||za(t)] + loScGr

lo
tmaxg V.

—ps()SN (D71 ()u” o (1) } . (41)

+

\d<t>|] o ()] + P2 (£)S1 (ar (u* o (1)

O paciente receberd insulina (ut = p) se u >
0, neste caso, sgn(c) < 0 = o0 = —|o| eu” =
0. Entao a desigualdade (40) pode ser reescrita



como:

V() <2{(S% + 525115 + paSn Ni) a1 (8)]
+8cGu(|z2(t)] + |a(t)])
+ (256 + p2) |1 ()| |22 (t)]
+ (256 + p3)le1 (8)|za (8)] + |21 ()3 (t)
+ |1 (8)|25(8) + 2|1 (1) |22 (8) |23 (0)]

+

. L/(5c + |22 ()] + |zs(®)D]d(t)]

+

—— @) + 555 + loSaln1(?)]

+ lolz1 (D)||z2(8)| + lolz1(8)||z3(8)| + loScG R

!
O]~ 20 O (e o] (42
O paciente receberd glucagon (u= = o) se u <
0, neste caso, sgn(o) > 0 — o = |o] e ut =

0. Entdao a desigualdade (40) pode ser reescrita
como:

Vi(t) <2 {(5‘% + p2511p + P3SN Np)|x1(t)]
+ ScGe(lz2(t)] + |zs(t)]) + (25 + p2)|w1(t)[|z2(2)]

+ (28c + p3) |z (O)||zs (8)] + |21 (8|23 (8) + |z (B)]23 (1)
+ 2|z (8)] |22 (8)] |23 (1)

+ (Sa + |z2(t)| + |zs(t)])|d(t)]

1
tmaxc V.

+ |d(t)| + 8% G g + loSa|z1 ()]

toane V.
+lolz1(t)|[z2(8)] + lolz1(8)[|za(t)] + loSaGr

O] = paSy O e}l (13)

+

Sabendo que x1 Tepresenta a glicose e por isso
x1 > 1 Vi, entdo as desigualdades (42) e (43)
podem ser majoradas por

V(t) < 2{(5& + p2511n + paSn Np)loa (1)]
+ 856G (|J22(8)] + |23(1)])
+ (256 + p2)|@1 (8)||z2(t)]
+ (256 + pa)ler (Dl (O] + e (D] (1)
e (0|3 (2) + 2l ()] |22(2) s (1)

+ (Se + lz2(®)] + lza () )]d(®)]]

tmaxa V.

+ ld(t) + S&G s + loSc|z1 (1)

Lm.a.xﬁ!
+ lolz1 (D) z2(8)] + lo|z1 (8) |23 (8)| + loScG R

lo
Vv

T a0 —minp, p,} min{S . Sy e lo(0)]

(44)
A partir de (44), um limitante superior para de-

rivada temporal da funcdo de Lyapunov pode ser
dado por:

V(t) < 2{(5'?; + p2S1Ig + p3SnNp +256GB + 1pSa

+

) (O] + (45 + 7245 +200) (O

Sa+l1 1
+ 4z ()P + 2 |d(t) |+
tmaxg V tmaxG

V|d(t)\+égé5

+o5aGp — min{p,, p,} min{S;, Sy }o} lo(t)].
(45)

A alimentagao do paciente, representada pelas va-
ridveis d(t) e d(t), € limitada por majorantes co-

nhecidos em (22), tais que,

V(t) < 2{(§é + 52811 + p3SnNp 4+ 255G + loSa

+ J) lz(t)| + (45c + P2 + B3 + 2l0) | (t)|?

tJna.xQ!
Sa + 1o - 1
+alz@))P + 220 G4

: > d+8%Gp
ImaxG V.

tmaxa V.

+loSc G — min{p,, p,} min{S,, Sy}e} lo(t)].
(46)
_ Definindo-se k1 = 5% +?251f3 +@3§NNB +
25¢Gp + loSe + ﬁd, ky = 4Sq + P2 +
~ _ _ _Sag+le_ 3 1 7
213-*:210, kg_—_4 6/€4— 7 ¢ Ol/d+t l/d+
SéGB +10ScGR, tem-se

V() <2 {kllﬂﬂ(t)\ + kzle ()] + ksle ()] + ka
—min{p,,p,} min{S,, Sy Yo} lo(®)].  (47)
Sabendo-se que o estado é limitado e que

seu magorante é conhecido, tal que a inequacao
|z(t)| < x seja satisfeita, pode-se escrever

V(1) < 2 {kix + kax® + kox® + ka
— min{p,, p,} min{S,, Sy}e} (),  (48)
definindo-se a funcdo de modulacdo como

kX kox® +ksxP +ka+ 6

- - , 0>0, (49
min{p,, p,} min{S;, Sy} (49)

sua substituicdo em (48) leva a
V(t) < —25|o(t)|, t=>0. (50)

Definindo-se a wvaridvel auxiliar &(t) =

lo(t)| = /V (1), tem-se 5(t) = 5 V&/tzt)' Dividindo

ambos os lados de (50) por 2,/V (t), tem-se
Ve o)

v wve
que € idéntica a
o(t)<—6, t>0. (52)

Usando o teorema da comparagao, existe um limi-
tante superior g (t) de 6(t) satisfazendo a equagdo
diferencial

a(t)=-8, &(0)=45(0)>0, t>0. (53)

Integrando-se os dois lados da equagao (53), te-
mos como solu¢ao

a(t)—a(0)=—0t t>0. (54)
Dessa forma, a segquinte igualdade € vdlida:
g(t)y=—-0t+a(0), t>0. (55)

Sabendo que & > 0 € continuo, entao o(t)
torna-se identicamente nulo ¥t > t; = §~15(0).
Com isso, pode-se concluir que existe um tempo
finito 0 < ts < ty, onde o modo deslizante inicia
tal que o(t) =0, Vt > ts. De (84), conclui-se que
é = —lpe e o erro e(t) converge exponencialmente
para zero. O



7 Resultados de Simulagao

Nesta secao, serd apresentada a andlise do
controlador por modos deslizantes de primeira or-
dem nos casos em que diferenciadores exatos sao
utilizados para calcular as derivadas do erro. Sao
avaliados os desempenhos de duas estratégias: o
Controlador por Modos Deslizantes tradicional,
que tem uma acao de controle descontinua, e o
Controlador por Modos Deslizantes com boundary
layer, cuja acao de controle é suave.

7.1 Controlador por Modos Deslizantes Descon-
tinuo com Estimativa da Varidvel de Desli-
zamento Usando Diferenciador Exato

Apesar do Teorema 1 mostrar que é possivel
encontrar ¢ constante que garanta localmente o
deslizamento, a lei de controle (33)—(34) ndo pode
ser implementada uma vez que o sinal é nao esta
disponivel. Entéo, lembrando-se de (28), a lei de
controle é adaptada e torna-se:

u=—psgn(é(t)), o0>0, (56)
a(t) = Ci(t) +lolo(t), (57)

onde 6(t) é uma estimativa para o(t), utilizando-
se (31) e (32).

Nas simulagoes, o controlador (56)—(57) foi
implementado com ¢ = 100, lp = 1 [min~!] e
com varidveis estimadas (p e ¢; dados por (31)—
(32). Quanto & unidade de p, deve-se dizer que
esta constante é medida em [¢Umin /mg] durante
a acao positiva de controle; ¢ é medida em [n min)]
durante a acao negativa de controle.

A seguir, serdo apresentados os resultados de
simulagao para o controlador por modos deslizan-
tes de primeira ordem.
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(a) Curva glicémica. (b) Estimativa da varidvel

de deslizamento .

Figura 2: Superficie de Deslizamento e Glicemia.

A partir da Figura 2(a), observa-se que o de-
sempenho do controlador é aceitdavel. Nenhum
caso de hipoglicemia ou de hiperglicemia é evi-
denciado ao longo do periodo avaliado.

As Figuras 3(a) e 3(b) demonstram o papel
do atuador bi-hormonal, no qual u™ é a insulina e
u~ o glucagon. As Figuras 4(a) e 4(b) atestam a
favor da brevidade do transitério das varidaveis (; e
(1. Desse modo, a variavel ideal de deslizamento o
pode ser construida a partir de &, garantindo que
o deslizamento ideal ¢ = 0 seja alcancado. Cabe
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(a) Curva da Insulina. (b) Curva do Glucagon.

Figura 3: Insulina e Glucagon.
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Figura 4: Diferenciador Exato.

dizer que as grandezas ilustradas na Figura 4(a)
sao medidas em [mg/dl], enquanto que as grande-
zas representadas na Figura 4(b) sdo medidas em
[mg dl=! min—1].

7.2 Controlador por Modos Deslizantes com
Estimativa da Varidvel de Deslizamento
Usando Diferenciador FEzxato e Boundary
Layer

H4 alguns problemas que s@o intrinsecos ao
controlador por modos deslizantes tradicional
como: agao de controle descontinua e o efeito chat-
tering. Para atenuar estes efeitos, a seguir, utiliza-
se a técnica denominada boundary layer (Slotine
and Li, 1991).

A implementagdo da boundary layer se d&
através do projeto da lei de controle. Nesse sen-
tido, ao invés de usarmos o relé, usaremos uma
acao de controle dada pela lei:

o
R

GEX (58)

onde 0 < § < 1. Desse modo, espera-se que a
atenuacao do efeito chattering seja alcancada.

A partir das Figuras 5(a) e 5(b), observa-se
que o desempenho do controlador é aceitavel e que
o efeito chattering foi eliminado da agdo de con-
trole. Nos demais aspectos, destaca-se o mesmo
que foi comentado no caso anterior.



140 150
100
=120
< 50
E —
=100 T o
= 50
5 80
-100
60 -150
0 240 480 720 960 1200 1440 0 240 480 720 960 1200 1440

Tempo [min] Tempo [min]

(a) Curva glicémica. (b) Acéo do controlador.

Figura 5: Glicemia e A¢ao de controle.
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Figura 6: Insulina e Glucagon.
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Figura 7: Diferenciador Exato.

8 Conclusao

Neste projeto, duas estratégias baseadas na
teoria de controle por modos deslizantes foram
utilizadas com o intuito de garantir a regulagao
glicémica em um paciente diabético tipo 1. Do
ponto de vista de controle, este é um problema
desafiador, tendo em vista que o processo é repre-
sentado por uma planta nao-linear, variante no
tempo, onde os parametros foram considerados
incertos. Trata-se de um caso onde se faz pre-
sente uma perturbagao descasada, representada
por d(t). Além disso, a saida do sistema possui
grau relativo p = 2 no que diz respeito a agao
controle, e por se tratar de um sistema bioldgico,
o problema de controle deve ser tratado como uma
estratégia estritamente positiva.

Estes problemas foram  contornados
utilizando-se majorantes paramétricos e limi-
tantes superiores para as perturbagoes, um
atuador bi-hormonal e a teoria de controle por
modos deslizantes. Os resultados de simulagao
demonstram que as estratégias de controle uti-
lizadas se mostraram eficientes no processo de
regulacao glicémica.
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