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Abstract— This paper considers the problem of stabilizing a bilinear system via dynamic output feedback controllers and the
estimation of the domain of stability of the closed-loop system. The dynamic controller has a bilinear term that mitigates the effect
of the nonlinear term of the system and the design is performed in two stages, described via linear matrix inequalities (LMIs) and
valid in a polytopic region that contains the origin. The domain of attraction is the largest invariant set contained in the polytope.
The results are illustrated by numerical examples.
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Resumo— Neste artigo é considerado o problema de estabilização de sistemas bilineares por meio de controladores de reali-
mentação dinâmica de saída e a estimativa da região de estabilidade do sistema em malha fechada. O controlador dinâmico possui
termo bilinear de forma a atenuar o efeito da bilinearidade do sistema e o projeto é realizado em dois estágios, expressospor
desigualdades matriciais lineares (LMIs) e válidos dentrode um politopo contendo a origem. O domínio de atração obtidoé o
maior conjunto invariante contido no politopo. Os resultados são ilustrados por meio de exemplos numéricos.

Palavras-chave— Sistemas bilineares, controlador dinâmico de saída, desigualdades matriciais lineares, região de atração.

1 Introdução

Sistemas bilineares são uma classe especial de
sistemas não lineares que representam vários proces-
sos físicos, como por exemplo, aplicações em en-
genharia nuclear, processos químicos, aplicações em
biologia e imunologia (Mohler e Kolodziej, 1980).
Além disso, muitos problemas práticos podem ser
aproximados por um modelo bilinear.

Na literatura, muitos trabalhos tratam o pro-
blema de estabilização de sistemas bilineares contí-
nuos (Tarbouriech et al., 2009) e discretos no tempo
(Stepanenko e Yang, 1996). Um problema estreita-
mente relacionado é o cálculo de uma estimativa da
região de atração de um sistema não linear, em parti-
cular para o caso de sistemas não lineares quadráticos
(Amato et al., 2007; Tarbouriech et al., 2009; Merola
et al., 2017). Na maioria dos casos, a lei de controle e
a região de estabilidade são obtidas por meio da exis-
tência de uma função de Lyapunov e o problema é
fornecer condições construtivas para computar o con-
trolador de realimentação e a matriz de Lyapunov as-
sociada. Por exemplo, em (Derese e Noldus, 1980) o
projeto de uma lei de controle por realimentação de es-
tados linear e a região de estabilidade correspondente
são reduzidos ao problema de encontrar uma solução
de uma equação algébrica de Riccati.

O problema da síntese de ganhos estabilizantes
por realimentação de saída é um dos problemas mais
desafiadores em teoria de controle (Fu e Luo, 1997).
As estratégias baseadas em desigualdades matriciais
lineares (LMIs, do inglêsLinear Matrix Inequalities),
extensivamente abordadas na literatura, são considera-
das como problemas NP-completos (Fu e Luo, 1997).
Uma solução para tornar o problema convexo foi apre-
sentada em (Mehdi et al., 2004) através de uma meto-

dologia para a síntese de ganhos estáticos de realimen-
tação de saída baseada em um procedimento de dois
estágios. Tal metodologia foi desenvolvida e adap-
tada para lidar com realimentação dinâmica de saída
de sistemas lineares (Agulhari et al., 2012; Tognetti
et al., 2012b). Contudo, o problema torna-se extrema-
mente desafiador quando considerados sistemas não
lineares, e em particular, sistemas bilineares.

Apesar dos recentes avanços dos métodos de aná-
lise e síntese para sistemas bilineares, o problema de
realimentação dinâmica de saída tem sido pouco ex-
plorado nesse contexto (Andrieu e Tarbouriech, 2013;
Sassi et al., 2017). Em Andrieu e Tarbouriech (2013)
e Sassi et al. (2017) utiliza-se controle baseado em ob-
servadores e em Kang et al. (2013) é empregado o
uso de controladores estáticos de saída por meio de
SOS (do inglês,sum-of-square). Pelo conhecimento
dos autores, não há trabalhos de realimentação dinâ-
mica de saída por meio de LMIs para sistemas bili-
neares. Dessa forma, o presente artigo contribui na
solução desse problema e apresenta uma estimativa de
área de atração da validade do sistema em malha fe-
chada. Destaca-se também a presença de um termo
bilinear no controlador dinâmico como forma de com-
pensar o efeito da bilinearidade do sistema. Exemplos
numéricos validam a eficiência do método proposto.

Notação. Para qualquer vetorx ∈ Rn, x � 0 sig-
nifica que todos os componentes dex, denotado por
x(i), são não negativos. Parax,y ∈ Rn, x � y significa
quex(i) − y(i) ≥ 0 para todoi = 1, . . . ,n. A(i) denota
a i-ésima linha da matrizA. Para duas matrizes simé-
tricas, A e B, A > B implica A−B é definido posi-
tivo. A′ denota a transposta deA, Tr(A) denota traço
deA e co

{
v j , j = 1, . . . ,N

}
denota envelope convexo

formado pelos elementosvi . A matriz identidade de
ordemn é denotada porIn e a matriz nulam×n é de-



notada por 0m,n (ou simplesmenteI e 0 na ausência de
confusão). O símbolo⋆ denota os blocos simétricos
em matrizes particionadas.

2 Formulação do Problema

Considere o seguinte sistema bilinear continuo no
tempo

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)+
m

∑
q=1

Nqx(t)uq(t)

y(t) =Cx(t)

(1)

em quex(t) ∈ IRn é o vetor de estados do sistema,
u(t) ∈ IRm é sinal de controle,y(t) ∈ IRr é o vetor
de sinais medidos,A ∈ IRn×n, B ∈ IRn×m, C ∈ IRr×n

e Nq ∈ IRn×n, q= 1, . . . ,m. O objetivo é estabilizar o
sistema (1) por meio do controlador dinâmico de rea-
limentação de saída

ẋc(t) = Acxc(t)+Bcy(t)+
[
K1xc(t) . . . Krxc(t)

]
y(t)

u(t) =Ccxc(t)+Dcy(t)
(2)

em quexc(t)∈ IRnc são os estados do controlador,Ac ∈
IRnc×nc, Bc ∈ IRnc×r , Cc ∈ IRm×nc, Dc ∈ IRm×r e Kq ∈
IRnc×nc, q = 1, . . . ,m. Adotou-se um controlador de
ordem completa, ou seja,nc = n, e ganhosKq de forma
a compensar a não linearidade introduzida no sistema
pelo termoNq em (1).

Serão adotados as seguintes abreviações por faci-
lidade de notação

N(x),
[
N1x(t) · · · Nmx(t)

]

K(xc),
[
K1xc(t) . . . Krxc(t)

]

O objetivo deste trabalho é tratar o seguinte pro-
blema.

Problema 1 Encontrar um controlador dinâmico de
saída (2) e uma região de estabilidadeS0 tal que o
sistema em malha fechada

ẋa(t) = Am fxa(t) (3)

com

Am f ,

[
A+(B+N(x))DcC (B+N(x))Cc

(Bc+K(xc))C Ac

]

(4)

xa(t),

[
x(t)
xc(t)

]

,

tenha comportamento local assintoticamente estável
para qualquer condição inicialx(0) pertencente aS0.

Algumas definições de politopos serão apresen-
tadas seguindo as linhas presentes em (Tarbouriech
et al., 2009) antes de se propor uma solução para o
Problema 1.

3 Principais Resultados

Dado um politopoχ(x)⊂ IRn definido por

χ(x), {x(t) ∈ IRn : Qx(t)� q} (5)

ou, equivalentemente,

χ(x) = co
{

v j , j = 1, . . . ,s
}

(6)

em queQ ∈ IRg×n, n ≤ g, rank(Q) = n; q ∈ IRg e
q(i) > 0,∀ i = 1, . . . ,g, e os vetoresv j ∈ IRn são os vér-
tices que permitem descrever o envelope convexo que
contém os pontos deχ(x). Note que a positividade do
vetorq significa que a origem pertence ao interior de
χ(x).

Uma estimativa para a região de estabilidadeS0

pode ser dada porΩ(xa), definido como

Ω(xa), {xa ∈R
n : xa(t)

′Pxa(t)≤ γ−1,

P= P′ > 0} ⊆ χ(xa) (7)

sendoΩ(xa) interpretado como uma curva de nível da
função de LyapunovV(xa) = xa(t)′Pxa(t) contida no
politopoχ(x).

Para garantir a invariância da estimativa da região
de estabilidadeV(xa) ≤ γ−1 é necessáriȯV(xa) < 0
(estabilidade assintótica de (3)) e portanto foi neces-
sário aumentar a dimensão do politipoχ incluindo os
estados do controlador de forma queΩ(xa) ⊆ χ(xa).
Para a escolhaΩ(x) ⊆ χ(x) como uma estimativa da
região de estabilidade, como em Tarbouriech et al.
(2009), seria necessário quėV(xa) < 0 implicasse
V̇(x) < 0, de forma a garantir a invariância deΩ(x),
o que acontece quandoxc(t) = 0.

Condições de projeto de controladores dinâmicos
de realimentação de saída baseadas em mudanças de
variáveis para linearização do problema seguindo as
linhas de Scherer et al. (1997) levam a presença do
termo N(x) na recuperação dos ganhos do controla-
dor e portanto à dependência da leitura dos estados,
o que assume-se não ser disponível. Dessa forma,
adota-se como procedimento de projeto a síntese do
controlador por meio de uma estratégias de dois es-
tágios (Agulhari et al., 2012; Tognetti et al., 2012b).
No primeiro estágio encontra-se um ganho de reali-
mentação de estados para o sistema aumentado, que é
utilizado como parâmetro de entrada na condição que
recupera as matrizes do controlador dinâmico. Essa
técnica tem a vantagem de proporcionar um controla-
dor que não depende das leituras dos estados devido a
presença deN(x), contudo o ganho de entrada para a
condição do segundo estágio não é único, podendo le-
var a resultados conservadores a depender do critério
de projeto do controlador de realimentação de estados.

Observa-se que o termoK(xc)C em (4) é de di-
fícil tratamento para a implementação numérica nas
condições de projeto uma vez que demandaria a repre-
sentação de uma região politópica a qualxc(t) perten-
ceria. Propõe-se a seguinte manipulação como forma
de contornar esse problema.



Considere a matrizC em (1) particionada da se-
guinte forma

C=
[

(C(1))
′ · · · C′

(r)

]′
, C( j) ∈ IR1×n, j = 1, . . . ,r.

Tem-se,

K(xc)y(t) = K(xc)Cx(t) =
r

∑
j=1

K jxc(t)C( j)x(t)

=
r

∑
j=1

C( j)x(t)K j xc(t)

=C(x)K̂xc(t),

(8)

com

C(x),
[
C(1)x(t)In . . . C(r)x(t)In

]
, K̂ ,






K1
...

Kr




 .

(9)
Para o projeto via estratégia dois estágios é neces-

sário escrever o problema de realimentação dinâmica
como um problema de realimentação estática de saída.
Dessa forma, a matrizAm f em (4) e o sistema em ma-
lha fechada (3) considerando (8) são reescritos como

Am f =

[
A 0
0 C(x)K̂

]

︸ ︷︷ ︸

Â

+

[
0 B+N(x)
I 0

]

︸ ︷︷ ︸

B̂

[
Ac Bc

Cc Dc

]

︸ ︷︷ ︸

Kdo f

[
0 I
C 0

]

︸ ︷︷ ︸

Ĉ

e
ẋa(t) = Âxa(t)+ B̂û(t)

ŷ(t) = Ĉxa(t)
, (10)

com

û(t),

[
ϕ(t)
u(t)

]

, ŷ(t),

[
xc(t)
y(t)

]

,

ϕ(t) , ẋc(t)−C(x)K̂xc(t). Pode-se definir os seguin-
tes ganhos de realimentaçãoKs f e Kdo f em û(t) =
Ks fxa(t) e û(t) = Kdo f ŷ(t). A matriz do sistema em
malha fechada com a lei de realimentação de estados
é definida por

Âm f = Â+ B̂Ks f . (11)

Observe que a estabilidade de (10) deve ser ve-
rificada para todox ∈ χ(x). A partir da definição de
χ em (6), para possibilitar a implementação numérica
das condições de projeto, tem-se

N(x) =
2n

∑
j=1

β j(x)
[
N1v j · · · Nmv j

]

=
2n

∑
j=1

β j(x)N j = N(β ) (12)

e, analogamente,

C(x) =
2n

∑
j=1

β j(x)C j = C(β )

comβ (x) ∈ IR2n
pertencendo ao simplex unitário

U =
{

β ∈ IRs :
2n

∑
j=1

β j = 1, β j ≥ 0, j = 1, . . . ,s
}

(13)

para todot ≥ 0.
O projeto dos ganhosKs f e K̂, que servirão como

dados de entrada para a síntese deKdo f, é dado pelo
seguinte teorema.

Teorema 1 Se existem matrizes W=W′ > 0, G1, G2,
G3, R e Z, e um escalarξ > 0 tais que as seguintes
condições são satisfeitas
[

Φi +Φ′
i ⋆

W−G+ ξ Φ′
i −ξ (G+G′)

]

< 0, i = 1, . . . ,2n

(14)
com

Φi =

[
AG1 AG2

0 CiR

]

+

[
0 B+Ni

I 0

]

Z, G=

[
G1 G2

0 G3

]

,

então(10) é assintoticamente estável para todo x∈
χ(x) comû(t) = Ks fxa(t), Ks f = ZG−1, eK̂ = RG−1

3 .

Prova: Seja a função de LyapunovV(xa) =
xa(t)′W−1xa(t) e observe que

Φ =
2n

∑
i=1

βi(x)Φi = Âm fG

com Âm f definido em (11),R = K̂G3 e Z = Ks fG.
Tem-se que (14) implica em

[

Âm fG+G′Â′
m f ⋆

W−G+ ξ G′Â′
m f −ξ (G+G′)

]

< 0. (15)

Multiplicando (15) porΛ a direita e porΛ′ a esquerda,
com

Λ =

[
I

Â′
m f

]

,

obtém-se

Âm fW+WÂ′
m f < 0⇒W−1Âm f + Â′

m fW
−1 < 0,

que garante a estabilidade assintótica do sistema em
malha fechada. 2

Devido a presença de zeros nas matrizes da dinâ-
mica (10), o ganhoKs f obtido no Teorema 1 pode ser
esparso levando a um ganhoKdo f com os blocos das
matrizesBc e Cc assumindo valores nulos. Para con-
tornar esse problema, adotou-se o procedimento apre-
sentado em Tognetti et al. (2012b), que consiste em
acrescentar um termoT, de dimensão apropriada e re-
presentando grau de liberdade adicional, da seguinte
forma:

Â+ B̂Ks f = Â+ B̂T−1TKs f = Â+ B̂T−1K̂s f (16)



K̂s f = TKs f , T =

[
I 0

−X I

]

,

comX ∈Rm×n.

Corolário 2 Se existem matrizes W=W′ > 0, G1, G2,
G3, R, Q, Z2, Z3 e Z4, e escalaresξ ≥ 0 e β ≥ 0 tais
que as LMIs(14) são satisfeitas com

Φi =

[
AG1 AG2

0 CiR

]

+

[
(B+Ni)(QY+Z2) (B+Ni)(Q+Z4)

Z3Y Z3

]

e

G=

[
G1 G2

0 G3

]

, Y = β I

então(10) é assintoticamente estável para todo x∈
χ(x) comû(t) = Ks fxa(t),

Ks f =

[
Z3Y Z3

QY+Z2 Q+Z4

]

G−1,

e K̂ = RG−1
3 .

Prova: A prova segue os passos do Teorema 1 e as
linhas apresentadas em (Tognetti et al., 2012a).2

Tendo como dados de entrada os ganhosKs f e K̂
obtidos do Teorema 1 ou Corolário 2, o seguinte te-
orema fornece condições suficientes para a obtenção
das matrizes do controlador dinâmicos emKdo f .

Teorema 3 Sejam as matrizes Ks f e K̂ dadas. Seja
uma matriz P= P′ > 0, e matrizes F, V , R, L e T, e
um escalarγ > 0 e dado os parâmetros de pondera-
ção ω1 ≥ 0 e ω2 ≥ 0 tais que é satisfeito o seguinte
problema de minimização:

min{ω1Tr(T)+ω2γ}

sujeito à




FΨi +Ψ′
iF

′ ⋆ ⋆
P−F ′+VΨi −V −V ′ ⋆

Θ′
iF

′+LĈ−RKs f Θ′
iV

′ −R−R′



< 0,

(17)

i = 1, . . . ,2n

[
γq(i) Q(i)

Q′
(i) P

]

≥ 0, i = 1, . . . ,g (18)

[
T P
P P

]

> 0 (19)

em que

Ψi =

[
A 0
0 CiK̂

]

+ΘiKs f , Θi =

[
0 B+Ni

I 0

]

,

e, Q e q dados descrevendoχ(xa). Então o controla-
dor dinâmico de realimentação de saída(2) com

[

Ac Bc
Cc Dc

]

= Kdo f = R−1L

faz da origem um ponto de equilíbrio assintoticamente
localmente estável para o sistema em malha fechada
(3) no conjunto invariante do domínio de atração
Ω(xa)⊆ χ(xa).

Prova: Seja a função de LyapunovV(xa) =
xa(t)′Pxa(t). Observe que

Âm f =
2n

∑
i=1

βi(x)Ψi e B̂=
2n

∑
i=1

βi(x)Θi ,

comÂm f dado em (11), assim (17) implica em





FÂm f + Â′
m fF

′ ⋆ ⋆

P−F ′+VÂm f −V −V′ ⋆

B̂′F ′+R(Kdo fĈ−Ks f) B̂′V ′ −R−R′




< 0,

(20)
comL = RKdo f. A multiplicação de (20) porΓ a di-
reita e porΓ′ a esquerda, sendo

Γ =





I
Am f

Kdo fĈ−Ks f



 ,

resulta emA′
m fP+ P′Am f < 0, com Am f dado por

(4), implicando emV̇(xa) < 0. Observe que o bloco
formado pelas primeiras e segundas linhas e colunas
de (20) implica na estabilidade do sistema em malha
fechada com a lei de realimentação ˆu(t) = Ks fxa(t).
Para um politopoχ(xa), a condição (18) assegura que
Ω(xa) definido em (7) está incluso no politopoχ(xa),
ou seja,Ω(xa) ⊆ χ(xa) (Boyd et al., 1994), e a fun-
çãoV(xa) é localmente decrescente emΩ(xa). Assim,
Ω(xa) é um conjunto invariante em relação as trajetó-
rias de (1) e, portanto, um domínio de estabilidade do
sistema não linear. A condição (19) assegura a mi-
nimização do traço deP pois, via complemento de
Schur, tem-seT ≥ P, e portanto a maximização do vo-
lume deΩ(xa) (Boyd et al., 1994). 2

Destaca-se que para construirχ(xa) para dado
χ(x), os limites dos estados do controlador podem ser
definidos arbitrariamente grandes (q(i) ≫ 0, i > n) sem
implicar em conservadorismo na fatibilidade das con-
dições de projeto.

4 Exemplos Numéricos

Todas as rotinas foram implementadas em Ma-
tlab, versão 7.10 (R2010a) usando Yalmip (Löfberg,
2004) e SeDuMi (Sturm, 1999), em um computador
Intel Core i7 CPU (3.40GHz), 8GB RAM, e os resul-
tados apresentados foram truncados com 4 casas deci-
mais.

Exemplo 1 Considere o sistema (1) descrito pelos
seguintes parâmetros

A=

[
1/6 1
0 1/6

]

;B=

[
−4 2
−2 −2

]

N1 =

[
5 1
1 0.5

]

;N2 =

[
8 10
10 8

]

C=
[
1 0

]



e o politopoχ(xa) definido por|xi(t)| < 1, i = 1,2,
e |xci (t)| < 5, i = 1,2. Para o projeto do controlador
dinâmico (2), implementou-se o Corolário 2, comξ =
1 eβ = 0.1, e o Teorema 3, comω1 =ω2 = 1. Obteve-
seγ = 2.20,

[

Ac Bc
Cc Dc

]

=






−1.0793 −0.0003 0.0005
−0.0352 −1.0563 −0.2872
0.0332 −0.0221 0.8948
−0.0112 0.0056 −0.3236






e

K̂ =

[
0.2877 0.0024
−0.0036 0.2153

]

.

As projeções da região de atração dado por
Ω(xa) são mostradas na Figura 1, e na Figura 2
no plano xc(t) = 0 e com volume proporcional a√

det(P−1/γ) = 0.6233.
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Figura 1: Projeções da estimativa da região de atração
dada porΩ(x) para o Exemplo 1.
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Figura 2: Estimativa da região de atração dada por
Ω(x) para o Exemplo 1 na projeçãoxc = 0 e condi-
ção inicialx(0) = [−0.6 0.2]′.

A evolução temporal do sistema iniciado em
xa(0) = [−0.6 0.2 0 0]′ e o sinal de entradau(t) ge-

rado pelo controlador dinâmico são expressas na Fi-
gura 3 e 4, respectivamente. Na Figura 4, fica evidente
que o esforço de controle é importante no início da si-
mulação, e depois decaindo a zero.
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Figura 3: Evolução dos estados para a condição inicial
xa(0) = [−0.6 0.2 0 0]′ para o Exemplo 1.
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Figura 4: Entradas de controleu(t) para a condição
inicial xa(0) = [−0.6 0.2 0 0]′ para o Exemplo 1.

Exemplo 2 Considere o sistema adaptado de Tar-
bouriech et al. (2009) na forma (1) e descrito pelos
seguintes parâmetros

A=





−0.5 1.5 4
4.3 6.0 5.0
3.2 6.8 7.2



 ; B=





−0.7 −1.3
0 −4.3

0.8 −1.5





C=
[
1 1 0

]

N1 =





−1 0 0
0 0 0
0 0 0



 ; N2 =





0 1 0
0 0 0
0 0 0





e o politopoχ(x) definido por|xi(t)|< 10, i = 1,2,3.
Por meio da implementação do Corolário 2, com

ξ = 1 e β = 0.1, e do Teorema 3, comω1 = ω2 = 1



obteve-seγ = 0.8785 e as seguintes matrizes para o
controlador dinâmico (2) e a matriz de LyapunovP

[

Ac Bc
Cc Dc

]

=








9.8962 15.6880 −1.6261 −0.9902
41.5641 58.5624 −7.4950 −3.5282
48.9749 70.2553 −9.2106 −4.0323
295.2243 423.3539 −51.9379 −25.8147
−293.9536 −421.5313 51.7110 25.7059







,

K̂ =





0.0099 −0.0000 −0.0001
−0.0000 0.0099 −0.0002
0.0001 0.0001 0.0098



 ,

P=





0.3648 0.2653 −0.1587
0.2653 0.3188 −0.1544

−0.1587 −0.1544 0.1949



 .

As projeções da região de atração dado porΩ(xa)
são mostradas nas Figuras 5 e 6, com volume do elip-
soide proporcional a

√

det(P−1/γ) = 16.7963, junto
com a trajetória dos estados partindo da condição ini-
cial xa(0) = [−2.33 3.04 0.84 0 0 0]′.
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Figura 5: Projeções da estimativa da região de atração
dada porΩ(x) para o Exemplo 2.
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Figura 6: Estimativa da região de atração dada por
Ω(x) e a trajetória dos estados partindo da condição
inicial xa(0) = [−2.33 3.04 0.84 0 0 0]′, localizada
na borda da elipse, para o Exemplo 2.

5 Conclusões

Esse artigo propôs condições convexas suficien-
tes para o projeto de um controlador dinâmico de re-
alimentação de saída de ordem completa associado a
região de estabilidade para um sistema bilinear. Como
trabalhos futuros pretende-se tratar o caso com incer-
tezas, controladores de ordem reduzida e o uso de fun-
ções de Lyapunov não quadráticas.
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