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Abstract— This paper considers the problem of stabilizing a bilingatesm via dynamic output feedback controllers and the
estimation of the domain of stability of the closed-looptsys. The dynamic controller has a bilinear term that miggdhe effect

of the nonlinear term of the system and the design is perfdiméno stages, described via linear matrix inequalitieslig) and
valid in a polytopic region that contains the origin. The @omof attraction is the largest invariant set containechapolytope.
The results are illustrated by numerical examples.
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Resumo— Neste artigo é considerado o problema de estabilizacéostiarsis bilineares por meio de controladores de reali-
mentagao dindmica de saida e a estimativa da regido delidsiddido sistema em malha fechada. O controlador dinanaissyp
termo bilinear de forma a atenuar o efeito da bilinearidadesidtema e o projeto é realizado em dois estagios, expressos
desigualdades matriciais lineares (LMIs) e validos ded&aim politopo contendo a origem. O dominio de atrag&o oldétido
maior conjunto invariante contido no politopo. Os resutadao ilustrados por meio de exemplos numéricos.

Palavras-chave— Sistemas bilineares, controlador dinamico de saida, dalsigdes matriciais lineares, regiéo de atragao.

1 Introducédo dologia para a sintese de ganhos estaticos de realimen-
tacdo de saida baseada em um procedimento de dois
Sistemas bilineares sdo uma classe especial destagios. Tal metodologia foi desenvolvida e adap-
sistemas néo lineares que representam varios procegada para lidar com realimentacéo dinamica de saida
sos fisicos, como por exemplo, aplicacdes em en-de sistemas lineares (Agulhari et al., 2012; Tognetti
genharia nuclear, processos quimicos, aplicacdes engt al., 2012b). Contudo, o problema torna-se extrema-
biologia e imunologia (Mohler e Kolodziej, 1980). mente desafiador quando considerados sistemas néao
Além disso, muitos problemas praticos podem ser lineares, e em particular, sistemas bilineares.
aproximados por um modelo bilinear. Apesar dos recentes avan¢os dos métodos de ana-
Na literatura, muitos trabalhos tratam o pro- lise e sintese para sistemas bilineares, o problema de
blema de estabilizacdo de sistemas bilineares contitealimentacéo dindmica de saida tem sido pouco ex-
nuos (Tarbouriech et al., 2009) e discretos no tempoplorado nesse contexto (Andrieu e Tarbouriech, 2013;
(Stepanenko e Yang, 1996). Um problema estreita-Sassi et al., 2017). Em Andrieu e Tarbouriech (2013)
mente relacionado é o calculo de uma estimativa dae Sassi et al. (2017) utiliza-se controle baseado em ob-
regido de atracéo de um sistema néo linear, em partiservadores e em Kang et al. (2013) é empregado o
cular para o caso de sistemas néo lineares quadraticogso de controladores estaticos de saida por meio de
(Amato et al., 2007; Tarbouriech et al., 2009; Merola SOS (do ingléssum-of-square Pelo conhecimento
et al., 2017). Na maioria dos casos, a lei de controle edos autores, ndo ha trabalhos de realimentac&o dina-
a regido de estabilidade sdo obtidas por meio da exismica de saida por meio de LMIs para sistemas bili-
téncia de uma funcéo de Lyapunov e o problema éneares. Dessa forma, o presente artigo contribui na
fornecer condicBes construtivas para computar o con-solugdo desse problema e apresenta uma estimativa de
trolador de realimentagéo e a matriz de Lyapunov as-area de atra¢éo da validade do sistema em malha fe-
sociada. Por exemplo, em (Derese e Noldus, 1980) ochada. Destaca-se também a presenca de um termo
projeto de uma lei de controle por realimentagédo de es-bilinear no controlador dindmico como forma de com-
tados linear e a regido de estabilidade correspondentgensar o efeito da bilinearidade do sistema. Exemplos
sdo reduzidos ao problema de encontrar uma solugdmumeéricos validam a eficiéncia do método proposto.
de uma equagdo algébrica de Riccati. Notacao. Para qualquer vetore R", x = 0 sig-
O problema da sintese de ganhos estabilizantesnifica que todos os componentesxjedenotado por
por realimentacdo de saida € um dos problemas mais(;), séo ndo negativos. Paxy € R", x = y significa
desafiadores em teoria de controle (Fu e Luo, 1997).quex — Y > 0 para todd = 1,...,n. A, denota
lineares (LMIs, do inglé&inear Matrix Inequalitiey, tricas, A e B, A> B implica A— B é definido posi-
extensivamente abordadas na literatura, sdo consideraivo. A’ denota a transposta de Tr(A) denota traco
das como problemas NP-completos (Fu e Luo, 1997).deAe co{vj =1, N} denota envelope convexo
Uma solucéo paratornar o problema convexo foi apre-formado pelos elementos. A matriz identidade de
sentada em (Mehdi et al., 2004) através de uma meto-ordemn € denotada pdr, € a matriz nulanx n é de-



notada por Rn (ou simplesmentee 0 na auséncia de 3 Principais Resultados
confusao). O simbole denota os blocos simétricos _ o
em matrizes particionadas. Dado um politopgy (x) € R" definido por

X() = {x(t) € R": Qx(t) = q} (6)

ou, equivalentemente,

Considere o seguinte sistema bilinear continuo no .
tempo x(x)=co{vj,j=1,....s} (6)

2 Formulacéo do Problema

em queQ € R" n<g, rank(Q) =n, ge RY% e
qi >0,Vi=1,...,9, e os vetores; € R" sdo0 os vér-
(1) tices que permitem descrever o envelope convexo que
y(t) = Cx(t) contém os pontos de(x). Note que a positividade do
vetor g significa que a origem pertence ao interior de
em quex(t) € R" é o vetor de estados do sistema, x(x).
u(t) € R™ é sinal de controley(t) € R" é o vetor Uma estimativa para a regido de estabilidade
de sinais medidosh € R™", Be R™™, C e R™" pode ser dada p@(x,), definido como
eNge R™" gq=1,...,m. O objetivo é estabilizar o
sistema (1) por meio do controlador dindmico de rea- Q(Xa) 2 {Xa € R" : Xa(t)Pxa(t) < y*17

X(t) = Ax(t) + Bu(t) + E NgX(t)ug(t)
g=1

limentacéo de saida P—P >0l Cx0) (7)
Xo(t) = Acxe(t) +Bey(t) + [Kl)(c(t) e erC(t)] y(t) sendoQ(xg) interpretado como uma curva de nivel da
u(t) = CeXe(t) + Dey(t) fungéo de LyapunoV (Xa) = Xa(t)'Pxa(t) contida no
(2)  politopox(x).
em quex(t) € R™ s&o os estados do controladty Para garantir a invariancia da estimativa da regido

R, B, € R™®*", C. € R™", D, € R™" eKq € de estabilidad®/ (x,) < y~! é necessaritv (x,) < 0
R™*", gq=1,...,m Adotou-se um controlador de (estabilidade assint6tica de (3)) e portanto foi neces-
ordem completa, ou sejgs; = n, € ganhoKq de forma  sario aumentar a dimensao do politipdncluindo os
a compensar a ndo linearidade introduzida no sistemasstados do controlador de forma 0Qéxa) C X (Xa)-

pelo termaNg em (1). Para a escolh®(x) C x(x) como uma estimativa da
Seréo adotados as seguintes abreviagGes por faciregido de estabilidade, como em Tarbouriech et al.
lidade de notacéo (2009), seria necessario qu'é(xa) < 0 implicasse
V(x) < 0, de forma a garantir a invariancia Q€x),
N(X) £ [Nix(t) -~ Nmx(t)] 0 que acontece quaneg(t) = 0.
K(%) 2 [Kixe(t) ... Kixe(t)] CondicGes de projeto de controladores dindmicos

de realimentacao de saida baseadas em mudancas de
O objetivo deste trabalho é tratar o seguinte pro- Variaveis para linearizacdo do problema seguindo as
blema. linhas de Scherer et al. (1997) levam a presenca do
termoN(x) na recuperagdo dos ganhos do controla-
dor e portanto a dependéncia da leitura dos estados,
0 que assume-se ndo ser disponivel. Dessa forma,
adota-se como procedimento de projeto a sintese do
controlador por meio de uma estratégias de dois es-
. tagios (Agulhari et al., 2012; Tognetti et al., 2012b).
Xa(t) = AmXa(t) 3) No primeiro estagio encontra-se um ganho de reali-
mentacao de estados para o sistema aumentado, que é
utilizado como parametro de entrada na condi¢éo que
» [A+(B+N(X)DLC (B+N(X)Ce recupera as matrizes do controlador dinamico. Essa
Amf = { (Be+ K (x:))C A ] 4) técnica tem a vantagem de proporcionar um controla-
dor que ndo depende das leituras dos estados devido a

Problema 1 Encontrar um controlador dinamico de
saida (2) e uma regido de estabilidade tal que o
sistema em malha fechada

com

presenca d&l(x), contudo o ganho de entrada para a
N X(t) .~ o a o .
Xa(t) = |:Xc(t):| , condicao do segundo estagio n&o é unico, podendo le-
var a resultados conservadores a depender do critério
tenha comportamento local assintoticamente estavepe projeto do controlador de realimentacéo de estados.
para qualquer condig&o inicial0) pertencente &5. Observa-se que o ternto(x.)C em (4) é de di-
ficil tratamento para a implementacao numérica nas
Algumas definicbes de politopos serdo apresen-condi¢des de projeto uma vez que demandaria a repre-
tadas seguindo as linhas presentes em (TarbouriecBentacéo de uma regido politépica a quél) perten-
et al., 2009) antes de se propor uma solugéo para aeria. Propde-se a seguinte manipulacdo como forma
Problema 1. de contornar esse problema.



Considere a matri€ em (1) particionada da se- e, analogamente,
guinte forma

2|’1
C(x) = ZlBi (X)Cj =C(B)
=

!
C= (C(l))/ Czr):| ) C(j) S Rl><n7 ] =1....
Tem-se, comf(x) € R?" pertencendo ao simplex unitario
Zn
! _ s. 1B P
K(xc)y(t) = K(xc)CX(t) = ZKjxc(t)c(j)x(t) %= {B cR": J;BJ =1pB=0]= 1,...,5} (13)
£ =
r
_ _ _ (8) paratodd > 0. A
h ZlC(J)x(t)Kch(t) O projeto dos ganhdéss e K, que servirdo como
= dados de entrada para a sintesé&Kgg, € dado pelo
= C(X)Kxc(t), seguinte teorema.
com . .
Teorema 1 Se existem matrizes WW'’ > 0, Gy, Gy,
K1 Gz, R e Z, e um escalaf > 0 tais que as seguintes
CX) 2 [CyX®ln .. Crx®ln], R2|:]. condic¢des sao satisfeitas
K P+ P * . n
) {W—G—FE@{ _gG+ra) <% 1=L2
Para o projeto via estratégia dois estagios € neces- (14)

sario escrever o problema de realimentagédo dinamicacom
como um problema d_e reallmentagao_estatlca de saida. . [AGL AG 0 BN, G G
Dessa forma, a matri&, em (4) e o sistemaem ma- @; = 0 CR | 0 Z, G= 0 Gal’
. ~ . i 3
Iha fechada (3) considerando (8) séo reescritos como
entdo(10) é assintoticamente estavel para tode x

A A O X (x) com{(t) = Ksxa(t), Kst = ZG 2, eK = RGy ™.
1o cxK e N
R , Prova: Seja a funcdo de Lyapunow (xz) =
A Xa(t)'W~1x,(t) e observe que
n [O B+ N(x)] {Ac Bc} [O I] on
: 0 J[C Dc|C O ®= Zlﬁi (XD = AnG
—_— i=
B Kdot ¢ =
o com Ay definido em (11),R = KG3 e Z = Kq;G.
%al(t) = Axa(t) n I§O(t) Tem-se que (14) implica em
o , (10) A A
y(t) =Cxa(t) AniG+G'A * <0 (5)
com W-G+E{GA,; —¢(G+G) '
act) 2 o(t) gt) 2 Xe(t) Multiplicando (15) por\ a direita e por\’ a esquerda,
u(t) ]’ y(t) |’ com
|
d(t) £ %:(t) — C(x)Kxc(t). Pode-se definir os seguin- N= |:A;-nf:| ’
tes ganhos de realimentacBg; e Kyor em U(t) = obtém-se

KsiXa(t) e U(t) = Kqor¥(t). A matriz do sistema em

malha fechada com a lei de realimentac&o de estados AnfW +WA! ; < 0= W 1A, + A W1 <0,
€ definida por - o .
gue garante a estabilidade assintdtica do sistema em
Ami = A+ BKq;. (11) malha fechada. O
Devido a presenca de zeros nas matrizes da dina-
Observe que a estabilidade de (10) deve ser ve-yjca (10), 0 ganh&s: obtido no Teorema 1 pode ser

rificada para toda € x(x). A partir da definicdo de  egparso levando a um gankg,s com os blocos das
X em (6), para possibilitar a implementacdo numerica matrizesB, e C, assumindo valores nulos. Para con-

das condicbes de projeto, tem-se tornar esse problema, adotou-se o procedimento apre-
on sentado em Tognetti et al. (2012b), que consiste em
N(x) = Z B;(x) [vaj . vaﬂ acrescentar um term, de dimensao apropriada e re-
= presentando grau de liberdade adicional, da seguinte
on forma:
= i(X)N; = 12
,;B'( N =H(E) (12) A+ BKst = A+ BT 1TKgs = A+ BT Ksr  (16)



Rer=TKsp, T= { | 0] faz da origem um ponto de equilibrio assintoticamente
’ X 1)’ localmente estavel para o sistema em malha fechada
comX € RMxN. (3) no conjunto invariante do dominio de atragdo
Q(xa) € X (%a)-

Prova: Seja a funcdo de Lyapunow (xz) =
Xa(t)'Pxa(t). Observe que

Corolario 2 Se existem matrizes WW'’ > 0, Gy, Gy,
Gs, R, Q, %4, Zz e Z, e escalareg > 0e 3 > 0tais
que as LMIg14) sao satisfeitas com

on on
Am =93 BV e B= Bi(X)6;,
0= [rS 2] TRA e B QR
{(BjLNi)(QYJFZZ) (B+Ni)(Q+Z4) comAn dado em (11), assim (17) implica em
ZsY 4 FAquLAfan' * *
e P—F'+VAn V-V % |<0
(61 G| BF +RKgotC—Ksf) BV —R-F
G[o Gg]’YBI (20)

comL = RKyos. A multiplicagdo de (20) poF a di-
entdo(10) € assintoticamente estavel para tode@x rejta e pof™’ a esquerda, sendo

X(X) comi(t) = KsXa(t), |

o z g1 r=| Aot |,
STTlQY+2, Q+z4]7 KaofC — Kst
eK = qu_ resulta emA ;P + P’Ans < 0, com Ay dado por

(4), implicando enV(xa) < 0. Observe que o bloco
Prova: A prova segue os passos do Teorema 1 e asformado pelas primeiras e segundas linhas e colunas
linhas apresentadas em (Tognetti et al., 2012a) 00 de (20) implica na estabilidade do sistema em malha

Tendo como dados de entrada os garthgee K~ fechada com a lei de realimentacd®) = KsXa(t).

obtidos do Teorema 1 ou Corolario 2, o seguinte te- Para um politopg (xa), a condi¢éo (18) assegura que
orema fornece condicdes suficientes para a obtengaé2(Xa) definido em (7) esta incluso no politopdxa),
das matrizes do controlador dinAmicos Kgar. ou seja,Q(Xa) € X(xa) (Boyd et al., 1994), e a fun-

caoV (xg) é localmente decrescente €X(xg). Assim,
Teorema 3 Sejam as matrizes¢dk e K dadas. Seja  Q(Xa) € um conjunto invariante em relacéo as trajeto-
uma matriz P=P' >0, e matrizes F,V, R, Le T, e riasde (1) e, portanto, um dominio de estabilidade do
um escalary > 0 e dado os parametros de pondera- Sistema néo linear. A condi¢éo (19) assegura a mi-
cdow, > 0 e wp > 0 tais que € satisfeito o seguinte nimizagdo do traco d@ pois, via complemento de

problema de minimizagéo: Schur, tem-s& > P, e portanto a maximizag&o do vo-
lume deQ(x;) (Boyd et al., 1994). |
i Tr(T .
min{ o Tr(T) + ey} Destaca-se que para constriifx;) para dado
sujeito & X (X), os limites dos estados do controlador podem ser
definidos arbitrariamente grandeg (> 0,1 > n) sem
FW +WF' * * implicar em conservadorismo na fatibilidade das con-
P-F'+VW¥ V-V * <0, digbes de projeto.
OF +LC-RKy OV —-R-FR
(17) 4 Exemplos Numéricos
i=1,...2"
vai Qq Todas as rotinas foram implementadas em Ma-
{ ,(_') F(;)] >0, i=1,....0 (18) tlab, versdo 7.10 (R2010a) usando Yalmip (Lofberg,
U 2004) e SeDuMi (Sturm, 1999), em um computador
T P 0 19 Intel Core i7 CPU (3.40GHz), 8GB RAM, e os resul-
P pl~ (19) tados apresentados foram truncados com 4 casas deci-
em que mais.
[A O . [0 B+N; Exemplo 1 Considere o sistema (1) descrito pelos
¥i=1g CiK +0Kst, Gi=1, 0o |’ seguintes parametros
e, Q e g dados descreveng(x,). Entéo o controla- A— { 1/6 1 ] ‘B= -4 2 }
dor dindmico de realimentacéo de sai® com 05 11/6 _82 1_02
. N[ D g |- }
|:_A_C_;_§(_;_:| _ ch‘f _ RflL 1 05 10 8



e o politopox(xa) definido por|x(t)| < 1,i= 1,2,
e|x(t)] < 5,i=1,2. Para o projeto do controlador
dinamico (2), implementou-se o Corolario 2, cém:
lepB =0.1,eo0Teorema3, cowy = w, = 1. Obteve-
sey=2.20,

~1.0793 —0.0003 00005
—0.0352 —1.0563 —0.2872

0.0332 —0.0221 08948
—0.0112 Q0056 :—0.3236

¢ _ [02877 0002
~|-00036 02153"

As projecBes da regido de atracdo dado p
Q(xa) séo mostradas na Figura 1, e na Figura
no planoxc(t) = 0 e com volume proporcional a

/detP-1/y) = 0.6233.

1 5
= =
1 5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X (t) X1 (t)
5 5
X B4
-5 -5
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
xi(t) Xa(t)
5 5
Sof > 50 D
50 50
-5 -5
-1 -0.5 0 0.5 1 -4 -2 0 2 4
XZ(t) XCl(t)

Figura 1: ProjecBes da estimativa da regido de atra«
dada poiQ(x) para o Exemplo 1.
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Figura 2: Estimativa da regido de atracao dada por

Q(x) para o Exemplo 1 na projecag = 0 e condi-
¢ao inicialx(0) = [-0.6 0.2]'.

A evolucdo temporal do sistema iniciado em

%a(0) = [-0.6 0.2 0 (' e o sinal de entrada(t) ge-

rado pelo controlador dindmico sdo expressas na Fi-
gura 3 e 4, respectivamente. Na Figura 4, fica evidente
que o esforco de controle é importante no inicio da si-

mulacéo, e depois decaindo a zero.

0.4

0.3

-0.1

-0.2

-0.3

-04

-051

-0.6

0 5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 3: Evolucao dos estados para a condi¢édo inicial
Xa(0) = [~0.6 0.2 0 (' para o Exemplo 1.

0.2

—U2| |

0 5 10 15 20 25 30
tempo (s)

Figura 4: Entradas de controlgt) para a condi¢éo
inicial x4(0) = [-0.6 0.2 0 Q' para o Exemplo 1.

Exemplo 2 Considere o sistema adaptado de Tar-
bouriech et al. (2009) na forma (1) e descrito pelos
seguintes parametros

05 15 4 ~07 -13
A=| 43 60 50 |;B=| 0 —43
32 68 72 08 -15
C=[1 1 0
~1.0 0 010
Nj=| 0 0 0|; Np=|0 0 ©
0 00 000

e o politopoy (x) definido por|x;(t)| < 10,i =1,2,3.
Por meio da implementacao do Coroléario 2, com
E=1eB=0.1,edo Teorema 3, comy = w, =1



obteve-sey = 0.8785 e as seguintes matrizes para
controlador dindmico (2) e a matriz de Lyapuri®v

9.8962 156880 —1.6261: —0.9902
415641 585624 —7.4950! —3.5282
LAB9749 | 702553  —-9.2106; —4.0323 |,

2952243 4233539 -519379 —25.8147
—2939536 —4215313 517110 257059

Figura 6: Estimativa da regido de atracao dada por
Q(x) e a trajetoria dos estados partindo da condigao
inicial xa(0) = [-2.33 304 084 0 0 @', localizada

na borda da elipse, para o Exemplo 2.

5 Conclusdes

0.0099 -0.0000 —0.0001
K = |—0.0000 Q0099 —0.0002, Esse artigo propds condi¢des convexas suficien-
0.0001 Q0001 Q0098 tes para o projeto de um controlador dinamico de re-
0.3648 02653 —0.1587 alimentacéo de saida de ordem completa associado a
p— 02653 03188 —01544 | regido de estabilidade para um sistema bilinear. Como
01587 —0.1544 01949 trabalhos futuros pretende-se tratar o caso com incer-

tezas, controladores de ordem reduzida e o uso de fun-
¢Oes de Lyapunov ndo quadraticas.
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