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Abstract— Extremum seeking control aims at determining and keeping the output of a nonlinear map on its
unknown extremum point. In the literature, despite of considering an unknown objective function in the real-time
optimization problem, it is mandatory to know whether the extremum point is a maximum or a minimum, which
is determined by means of the Hessian signs in case of static scalar maps. This paper proposes the process of
extremum seeking occurs independent of the Hessian sign information. The key idea is to combine the classical
extremum seeking approach with a switching monitoring function. The switching algorithm will drive the closed-
loop system to the unknown extremum, neglecting if it is a maximum or a minimum. In addition, simulation
results show the robustness properties of the proposed recipe under changes of the Hessian signs occurring
“on-the-fly” fashion as well as its adaptability to solve distinct online minimizing and maximizing problems in
sequence.

Keywords— Extremum-seeking Control, Adaptive Control, Uncertain Nonlinear Systems, Switching Moni-
toring Function, Real-time Optimization.

Resumo— O controle extremal tem como objetivo determinar e manter a saida de um mapeamento nao-linear
desconhecido em seu ponto de extremo. Na literatura, apesar de ndo se conhecer a fungdo objetivo do problema
de otimizagao em tempo real, é necessario saber se o extremo desconhecido se trata de um ponto de méaximo ou de
minimo, informacgao esta caracterizada pelo sinal da Hessiana do mapeamento escalar estatico. Neste trabalho,
propde-se que o processo de busca pelo extremo (busca extremal) se dé independentemente dessa informagao sobre
o sinal da Hessiana. A ideia chave para que o processo de otimizagao aconteca é combinar o esquema classico de
controle extremal com uma funcido de monitoragao chaveada. O algoritmo de chaveamento ird conduzir o sistema
em malha fechada ao extremo desconhecido, independente de se tratar de um ponto de méximo ou de minimo.
Além disso, resultados de simulagdo mostram a robustez do algoritmo proposto a mudancas repentinas do sinal
da Hessiana desconhecido e sua capacidade de adaptagao na tarefa de tratar problemas distintos de minimizagao

e maximizagao em tempo real e em sequéncia.

Palavras-chave— Controle Extremal, Controle Adaptativo, Sistemas Nao-Lineares Incertos, Fungdes de Mo-

nitoragdo Chaveadas, Otimizacdoo em Tempo Real.

1 Introducgao

O controle extremal, ou busca extremal, do in-
glés extremum seeking control (ESC) surgiu com
(Leblanc, 1922), e se desenvolveu intensamente en-
tre 1940 e 1970 (Ariyur and Krsti¢, 2003). Mas
foi recentemente que o controle extremal atingiu
o dpice de popularidade (Tan et al., 2010), ob-
tendo resultados promissores para as mais diver-
sas aplicagoes (Krsti¢ et al., 2014), sendo conside-
rada uma das dreas mais promissoras do controle
adaptativo (Astrom and Wittenmark, 2005).
Esse método de otimizagao em tempo real nao
é baseado no conhecimento do modelo (Krstic and
Wang, 2000) e tem como objetivo determinar o
extremo de uma funcao quando aplicado em situ-
acoes em que se depara com uma nao linearidade,
quando esta apresenta um minimo ou maximo no
problema de controle. O ESC nao requer conheci-
mento explicito da planta nem da fungao a ser oti-
mizada, é necessario apenas que se saiba que a fun-
¢do em questao possui um extremo (Krstié¢, 2009).
O sinal da Hessiana ird definir se o mapa estatico
se trata de uma funcao de maximo ou de minimo.
No tradicional ESC baseado em dither utiliza-
se um filtro passa-alta na saida da planta e uma

pertubacao senoidal para estimar o gradiente da
funcao objetivo (Ariyur and Krsti¢, 2003). Este
método é reconhecido pela sua simplicidade e sua
adaptacao satisfatoria. Porém, pode-se garantir
apenas a estabilidade local, assumindo-se acesso a
todo vetor de estado (Krstic and Wang, 2000).

No geral, em um problema de otimizagao clas-
sica assume-se que o sinal da Hessiana é sempre
conhecido. Neste trabalho, questiona-se a necessi-
dade do conhecimento desse sinal, ou seja, propoe-
se que a otimizacao seja feita sem que se possa afir-
mar que o ponto de extremo é um maximo ou um
minimo. Essa falta de conhecimento pode ser con-
tornada utilizando um algoritmo de chaveamento
baseado em uma funcao de monitoracao para a
estimativa do gradiente.

Nos ultimos anos, foram desenvolvidos traba-
lhos de ESC baseados em fungoes de monitora-
¢do, em (Yan et al., 2008), (Oliveira et al., 2007)
e (Aminde et al., 2013), porém em todas elas o
sinal da hessiana é conhecido. A proposta desse
trabalho é desenvolver uma abordagem inexistente
na literatura e apresentar resultados em que, in-
dependente de conhecer o sinal da Hessiana, o
sistema seja conduzido para uma vizinhancga pe-



quena do extremo desconhecido.

2 Formulacao do Problema

Considere o mapa estatico

y(t) = Q(0), (1)

com um extremo na vizinhanca de 6* e podendo
mensurar y e manipular §. O esquema de busca
extremal baseado em gradiente para este mapa es-
tatico quadratico de uma tnica entrada, é mos-
trado na Figura 1, e seus sinais de perturbacgao
sao definidos como

S(t) = asen (wt) , (2)
M(t) = Zsen (wt). (3)
0
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Figura 1: Esquema de controle por busca extremal
pelo método gradiente.

O mapa quadratico a ser otimizado é definido
por

D =QEO =y + 5 0007, @

onde H # 0 é a Hessiana desconhecida do ma-
peamento estatico, (6*,y*) é o ponto de extremo
desconhecido, com #* € R e y* € R. Em particu-
lar, assumiremos aqui que o sinal da Hessiana —
sgn(H) — é desconhecido.

Para o desenvolvimento, trés diferentes 6 séo
apresentados, a entrada 6, o ponto desconhecido
que otimiza o mapa, 0%, e a estimativa desse
ponto, §. Pode ser visto também, a funcao de
monitoragao ¢, (t), onde k € [0,1,...] é o indice
de chaveamento gerado pela funcao de monitora-
¢do e m € [0,1]. Logo, dependendo da escolha de
m (0 ou 1) podemos definir o valor inicial para
a estimativa da direcdo de controle desconhecida
(—1)*+m) (Rodrigues and Oliveira, 2017).

A entrada do mapa, 6(t), como pode ser visto,
se d4 pela perturbagao de sinal S(t) somada & es-
timativa de 6*.

0(t) = 0(t) + asen (wt) (5)

e o sinal de controle pode ser definido por
ut) = (=) EG(). (6)

A estimativa 6 controla a velocidade de esti-
magao com o integrado e o ganho k;. Para que
sejam encontrados resultados satisfatérios é pre-
ciso que o erro de estimagao é(t), convirja para
zero, e esse erro é obtido através da diferenca en-
tre a estimativa 0(t), e o ponto de otimizacao do
mapa 6%,

0(t) = 6(t) — 0" (7)
Ainda analisando a Figura 1, facilmente
constata-se que
G(t) = M(t)y(t). (8)
Pode-se afirmar também que
0(t) = (—1) " kG(t), 9)

e substituindo (3) e (4) em (8), tem-se que
G(t) = y*g sen (wt) + H e (t) sen (wt)+
a a
+ 2HO (t) sen® (wt) + aH sen® (wt).
(10)

Sabendo que sen? (wt) = (1 — cos (2wt)) /2,
pode-se reescrever (10) da seguinte forma:

G :y*s sen (wt)+%§2 (#) sen (wt) + HO (1)
— HO(t) cos (2wt) + aH sen® (wt). (11)

Substituindo (11) em (9), chega-se a

é(t) = (—1)t+m) [k:zgy* sen (wt) — HO cos (2wt)
a

+ % sen (wt) 62(t) + HO + aH sen® (wt)].
(12)

Para continuidade da anélise de estabilidade
aplica-se a Teoria da Média (Khalil, 2002). O mé-
todo aproxima a solucao de um sistema pela solu-
¢ao de um sistema médio. No sistema encontrado,
isso é feito calculando a média temporal dos ter-
mos senoidais e obtém-se, entao,

oav (t) = (_1)(k+m)kiHéa’u (t)7
= [ (=) sgn(ks)sgn(H) | [l H | (1):
(13)

Para garantir a estabilidade desse sistema, é
preciso conhecer o sinal de H, para, a partir deste,
definir o sinal de k;. Como o sinal da hessiana é
desconhecido, se faz necessario usar a funcéo de
monitoragao, sendo esta aplicada sempre que o
sinal de controle é desconhecido. Mais detalhes
serao apresentados na proxima segao.



3 Funcgao de Monitoracao

3.1 Majorante do Gradiente

A funcdo de monitoragdo é construida com base
no majorante do Gradiente. Para isso, assumire-
mos num primeiro momento, que o sinal de H é
conhecido, ou seja, que é possivel saber se o mapa
possui um sinal de maximo ou de minimo.

Partindo do esquema bésico, Figura 2, por
hora é conveniente a utilizagao de filtros passa-alta
e passa-baixa para melhorar o desempenho do sis-
tema e obter o majorante do gradiente. Para en-
contrar esse majorante, é necessario obter a equa-
¢ao dinamica do gradiente. Com algum abuso de
notacao, nesta secao iremos misturar os dominios
do tempo e frequéncia, assumindo que a funcao de
transferéncia age como um operador na fungao no
dominio do tempo.

Analisando novamente a Figura 2, e substi-
tuindo (5) em (4), tem-se

y(t) =y* + > [(é (t) — 0*> + asen (wt)]2 ,

o Hoys s N H 5

=y +5<0(t) 9) + 5 a’sen (wt) +
+H<é(t)—9*> asen (wt) ,

e T —er) ~H e

=y +5<9(t) 9) 4acos(2wt)+

+H (é (t) — 9*) asen (wt) + gaQ. (14)
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Figura 2: Esquema de ESC pelo método gradiente
utilizando filtros passa-alta e passa-baixa.

Ao passar pelo filtro passa-alta, sé permane-
cem os sinais de alta frequéncia, os componentes
de baixa frequéncia serao atenuados.

S

s+wgy

Yn = Y

=H (é (t) — 9*) asen (wt) — %GJQCOS (2wt()1.5)

Ao passar pela perturbacao de sinal:
z(t)=2H (é(t) 70*) sen (wt)fgacos (2wt) sen (wt) ,
:H(é(t) - 9*) ~H (é(t) - 9*) cos (2wt) +
. gasen (Bwt) + gasen (wt). (16)

Em seguida, o filtro passa-baixa descarta os
sinais de alta frequéncia, permanecendo apenas os
componentes de baixa frequéncia.

Obtém-se entao, a seguinte estimativa

c=H (é (t) — 9*) (17)

para o gradiente de (4):
_ 9y _
=55~

Voltando para a estimativa (17) e substi-
tuindo (5), temos:

G- L

S+ wy,

G(t) H(0(t) —07). (18)

G(t) = H (6 (t) — asen (wt) — 6%), (19)
=H (0 (t) —0") — Hasen (wt) . (20)
Reconhecendo (18) em (20):

G(t) = G(t) — Hasen (wt) . (21)

Isolando G(t) e derivando (18):
G(t) = H. (22)
Sabemos que 6 = 0 — asen (wt) e que § =

kG (¢):

0 = awcos (wt) + é, (23)

= awcos (wt) + k;G(t) — k;Hasen (wt) . (24)
Substituindo (24) em

G(t) = Hk;G(t) + Hawcos (wt) — k; H?asen (wt) .
(25)

(22), obtém-se:

Para encontrar a solucao da equacgao diferen-
cial (25), aplica-se a transformada de Laplace

LG)) = HkL(G(t)) + HawL(cos (wt))—

kiH?aL(sen (wt)), (26)
e obtém-se

1
G(s) = p— kiHG(to)Jr

— 27
2\/k2H? 4+ w? s —jw - @)
)

o KH) 2
+ . (28)




Aplicando a tranformada inversa de Laplace

G(t) = L7HG(s)} = DG (1) +
j[w(t—tmrtg*l( v )]
Haw e kiH
+
VEZH? 4+ w? 2

_{ (t—t) 71< w )]
o J i g le

+ —

2
fevcaet ()
kiHQa e kiH 2 n

VEZH? + w? 2

et (2)-2)
o KH) 2

+ 5 )

_ ekiH(t*ti)G(ti)_’_

T e
VEZH? + w? ' & k:H

k:H?a 1 w
_Wsen |:w(t—ti)+tg <le>:|

Chegamos entao ao majorante de G(t)

G(O)| < UG+

0 s |w(t— ) + g (2

VEE o | T TS ke

—Lzasen w(t —t;) +tg! d
VEZH? + w? o \kHE )|
(30)

A partir de (21), temos:
|G(t)] = |G(t) — Hasen (wt)|,

< |G(t)| + |Hasen (wt) |. (31)

Substituindo (31) em (30), obtém-se :

Glt)] < hHet)

G’(t)‘ + |Hasen (wt)| +

cos [w(t—ti)"'tg_l (kj}H)} ’

s (]|

Sabendo que o valor maximo das sendides é 1
e invocando (21), logo, podemos escrever:

Haw

Tt
VEZH? +w?
kiHQa

VEZH? +w?

GO, G| < HHE0 |Gt + 0 (i - > ,
(33)

onde t; > 0 para qualquer instante de tempo ini-
cial.

3.2  Projeto da Func¢dao de Monitoragao

Como dito anteriormente, o projeto da monito-
ragao se dé a partir do majorante do Gradiente,
definido em (33). E sabido também que os sinais
de H e k; sdo sempre opostos, ou seja, sgn(H) =
—sgn(k;). Pode-se entdo definir a funcdo auxiliar
i (t) como

ou(t) = RIG ) +ath) (L +a) . G0

onde 0 < A < |k;||H|, o termo t;, é o instante em
que ocorre o chaveamento, k é a quantidade de
chaveamentos e a(k) é qualquer sequéncia mono-
tonicamente crescente em k.

A fungéo de monitoragao ¢, (t) pode ser de-
finida como (Oliveira et al., 2007)

em(t) = @r(t), V€ [tr, tr1)(C [0, +00)). (35)

Como trata-se de uma abordagem onde o si-
nal da Hessiana é desconhecido, nao se pode afir-
mar nada sobre sobre o extremo desse sistema,
invoca-se, entdo, ¢,,. Visto em (35), sempre
|G(t)] < @i(tr) em t = t;. Deste modo, o tempo
de chaveamento tj serd definido (para k > 0) por

in{t >t : |G(t)] = pr(t
tm:{mm{ >t GO =0}, g
+o0,
onde k € [1,2,...] e tp := 0. Por construgao, a

seguinte desigualdade é obtida de (35)

G| < om(t), Ve[, +00).  (37)
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Figura 3: Trajetéria da fun¢ao de monitoragao ¢,
(linha pontilhada) e |G(t)| (linha sélida).

A func¢ao de monitoragao pode ser vista como
um operador hibrido (Goebel et al., 2012) onde
cada salto é definido pelo tempo de chaveamento
tr (36). Apds cada salto, um decaimento de forma
exponencial é percebido, esse comportamento é
chamado de fluzo, e a Figura 3 ilustra o valor ab-
soluto do gradiente ao longo do tempo e a fungao



de monitoracdo (Rodrigues and Oliveira, 2017), a
ultima sendo levada a convergéncia quando a pri-
meira alcanga também esta condigao.

4 Analise de Estabilidade

Teorema 1 Considerando o mapa estdtico (4),
com a lei de controle (6) e a fungao de monito-
ragao (35). Entao, se w em (2) e (3) € suficien-
temente grande, pode-se concluir que

o (i +a> ,  (38)

o (;2 + a2) , (39)

independente do sinal da hessiana.

limsup |0(t) — 6% =

t——+o0

limsup [y(t) —y*| =

t—+4o00

Prova: Apenas um esboco da prova é apre-
sentado. Por simplicidade, assumiremos em (33)

1
que o conjunto residual de ordem O ( + a> =
w

1
k1 ( —|—a>, sendo k; uma constante fixa des-
w
¢ : G@)| >
o (w +a> e |Gt)] < O <w +a>. Enquanto

conhecida. Considera-se dois casos:

1
IG(t)| < O ( + a), suponhamos por contradi-
w

¢do que a lei de controle u(t), vista em (6), re-
aliza infinitos chaveamentos, V¢t € [0,4+00). En-
tao, o termo a(k) (34) aumentard ilimitadamente
a medida que £ — +o00. Assim, existe um va-
lor finito x > 0 tal que para k > x: (i) o termo
a(k) serd o limitante superior para k; em (33),

1 1

tal que k; ( —l—a) < a(k) ( —l—a), e (ii) o
w w

sinal da Hessiana é corretamente estimado, i.e.,

(—1)+tm)sgn(k;)sgn(H) = —1. Por convenién-
cia, define-se

C(t) := MO8 1G] + O (i + a) . (40)

de acordo com o lado direito da desigualdade (33).
A partir do item (i), conclui-se que @, (t) > (%),
YVt € [tg,tx+1). Do item (ii), ¢ é o limitante
superior vélido para |G(t)|. Consequentemente,
nenhum chaveamento ird ocorrer apds t = t,,
ie, tger1 = +0o — veja (36) — o que nos leva
a uma contradigdo. Portanto, ¢y (t) deve parar
o chaveamento apéds algum valor finito k = N e

1
ty € [0,+00), sempre que |G(t)] > O (w +a>.
Assim sendo, de (34), (35) e (37), conclui-se que

|G(0)] < e MTIG(En)| + a(N) (i + )

i.e., o gradiente converge para um conjunto re-

1
sidual de ordem O (w + a>. Lembrando que no

1
caso complementar j4 temos |G(t)| < O ( + a).
w
Logo, conclui-se que G(t) tende localmente para
1
um conjunto residual da ordem O | — + a) , & me-
w

dida que t — +o0.

Desta forma, a partir de (18) tem-se que
6 (t) — 0* = H 'G(t), podendo-se concluir (38).
Além disto, de (4) e (38), obtém-se (39). O

5 Resultados de Simulacao

Considere o mapa estatico quadratico de uma en-
trada utilizado nas segoes anteriores, com Hessi-
ana H = 2, otimizador 6* = 5, e valor étimo
y* = 5. Os parametros do sinal dither e do pro-
posto ESC baseado no método de Gradiente tem
os seguintes valores w = 10, a = 0.2, ¢ = 10 e
K =0.2.

A simulag@o numerica foi desenvolvida com o
propésito de descobrir se a fungao de monitora-
¢ao seria capaz de levar a saida do sistema para
a convergéncia, independente de saber se tratar
de uma fun¢ao de maximo ou de minimo, corri-
gindo qualquer possivel erro de interpretacao do
sistema.

Nos resultados da simulacao de malha fe-
chada, Figura 4(a), é possivel ver a entrada do
mapa, 0, convergindo para o ponto de otimizacao,
0*. O sistema foi inicializado achando se tratar
de um problema de méximo, Figura 4(b), porém,
nota-se que a safda, y(t), comeca a se distanciar
logo em seguida, divergindo em aproximadamente
dez segundos. Visto o erro na interpretacao do
sistema, a funcao de monitoracao fez um chavea-
mento identificando o extremo como minimo, re-
cuperando a saida e garantindo a convergéncia do
sistema.

A fim de testar a eficiéncia dessa abordagem,
ap6s 30 segundos, a diregao de controle foi alte-
rada (pode ser visto em zoom na Figura 4(d))
e com isso inicia-se novamente a andlise de y(t).
Desta vez o saida foi interpretada com um sinal
de minimo e apds 40 segundos comeca a divergir.
Novamente a fungao de monitoracao atua e seu
chaveamento leva a saida a identificar o extremo
maximo e convergir.

Na Figura 4(c) pode ser vista a trajetéria da
funcdo de monitoragio, ¢,,, e de |G(t)|. Nos
momentos em que a saida, y(t) e, consequente-
mente, |G(t)| comecam a divergir, acontece o cha-
veamento de ¢,,, levando ambos a convergéncia,
mesmo que momentanea. O decaimento exponen-
cial da funcdo de monitoracdo se da apds cada
chaveamento e serd alcancado em definitivo se o
mesmo comportamento puder ser visto em |G(t)],
ou seja, se a convergécia acontecer.
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Figura 4: Resultados de simulacdo: (a) entrada do mapa 6(¢) e o ponto de otimizagao 6*; (b) saida y(t)
|

e o valor 6timo y*; (¢) funcao de monitoracao ¢, (t) e |G(t)

de uma mudanga de direcao do sinal de controle.

6 Conclusoes

Este trabalho apresentou uma proposta de otimi-
zagao em tempo real de um mapeamento estatico
escalar desconhecendo o sinal de sua Hessiana. A
estratégia escolhida para contornar esse problema
foi a utilizagdo de uma funcao de monitoracgao ca-
paz de conduzir o sistema a uma vizinhanga do
extremo desconhecido. A ideia proposta foi tes-
tada em simulagoes numéricas e foram apresenta-

; (d) zoom no sinal de saida na ocorréncia

dos resultados satisfatorios. A fungao de monito-
racao foi capaz de levar o sistema a convergéncia
e se mostrou eficiente também quando a direcao
de controle (sinal da Hessiana) sofre alteracao.
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