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Abstract— This paper proposes state-feedback control synthesistmmsdfor positive switched linear discrete-time systems
in terms of linear matrix inequalities. In order to desigther mode-dependent or mode-independent control lawscapictuce
less conservative results, the controller gain is detezthinom the slack variables introduced in the synthesisitiond, without
imposing constraints to the Lyapunov matrix. To furtherusal the conservatism, a search in a scalar parameter testica
well-defined interval is also adopted in the conditions. Nupal examples borrowed from the literature illustrate applicability
and the flexibility of the proposed approach.

Keywords— Positive switched linear systems, Discrete-time syst&tate-feedback, Linear matrix inequalities.

Resumo— Este artigo propde condi¢des de sintese de controle ponegahcao de estados para sistemas lineares positivos cha-
veados discretos no tempo em termos de desigualdadesiagfiieares. Com o intuito de projetar leis de controleethelentes

e independentes de modos e produzir resultados menos wahs@s, o ganho de controle é determinado a partir dasvearia

de folga introduzidas nas condi¢des de sintese, sem imgicdes a matriz de Lyapunov. Para reduzir ainda mais ocecoss
dorismo, uma busca em um parametro escalar restrito a urmalitebem definido também é adotada nas condigdes. Exemplos
numeéricos retirados da literatura ilustram a aplicabilele a flexibilidade da abordagem proposta.

Palavras-chave— Sistemas lineares positivos chaveados, Sistemas discretempo, Realimentacéo de estados, Desigualdades
matriciais lineares.

1 Introducédo Por outro lado, uma vasta gama de problemas
de engenharia possui como restricdo adicional a néo-
Uteis na modelagem de diversas aplicagdes emnegatividade dos estados (Dayawansa e Martin, 1999;

engenharia, os sistemas chaveados sdo uma impO,Benzaowa e Tadeo, 2008). Sistemas cujas variaveis

tante classe de sistemas hibridos (Savkin e Evansd€ estadoassumem apenas valores ndo-negativos, cha-
2002). Em Liberzon e Morse (1999) os sistemas cha-Mados de sistemas positivos (Fa_rma_ € Rinaldi, 2000),
veados sdo definidos como um conjunto de subsiste:® POdem ser encontrados nas mais diversas areas como

mas de tempo continuo ou discreto, regido por uma&ngenharia, biologia, medicina, ciéncias sociais e eco-

regra de chaveamento responséavel por definir o supnomia (Caccetta e Rumchev, 2000).

sistema ativo em cada instante de tempo. Dentre as O estudo de sistemas positivos ainda € uma area
diversas aplicagdes de sistemas chaveados destacarfim aberto para pesquisas, pois muitos dos resultados
se as relativas ao controle de sistemas mecanicos, aBem estabelecidos para sistemas lineares néo podem
controle de processos, a indUstria automotiva, aos sisSer aplicados diretamente aos sistemas positivos, uma
temas de poténcia, ao controle de trafego aéreo, etcvez que esses sao definidos em cones e ndo no espaco
(Liberzon e Morse, 1999; Savkin e Evans, 2002). O linear (Caccetta e Rumchev, 2000). Dentre os traba-
chaveamento também é adequado para modelar sistdhos encontrados na literatura que abordam o controle
mas sujeitos a mudancas abruptas no niimero de entrgle sistemas lineares positivos chaveados pode-se ci-
das de controle, ocasionadas, por exemplo, por falhadar, por exemplo, Deaecto e Geromel (2017), no qual
nos atuadores (Savkin e Evans, 2002). Além disso, asdo0 apresentados métodos que fornecem uma funcéo
existéncia de sistemas cuja estabilidade assintética na6€ chaveamento globalmente assintoticamente estavel
pode ser alcangada por uma Gnica lei de controle dee Um conjunto de ganhos de realimentacao de esta-
realimentacéo é um grande incentivo ao uso do con-dos que assegura a positividade e um custo garantido
trole chaveado (Liberzon e Morse, 1999). Para pro--*/2 para sistemas continuos no tempo. O problema de
jetar uma lei de controle chaveada, duas abordagengstabilizacao de sistemas lineares positivos chaveados
distintas podem ser adotadas. Na primeira abordagengliscretos no tempo usando controle de realimentacao
deseja-se determinar uma regra de chaveamento ced€ saida € tratado em Benzaouia e Tadeo (2008). No
paz de estabilizar o sistema, veja Geromel e Deaectdimbito da biologia, Hernandez-Vargasetal. (2011) in-
(2009)’ Deaecto et al. (2011)’ e, na Segunda’ admitevestigaram uma apllca(;éo Interessante na qual O SIs-
se que o sistema estéa sujeito a uma lei de chaveamentt®ma linear positivo chaveado representa a dinamica
arbitraria e projeta-se um controlador capaz de estabi-de tratamento de uma mutacao viral.

lizar o sistema independente da regra de chaveamento, Neste trabalho é proposta uma nova condicéo, em
como em Daafouz, Riedinger e lung (2002), Daafouz, termos de desigualdades matriciais lineares (do in-
Millerioux e lung (2002), e Liu et al. (2017). glés, Linear Matrix Inequalities— LMIs), para sin-



tese de controladores estabilizantes por realimentacdo  Uma condi¢do necesséria e suficiente para que o
de estados para sistemas lineares positivos chaveadagstema em malha fechada (3) seja positivo é dada pelo
discretos no tempo com lei de chaveamento arbitra-seguinte lema.

ria. A condicao desenvolvida é baseada nos resultados

de Morais et al. (2013) para o caso de sistemas lineai ema 1 (Farina e Rinaldi (2000)) O sistema em ma-
res discretos invariantes no tempo. Para realizar a Sinfha fechada (3) é positivo se, e somente se, todos os
tese dos ganhos de realimentagao, as condi¢oes LMIglementos da matrizi4,, sao nao-negativos.
propostas fazem uso de variaveis auxiliares com o in-

tuito de separar a recuperacao do ganho de controle da  Qutrossim, a estabilidade assintética de um sis-

matriz de Lyapunov, proporcionando mais graus de li- tema chaveado pode ser certificada por de uma condi-
berdade e reduzindo o conservadorismo na busca pogao suficiente dada no lema a seguir.
uma solucao factivel.

Este artigo encontra-se organizado da seguinte| gy 5 2 (Daafouz, Riedinger e lung (2002))Um
forma: na Segao 2, sdo introduzidos conceitos utiliza- gistama chaveado (k+ 1) = Aggyx(k) é assinto-

. s~ - &

dp_s parao desen\iolwmeNnto da condicdo LMI d(_a esta-ticamente estavel se existirem matrizes simétricas
bilizagc&o; na Secao 3, sdo apresentados os principai

definidas positivasiR = 1,...,N, tais que
resultados obtidos; na Sec¢éo 4, exemplos numéricos P R=1.. g

sdo expostos; e, por fim, o artigo é concluido na Se- ATPA —P <0,i,j=1,...,N. ()
céo 5. . T Y
Equivalentemente, se existirem matrizes simétrigas P
Notac&o i=1,...,N tais que
O conjunto de matrizes reais comlinhas em P AP 0ii—1. N 5
colunas é denotado p&™™. O conjunto de vetores O mHhhI=40N, ()

comN elementos reais ndo-negativos € representado ] o ] o
AT. Para matrizes simétricaB,~ O significa queP & -+ N taisque
definida positiva. A notac&8d > 0 indica que a matriz X XAT
M possui elementos ndo-negativos. O simkalgpre- [ )?"
. _
j

]>O,i,j=1,...,N. (6)
senta um bloco simétrico em uma matriz quadrada.

A condicao (5) é obtida por complemento de
2  Preliminares Schur a partir de (4), e a condicdo (6) (chamada de
condicao dual) por transformacgéo de congruéncia com
Considere o sistema linear positivo chaveado dis- a matrizdiag(P1,1), X, = P~* aplicada em (5).

creto no tempo Finalmente, para o desenvolvimento da condi-
¢do LMI de estabilizacdo apresentada neste traba-
X(k+1) = Ag(ioX(K) + B u(k) (1) lho, o seguinte lema é necessario (Gahinet e Apka-

rian, 1994; lwasaki e Skelton, 1994).
em queA, ) € R™", By € R™M, x(k) € o vetor de
estadosyi(k) é o vetor de entradas de controle(&) : Lema 3 Dadas as matrizes W e Y com n colunas e
N — {1,2,...,N} é a funcéo de chaveamento que se- Q = Q" € R™", existe uma matriz ndo estruturada F
leciona arbitrariamente o subsistema (modo de operadue satisfaz
¢do) linear que esta ativo a cada instante de tempo,
sendoN o nimero de subsistemas. Q+WTFY+YTFTW <0 (7)

Neste artigo, utiliza-se a seguinte lei de controle ) L
se, e somente se, as desigualdades de projecdo sao

u(k) = Ke(iox(K) ) satisfeitas
-
para estabilizar assintoticamente e garantir a positivi- Ny QNw <0, (8)
dade do sistema chaveado em malha-fechada Ny QNy < 0, 9)
X(k+1) = At g X(K), (3)  emque i e N sdo matrizes arbitrarias cujas colu-
nas formam uma base para o espaco nulo de W e,
em queAfs(k) = Ac(k) + B Ke(k)- respectivamente.

Antes de passar a se¢do de resultados principais,
algumas defini¢des e resultados preliminares séo da-

- 3 Resultados Principais
dos a sequir.

A principal contribuicdo deste trabalho, apresen-
Definicao 1 (Farina e Rinaldi (2000))Um sistema é tada no teorema a seguir, consiste em uma nova condi-
positivo se, dada qualquer condi¢édo inicialixao ne- ¢do LMI para a sintese de controladores estabilizantes
gativa e entrada (k) € R, Vk > 0, a trajetéria cor- por realimentacdo de estados que garantem que o Sis-
respondente continua no quadrante positivgk)xe tema em malha fechada (3) € assintoticamente estavel
RT, Vk>0. e positivo.



Teorema 1 Para um valor dado do parametro escalar Fazendo o somatério da Gltima desigualdade para todo
& € (—1,1), se existirem matrizes simétricas definidas i,j = 1,...,N, tem-se

positivas Pe R™", matrizes Ge R™" diagonais e NN

matrizes Ze R™", comi=1,...,N, tais que ZZ (—P, + £2R) = P+ E2P <0 17)
i=1j=1
EAGI +EGIAT +£BiZ+EZTBf - P N , )
“ comP =75, ,P >~ 0. De fato, a desigualdade (17) &
vélida para tod€ € (—1,1). |

—&Gl +AGi +BiZ

R-G—-Gf <0, Observagédo 1Como destacado em Ebihara et al.

(10) (2014), em termos de sintese, € possivel escolher a ma-

triz de Lyapunov como apenas simétrica, o que resulta
AGi +BiZ >0, (11) em condi¢des menos conservadoras e garante a posi-

. N 1 tividade do sistema realimentado pela lei de controle
paratodoij=1,...,N, entdo K= Z G~ assegura  {eterminada. N&o obstante, em termos de analise de

a estabilidade assintdtica e a positividade do sistema ggtapilidade, uma matriz de Lyapunov diagonal é ne-

chaveado em malha fecha(). cesséria e suficiente para garantir a estabilidade do

Prova: Admitindo que as condicdes (10) e (11) sejam Sistema em malha-fechada.

factiveis, o blocq2,2) da desigualdade (10) implica A sintese do controlador também pode ser feita
que - de forma que a lei de controle (2) seja independente
Gi+G ~R>0 (12)  de modos. Para tanto, uma adaptacio da condicio

logo, a existéncia das matrizes inverﬁiél i — de sintese do Teorema 1 é apresentada a seguir, na
1,...,N, é assegurada. Multiplicando (11) a direita 9ual admite-se qu&; = G e Z = Z para todai, j =
porG; 1, obtém-se e

Corolario 1 Para um valor dado do parametro esca-
(13) e ; R !

lar & € (—1,1), se existirem matrizes simétricas defi-
que corresponde a condicdo do Lema 1, garantindo ashidas positivas Pe R™M, comi=1,....N, uma ma-
sim, a positividade do sistema de malha fechada comtriz G € R™" diagonal e uma matriz £ R™" tais

Ki = Z:G; 1. Além disso, a condigéo (10) pode ser re- 9u€

A +BiZG >0,

escrita na forma EAGHEGTAT +EBZ+EZTB] — P
*
—P 0 LIPS —I\T
G i +BiZGi —I
[o PJJF[I} (A+B2GHT -] ~{GTHAGLBZ | o (g
) W P-G-G' ’
o R7c-1 . _
+{A+B.Z.G. }G[El ]<0 (14) AG+BZ>0, (19)
=l ~—— para todo ij = 1,...,N, entdo K= ZG ! assegura
Y a estabilidade assintética e a positividade do sistema

Portanto, pelo Lema 3, para que a condicéo (10) sejachaveadd(l) com a lei de controle independente de
verificada, é necessario que as condices (8) e (9)nodos k) = Kx(k).

sejam satisfeitas. Escolhendo o espaco Mjp=

I Ai+BiZ Gfl], tem-se 4 Experimentos numéricos

Ny QN = Os dois exemplos apresentados nesta secéo uti-
| Tr_p 0 | lizam o parser Yalmip (L6fberg, 2004) e o resolve-
{ 1 T] { ) } [ 1 T] dor de programacao semidefinida de cédigo aberto Se-
(A +BizG ™) 0 RJ[(A+BZG™) DuMi (Sturm, 1999) para implementar as rotinas com-
=-Pj+(A+ BiZG YHR(A+BzG 1T <0 putacionais de projeto dos controladores em Matlab
(15) (R2017a).

que, por meio de um complemento de Schur, prové  Exemplo 1: Este € um exemplo adaptado de Ebihara
et al. (2014). Considere um sistema chaveado que

[—P. RP(A +BiZ Gil)T] -0, (16) possa ser descrito como em (1), com as seguintes ma-
* —P; trizes:
que equivale & condigéo (6) do Lema 2, garantindo, [04 05 01 02] [0.1 05]

assim, a estabilidade assintética do sistema de malha A — 04 01 01 05 B, — 0.3 07

fechada conk; = z,G . 04 04 03 03 01 05|’
Por sua vez, aescolha g =[I — &I1] produz 02 05 0 03] 0.3 08

Y (03 02 04 01] (0.8 04]

N}—QNY{ ] {—, H } |03 03 03 01| , |06 07

—ep Lo RpLE A2=101 04 01 01| %% |09 1|

— P+ &R <0. 02 03 05 05 03 1



O objetivo deste exemplo é avaliar o grau 26 JE A W
conservadorismo das condi¢cdes de sintese pro 241 = * ? '“"‘\
tas, comparando as abordagens dependente e inde » b
dente de modos e a influéncia do valor do parame 22 X i
escalaré sobre os resultados obtidos. Para tanto, ol * \
matrizesA; e A, sdo multiplicadas por um escalae '
determina-se o maximo valor desse escalar assoc y1-8 I
a uma solucéo factivel para as condigfes contidas 16l
Teorema 1 e, posteriormente, para as do Corolari
utilizando diferentes escolhas ée [—0.9, 0.9], com 14T 1
19 valores igualmente espacados no intervalo. Ll M |
Na Figura 1 é possivel verificar que a abordag 1t __f__ lé 1
dependente de modos fornece, para todas as varia !

de & testadas, maiores valores galo que os obti- 08 08 06 04 02z 0 02 04 06 08 1

dos com o caso independente. Isso indica que 3
controlador dependente de modos consegue certificaFigura 1: Maximos valores dg obtidos com o teste
a estabilidade de uma quantidade maior de sistemagjq 19 valores dé € [~0.9,0.9] igualmente espacados

chaveados. Perante isto, pode-se afirmar que resultap—)ara as abordagens dependente (Teorema 1 — curva

dos menos conservadores s&o ok_)tldos com © Comroilermelha) e independente de modos (Coroléario 1 —
lador dependente de modos. Assim, faz mais Sentldocurva azul) para o Exemplo 1
restringir o uso da abordagem independente de mo- P pio L.

dos, Corolério 1, para situacdes nas quais as informa-
¢Oes a respeito dos modos nao estdo disponiveis para . .
a realimentacdo. Embora a escolha trivial para o pa-N° (€mpO (1), representado pelas seguintes matrizes
rdmetro escalar sej& = 0, observou-se que o grau

de conservadorismo em ambas as abordagens testa- A; = [_0'3 0'5] B = {0'5 0'4} ,

das foi menor, ou seja, foram obtidos valores maiores 08 06 03 03 (20)
para o parametrg, ao assumirem-se outros valores A, — 0.6 05 B, — -0.2 -03

ndo nulos no interval¢—1,1) para o parametro esca- 27104 01|’ 7?7 |-04 —04|

lar. Assim, foram investigados 19 valores igualmente

espacados no intervale-0.9, 0.9]. No caso depen- O objetivo deste exemplo € projetar controladores

dente de modos o maior valor obtido fpi= 2.5048 estabilizantes por realimentagcéo de estados e compa-
paraé = —0.1. Na abordagem de ganho independenterar os resultados da resposta temporal dos estados do
de modos o maior valor obtido fogi = 1.2901 para  Sistema em malha fechada com os resultados reporta-
& =0.2. De fato, realizar a busca no escaja# uma  dos em Liu et al. (2017). Considerando a abordagem
estratégia Gtil, pois pode produzir resultados com dife- dependente de modos, os seguintes ganhos (truncados
rentes niveis de conservadorismo. Por exemplo, notecom 4 casas decimais) foram produzidos utilizando o
que a diferenga percentual entre os valores maximo efeorema 1 con§ = —0.9 (parametro escalar associ-
minimo dey obtidos com o Teorema 1 considerando ado a melhor resposta no dominio do tempo)

todos os 19 testes foi de 286 (com o Corolario 1, foi

22.49%). Ky — 111342 38889
1= |-127347 —-5.3115°
Para verificar as vantagens da introdug&o da varia- 36667 2350 (21)
vel de folgaG (ou G; no caso dependente de modos) Ko = { 3 3671 2'1676(1 .

nas condicdes de projeto, considere o Teorema 1 com

as escolhas particularés=0 e G :,G_iT = R (diago- Diferente do Teorema 1, o parametro associado a
nal paraTtodo =1,...,N)eoCorolario 1 conf =0  melhor resposta no dominio do tempo para o Corola-
eG=G' =P (diagonal). Nesse caso, como € comum (jg 1 é& = 0.9, resultando no seguinte ganho

na literatura, os ganhos de controle serdo determina-

dos diretamente em termos da matriz de Lyapunov. K — [0.7361 4.5083]

0.0562 44899 (22)

Para as condi¢Bes sem variaveis de folga obteve-
se no caso dependente de moges2.4489 e noinde-  Na sequéncia, utilizando a lei de chaveamento forne-
pendentey = 1.2651. Como € possivel verificar, para cida em Liu et al. (2017), com estado inicia) =
ambos os casos, os valoresydgo inferiores aos ob- 10 207, foram obtidas as respostas temporais dos
tidos com as condi¢oes propostas (Teorema 1 e Coroestados dos sistemas em malha fechada para os con-
lario 1). Embora a diferenca ndo seja tdo expressivatroladores projetados pelo método proposto e para o
esses resultados indicam a existéncia de sistemas paganho dependente de modos reportado em Liu et al.
0s quais, dentre as técnicas testadas, apenas o métoqe017).
proposto com variaveis de folga € capaz de encontrar  Dijante das simulacées apresentadas na Figura 2,
solucdes estabilizantes. constata-se que os controladores sintetizados por meio
das condi¢fes propostas neste artigo provém melhores
Exemplo 2: Este exemplo foi retirado de Liu et al. respostas temporais em termos de uma convergéncia
(2017). Considere o sistema linear chaveado discretamais rapida para a origem.



i OO método proposto, sdo apresentadas nas Figuras 3 e 4
8 ‘Q\ ) ' '_;_' Ke 1 as respostas temporais associadas aos controladores
61 ;«\ ’(‘ __e__Ei 1 depende_ntes_ e independentes de modos, r(_espectiva-
ar\ry, \ F 1 mente, sintetizados pelo Teorema 1 e Corolario 1 com
2t 460t , %\ .l 1 19 valores d€ € [—0.9, 0.9] igualmente espacados.
2009009 3 Note que, apesar da escolha trivial para o parametro
o 2 4 & & 10 12 14 16 18 20 seré = 0 (linha continua em azul nas figuras), os me-
k Ihores resultados s&o obtidos para valore ge0.
-%=-£=09 ||
§=0 i
—6-—& =09
58=6-D=6—6-6=¢ - @ J
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 "
k 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 25
Figura 2: Respostas temporais obtidas para o K
tema (20) em malha-fechada utilizando controlado ol of
dependentes de modg (Teorema 1 — curva verde; - %=-£=09
controladores independente de mad(Corolario L -, ™ __e__f —%0l]
curva azul) e o controlador dependente de mdg€ios 10 —
(apresentado em Liu et al. (2017) — curva vermell 5 1
para o Exemplo 2.

o®

0 2
k
E importante enfatizar que o controlador indepen- F19ura 4: Respostas temporais obtidas para o sis-
dente de modos (22) projetado produz um desempe-tema (20) em malha-f(_echa_da com controlaQo_res inde-
nho temporal melhor do que a resposta associada afendentes de modo sintetizado pelo Corolario 1 com
método de Liu et al. (2017) (dependente de modos).¢ € [—0.9, 0.9] para 0 Exemplo 2.
Isso significa que, mesmo utilizando menos informa-

¢cbes a respeitoNdo sigtema (conhecimento do modo  Embpora a resposta temporal para uma determi-
atual de operac&o do sistema chaveado), a abordagefada lei de chaveamento tenha sido investigada, tanto
proposta proporciona uma convergéncia mais rapida. este artigo como o de Liu et al. (2017) tratam o caso
de sistemas com lei de chaveamento arbitraria. Nesse
sentido, uma aplicacdo mais realista dos controlado-
res poderia ser explorada impondo-se uma lei de cha-
veamento arbitraria com modos de operacao escolhi-
dos com auxilio de um gerador pseudo-aleatuit-
forme.

Os resultados obtidos com uma simulacdo de
Monte Carlo de 5 10* realizagbes para um horizonte
de 20 amostras sé@o apresentados na Figura 5.

T i 08 Observe que as respostas temporais médias pro-
15 ¢ e duzidas, tanto pelo controlador dependente de modos
: &= 09| 1 (curva vermelha na Figura 5) quanto pelo indepen-
dente de modos (curva verde), convergem mais rapida-
mente para zero do que as respostas obtidas aplicando-
» se o controlador dependente de modos computado

Cor e e % pelométodo de Liu etal. (2017) (curva azul). Todavia,

) _ ) . mesmo que o desvio padréo das primeiras amostras do
Figura 3: Respostas temporais obtidas para 0 siSgequndo estado em malha fechada com o controlador
tema (20) em malha-fechada com controladores de'independente de modos (22) seja maior do que o des-
pendentes de modo sintetizados pelo Teorema 1 conyio padrao referente ao controlador dependente de mo-
& €[-0.9, 0.9] para 0 Exemplo 2. dos de Liu et al. (2017), o método proposto pode ser

considerado vantajoso, pois requer uma lei de controle

Adicionalmente, nota-se que a técnica propostamais simples.
também pode ser beneficiada caso a informacgéo a res-

peito dos modos esteja disponivel para realimentacao. 5 Conclusdo
Nesse caso o resultado é ainda melhor, como pode ser
observado nos graficos da Figura 2. Neste trabalho foram propostas condi¢des de sin-

Além disso, diferentes comportamentos para atege de controle por realimentacéo de estados para sis-

resposta temporal s&o obtidos dependendo do ganh@mgas lineares positivos chaveados discretos no tempo
sintetizado para cada valor do pardmetro escélar

Para ilustrar essa variedade de solugBes obtidas pelo !Foi utilizada a fungéaandi () do softwareMatlab.
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