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Abstract— This work deals with robust control synthesis procedure H∞/H2 for linear discrete-time time-

invariant systems with polynomial parameter dependence. The robust control problem requires ensuring robust

stability and optimizing performance for an infinite number of systems, which results in a semi-infinite opti-

mization problem of difficult solution. In previous works, it was proposed the solution of the H∞/H2 robust

control problem by means of a two-step procedure, synthesis and analysis, implemented by the Cone-Ellipsoidal

algorithm and the Branch-and-Bound method. Subsequently it was proposed to apply the Differential Evolution

method to both steps of the procedure. Considering systems with parametric uncertainties, it is possible to

obtain a considerable reduction in the computational cost of the analysis step by replacing the polytopic model

by a parameter dependent model. This work presents a new implementation of the two-step synthesis proce-

dure to consider models with polynomial dependence of parameters that allows its application for more complex

problems with lower computational cost. We provide an illustrative example to demonstrate the capability of

the new implementation.
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Resumo— Este trabalho trata da śıntese de controle robusto H∞/H2 para sistemas lineares invariantes no

tempo, em tempo discreto, com dependência polinomial de parâmetros. O problema de controle robusto requer

garantir a estabilidade robusta do sistema e otimizar o desempenho para um número infinitos de sistemas, o que

resulta em um problema de otimização semi-infinita de dif́ıcil solução. Em trabalhos anteriores, foi proposta a

solução do problema de controle robusto H∞/H2 através de um procedimento de dois passos, śıntese e análise,

implementados pelos algoritmo Cone-Elipsoidal e método Branch-and-Bound. Posteriormente foi proposto aplicar

o método Evolução Diferencial para ambos os passos do procedimento. Considerando sistemas com incertezas

paramétricas, é posśıvel obter uma redução considerável no custo computacional da etapa de análise substituindo

o modelo politópico por um modelo dependente de parâmetros. Este trabalho apresenta uma nova implementação

do procedimento de śıntese de dois passos para considerar modelos com dependência polinomial de parâmetros

que permite a sua utilização para problemas mais complexos com menor custo computacional. É apresentado

um exemplo ilustrativo para demonstrar a capacidade da nova implementação.

Palavras-chave— Controle robusto H∞/H2, sistemas dependente de parâmetros, algoritmo evolução diferen-

cial.

1 Introdução

Este trabalho trata de controle robusto de siste-
mas lineares invariantes no tempo, em tempo dis-
creto com parâmetros que não são precisamente
conhecidos, mas que pertencem a um intervalo co-
nhecido. Do ponto de vista de otimização, o de-
sempenho de sistemas de controle pode ser quanti-
ficado em termos de normasH2 eH∞ das matrizes
de transferência. O sistema de controle deve ga-
rantir tanto a estabilidade do sistema bem como
o seu desempenho H∞/H2 para todos os valores
posśıveis dos parâmetros incertos, resultando em
problemas de otimização semi-infinita de dif́ıcil so-
lução. As formulações de análise de estabilidade
e desempenho e śıntese descritas em termos de
problemas de otimização linear com restrições na
forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs,
do inglês linear matrix inequalities) são bastante
populares na área de controle robusto. Através
das formulações LMI é posśıvel analisar e proje-
tar sistemas de controle, considerando somente os
sistemas correspondentes aos vértices do politopo

do espaço de incerteza. Desse modo, os proble-
mas de otimização originais, de dif́ıcil solução, são
representados por problemas convexos, mais sim-
ples de serem solucionados, com disponibilidade
de softwares comerciais e gratuitos para sua solu-
ção. Entretanto, nem todos os problemas de con-
trole robusto podem ser colocados na forma de
problemas LMI, em especial, o projeto de contro-
ladores robustos fixos por realimentação dinâmica
de sáıda de qualquer ordem para sistemas com in-
certezas paramêtricas. O trabalho de de Oliveira
et al. (2002) apresenta formulações LMIs para śın-
tese de controle robusto por realimentação de esta-
dos para sistemas em tempo discreto com modelo
politópico e controle por realimentação de sáıda,
com ordem igual a do sistema, para sistemas pre-
cisamente conhecidos. Ao invés de se obter dire-
tamente um controlador por realimentação dinâ-
mica de sáıda com ordem fixa, é posśıvel, atra-
vés de uma representação aumentada do sistema
proposta por Ghaoui et al. (1997), projetar um
controlador de qualquer ordem a partir de uma
formulação para projeto de controladores por re-



alimentação estática de sáıda. Em Agulhari et al.
(2010) é proposto um procedimento de controle
robusto por realimentação de sáıda, para modelos
politópicos em tempo discreto, baseado em formu-
lações LMI, realizado em dois passos. No primeiro
passo, é projetado um controlador por realimen-
tação de estados dependente de parâmetros que
é utilizado como entrada para o segundo passo
que calcula o controlador robusto por realimen-
tação de sáıda. Procedimento similar é utilizado
em outros trabalhos para śıntese de controlado-
res robustos por realimentação de sáıda (Moreira
et al., 2011; Sadabadi and Karimi, 2015).

Em uma abordagem alternativa, o problema
de controle robusto, na forma original de problema
de otimização semi-infinita, foi solucionado atra-
vés de um procedimento iterativo de dois passos
similar ao método proposto por Zakovic and Rus-
tem (2002). A ideia do método é obter a solução
do problema em dois passos: śıntese e análise. No
passo de śıntese, o domı́nio infinito é substitúıdo
por um conjunto finito de sistemas que pode ser
inicialmente os vértices do domı́nio de incerteza ou
somente o sistema nominal. O controlador é pro-
jetado para minimizar a função objetivo e garantir
o atendimento às restrições somente para esse con-
junto finito, o que torna o problema mais fácil de
ser solucionado. No passo de análise, o controla-
dor obtido no passo de śıntese é analisado para to-
dos os infinitos sistemas do domı́nio de incerteza.
Se for verificado que alguma restrição foi violada
ou que o máximo da função objetivo nos passos de
śıntese e de análise possuem uma diferença signi-
ficativa, novos sistemas são acrescentados no con-
junto finito e os dois passos são executados no-
vamente. O procedimento finaliza quando é veri-
ficado que todas as restrições são atendidas para
todos os sistemas no domı́nio infinito e que a dife-
rença entre o mı́nimo da função objetivo calculada
em cada passo está dentro de um limite especifi-
cado. Nos trabalhos anteriores, esse procedimento
foi inicialmente implementado considerando o al-
goritmo cone-elipsoidal (CE) para o passo de śın-
tese e o método Branch-and-bound (BB) para o
passo de análise (Gonçalves et al., 2011). Posteri-
ormente, aplicando o método Evolução Diferencial
(DE, do inglês Differential Evolution) em ambos
os passos (de Moura Marcos et al., 2016). Uma
versão mais complexa deste procedimento de śın-
tese foi implementada considerando um método de
otimização multiobjetivo evolutivo para o passo de
śıntese, requerendo um passo intermediário adici-
onal de tomada de decisão (Bachur et al., 2017).
Nas primeiras versões deste procedimento de śın-
tese, o método BB apresenta um crescimento rá-
pido do custo computacional com o aumento da
ordem do sistema e do número de vértices do poli-
topo. Para problemas mais complexos, o método
DE requer menor custo computacional do que o
método BB. Mesmo com o uso do método DE na

etapa de análise, na representação de incerteza por
modelo politópico, o espaço de busca é de dimen-
são 2η, sendo η o número de parâmetros incertos.
Obviamente é mais vantajoso trabalhar com um
modelo dependente de parâmetros de modo que,
na etapa de análise, o espaço de busca seja de di-
mensão η. A contribuição deste trabalho é imple-
mentar e avaliar a modificação do procedimento
de śıntese de dois passos, baseado no método DE,
para considerar modelos com dependência polino-
mial de parâmetros incertos ao invés de modelos
politópicos.

Esse trabalho é organizado como descrito a
seguir. Na seção 2 é apresentada a formulação do
problema de controle robusto em termos de um
problema de otimização semi-infinita. Na seção 3
é apresentado o procedimento iterativo de śıntese.
Na seção 4 é detalhado como o método de evo-
lução diferencial é utilizado para implementar os
dois passos do procedimento de śıntese. Na seção
5 é apresentado um exemplo ilustrativo, com seis
parâmetros incertos, para a validação da imple-
mentação proposta para o procedimento de śın-
tese, seguido pelas conclusões apresentadas na se-
ção 6.

A notação utilizada nesse artigo é padrão. É
considerada a notação compacta para matrizes de
transferência:

G(z) = C(zI −A)−1
B +D =

[
A B

C D

]
.

e x(k) , x(kT ), sendo k ∈ N e T o peŕıodo de
amostragem.

2 Formulação do problema

Considere o sistema linear invariante no tempo,
em tempo discreto, descrito pelo modelo no espaço
de estados

x(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +Buu(k),

z(k) = Czx(k) +Dzww(k) +Dzuu(k),

y(k) = Cyx(k) +Dyww(k) +Dyuu(k),

(1)

sendo x(k) ∈ R
n o vetor de estados, u(k) ∈ R

nu o
vetor de variáveis manipuladas, as sáıdas do con-
trolador, w(k) ∈ R

nw o vetor de entradas exóge-
nas (distúrbios, d(k) ∈ R

nd , e rúıdos de medição,
n(k) ∈ R

ny ), z(k) ∈ R
nz o vetor de sáıdas contro-

ladas (sáıdas da planta, c(k) e variáveis manipula-
das, u(k)) e y(k) ∈ R

ny o vetor de sáıdas medidas
que são as entradas do controlador dinâmico.

Para simplificar a notação, as matrizes do mo-
delo no espaço de estados, Eq. (1), podem ser reu-
nidas na representação matricial seguinte:

S ,




A Bu Bw

Cz Dzu Dzw

Cy Dyu Dyw



 . (2)

Considere que a matriz sistema S possui η pa-
râmetros incertos que variam em faixas: pi ∈



[p
i
, pi], i = 1, . . . , η. Seja p = [p1 . . . pη]

T o ve-
tor de parâmetros incertos, o sistema com incer-
teza paramétrica pode ser representado por um
modelo com dependência afim de parâmetros:

S(p) = S0 +

η∑

i=1

Sipi, (3)

sendo S0 composto pelos termos constantes de
S(p) e Si incluindo as constantes que multipli-
cam o parâmetro incerto pi, i = 1, . . . , η. Outra
possibilidade é o modelo politópico definido pela
combinação convexa de seus vértices:

S(α) ,

{
S : S =

2η∑

i=1

αiSi; α ∈ Ω

}
, (4)

Ω ,

{
α ∈ R2η : αi ≥ 0, ∀ i,

2η∑

i=1

αi = 1

}
, (5)

sendo Si os vértices do politopo, obtidos da 2η

combinações dos valores limites dos parâmetros

incertos, e α = [α1, . . . , α2η ]
T
o vetor que parame-

triza o politopo. O modelo politópico é adequado
para as formulações de análise e śıntese baseadas
em formulações LMI, porém, o número de vértices
cresce rapidamente com o aumento do número de
parâmetros incertos. Por exemplo, quando η = 6,
então p ∈ R

6 ao passo que α ∈ R
64. Este trabalho

irá considerar a representação com dependência
polinomial de parâmetros:

S(p) = S0 +

nt∑

i=1

Si

η∏

j=1

p
σi,j

j , (6)

sendo σi,j ∈ N a potência do j-ésimo parâmetro
no i-ésimo termo do polinômio com nt + 1 ter-
mos. O modelo com dependência afim de parâme-
tros, Eq. (3), é um caso particular do modelo com
dependência polinomial de parâmetros, Eq. (6).
A dependência das matrizes do sistema de p será
omitida para simplificar a notação.

Neste trabalho, consideramos o controlador
dinâmico por realimentação de sáıda definido pe-
las seguintes matrizes:

K(z) =

[
Ac Bc

Cc Dc

]
. (7)

O sistema em malha-fechada com realimenta-
ção dinâmica de sáıda é dado por:

Tzw(z) =
[
Tcd(z) Tud(z)

]
=

[
Af Bf

Cf Df

]
=




A+BuΓDcCy BuΓCc

BcCy +BcDyuΓDcCy Ac +BcDyuΓCc

Cz +DzuΓDcCy DzuΓCc

Bw +BuΓDcDyw

BcDyw +BcDyuΓDcDyw

Dzw +DzuΓDcDyw


 ,

(8)

sendo Γ , (I −DcDyu)
−1.

Neste trabalho, o objetivo do sistema de con-
trole é manter o sistema no ponto de operação

desejado minimizando o efeito de distúrbios so-
bre a sáıda do sistema e o esforço de controle,
objetivos conflitantes. Desse modo, o problema
de śıntese de controlador robusto H∞/H2 pode
ser estabelecido como sendo: dado um sistema li-
near invariante no tempo com modelo com depen-
dência polinomial de parâmetros, S(p), p ∈ P =
[p

1
, p1]×. . .×[p

η
, pη], encontre o controlador dinâ-

mico por realimentação de sáıda, K(z), que mini-
miza a norma H∞ máxima da matriz de transfe-
rência em malha-fechada que relaciona o vetor de
distúrbios com o vetor de sáıdas da planta, Tcd(z),
e a norma H2 máxima da matriz de transferência
em malha-fechada que relaciona o vetor de distúr-
bios com o vetor de variáveis manipuladas, Tud(z),
garantindo a estabilidade do sistema em malha-
fechada para todo o domı́nio de incerteza:

K
∗(z) = arg min

K(z)




max
p∈P
‖Tcd(z, p,K)‖∞

max
p∈P
‖Tud(z, p,K)‖2





sujeito a: K(z) ∈ F ,

(9)

sendo F o conjunto de controladores, com uma
estrutura especificada pelo projetista, que resul-
tam em sistemas em malha-fechada robustamente
estáveis. O problema (9) é um problema de oti-
mização semi-infinita de dif́ıcil solução.

3 Procedimento de Śıntese Iterativo

Para facilitar a solução do problema (9), pode
ser considerado um procedimento baseado em dois
passos:

Passo 1 = Śıntese. O domı́nio de incerteza,
P , do problema (9) é substitúıdo por um conjunto

finito de pontos, P̃. Além disso, para aplicar técni-
cas de otimização escalar, o problema de otimiza-
ção multiobjetivo (9) é transformado em um pro-
blema de otimização escalar tratando a segunda
função objetivo como restrição:

K
∗(z) = argmin

K
max
p∈P̃

‖Tcd(z, p,K)‖∞

sujeito a:

{
max
p∈P̃

‖Tud(z, p,K)‖2 ≤ ǫ2

K(z) ∈ F

, (10)

sendo ǫ2 o valor da restrição que pode ser variado
para gerar diferentes soluções.

Passo 2 = Análise. O controlador calculado
no passo 1,K∗(z), tem quer ser validado para todo
o domı́nio infinito de incerteza, P .

O problema de análise de estabilidade robusta
do sistema com dependência polinomial de parâ-
metros pode ser formulado como um problema de
otimização em que é desejado determinar se o má-
ximo módulo dos n autovalores das infinitas ma-
trizes Af (p) são menores que 1:

pu = argmin
p∈P
−fu(p), fu(p) , max

i
|λi(Af (p))| − 1,

(11)

sendo λi(A) o i-ésimo autovalor de A ∈ R
n×n.

Se f(pu) ≥ 0, isso significa que existe polo sobre



ou fora do disco de raio unitário do plano-Z e o
sistema em malha-fechada com K∗(z) não é ro-
bustamente estável.

Se o sistema é robustamente estável, deve-se
verificar os valores das função objetivos. Os pro-
blemas de cálculo dos custos garantidos H∞ e H2

de um sistema com incerteza paramétrica podem
ser formulados como problemas de otimização:

p∞ = argmin
p∈P
−f∞(p), f∞(p) , ‖Tcd(z, p,K

∗)‖∞,

(12)

p2 = argmin
p∈P
−f2(p), f2(p) , ‖Tud(z, p,K

∗)‖2. (13)

Defina f̃∞ , max
p∈P̃

‖Tcd(z, p,K
∗)‖∞, o va-

lor ótimo obtido na etapa de śıntese para o con-

junto finito, novos pontos no conjunto finito P̃ se-
rão acrescentados nas seguintes situações:

1. Se fu(pu) ≥ 0, então P̃ ← P̃
⋃
{pu}.

2. Se |f∞(pu)− f̃∞| > εf̃∞, então P̃ ← P̃
⋃
{p∞}.

3. Se f2(p2) > ǫ2, então P̃ ← P̃
⋃
{p2}.

Sendo ε uma precisão especificada pelo proje-
tista. Neste trabalho foi adotado ε = 0,01.

Todos os cálculos para determinação de S(p)
são realizados para a representação do sistema em
tempo cont́ınuo, sendo realizada a discretização,
pelo método de segurador de ordem zero, apenas
no momento de cálculo de Tzw(z). Todos os cál-
culos de autovalores e normas são feitos sobre a
realização mı́nima de Tzw(z).

O conjunto P̃ é inicializado com um conjunto
finito de pontos, podendo ser adotado um ponto
correspondente ao sistema nominal ou os 2η vér-
tices do domı́nio politópico de incerteza. Se no
passo 2 são acrescentados pontos no conjunto P̃,
pu ou p∞ e/ou p2, os passos 1 e 2 devem ser execu-
tados novamente, caso contrário o procedimento
é finalizado. Na próxima seção é descrito como
os passos do procedimento de śıntese podem ser
implementados pelo método evolução diferencial.
Como a etapa de análise é baseada nas soluções de
problemas de otimização não convexo, não se pode
garantir que o controlador obtido resulte em um
sistema robustamente estável. Entretanto, em vá-
rios testes exaustivos realizados, o algoritmo DE
se mostrou bastante eficiente para análise de esta-
bilidade robusta (de Moura Marcos and Gonçal-
ves, 2016).

4 Algoritmo Evolução Diferencial

O algoritmo de Evolução Diferencial é um algo-
ritmo de otimização evolucionário para solução de
problemas com funções com domı́nio real (Storn
and Price, 1997; Das and Suganthan, 2011). O
algoritmo DE possui os mesmos operadores de al-
goritmos evolucionários padrões: mutação, cruza-
mento e seleção.

Seja U(a,b) um número pseudo-aleatório com
distribuição uniforme no intervalo (a, b); I(m) um

número pseudo-aleatório com distribuição uni-
forme no intervalo [1,m]; χ ∈ R

η o vetor de va-
riáveis de otimização; e N o número de indiv́ıduos
da população. Defina a população na k-ésima ite-
ração, Xk = {χk,i; i = 1, . . . , N}, sendo a i-ésima
solução:

χk,i =




χk,i,1

...
χk,i,m


 . (14)

Os operadores do DE são descritos a seguir.

4.1 População Inicial

Na solução do problema (10) na etapa de śıntese,
as variáveis de otimização são os parâmetros do
controlador, χk,i = [θ1, . . . , θυ]

T , sendo m = υ
o número de parâmetros. A população inicial é
distribúıda uniformente no intervalo entre −L e L,
sendo o valor de L especificado pelo projetista, isto
é, χ1,i,j = U(−L,L), i = 1, . . . , N e j = 1, . . . , υ. O
tamanho da população foi fixado em N = 5υ.

Nas soluções dos problemas (11), (12) e (13)
na etapa de análise, as variáveis de otimização são
os parâmetros incertos, χk,i = [p1, . . . , pη]

T , m =
η. Neste trabalho, foi adotado que N = 2η + η,
sendo que a população inicial inclui os 2η vértices
e 3η soluções distribúıdas de forma aleatória em
P .

4.2 Mutação diferencial

Considere os ı́ndices r1 6= r2 6= r3 6= i dados por
rj = I(N), j = 1, ..., 3. Adotamos que a i-ésima
solução mutante é obtida como sendo:

vk,i = χk,r1 + Fi(χk,r2 − χk,r3) (15)

i = 1, . . . , N . Adotamos o fator de escala aleatório
para cada mutação, sendo Fi = U(0,5,1)

4.3 Cruzamento

O cruzamento entre as i-ésimas soluções da k-
ésima população, Xk, e da população mutante,
Vk, gera a população tentativa, Uk:

uk,i,j =

{
vk,i,j , se U(0,1) ≤ Cr ou j = δi
χk,i,j , caso contrário

, (16)

para j = 1, . . . ,m, i = 1, . . . , N , sendo Cr ∈ [0, 1]
a taxa de cruzamento. Adotamos Cr = 0,5. O
ı́ndice δi = I(η) garante que uk,i 6= χk,i.

4.4 Tratamento das restrições

Na etapa de śıntese, não é realizada nenhuma res-
trição adicional sobre os parâmetros do controla-
dor. Com relação à restrição sobre a norma H2 e
a restrição do sistema a malha-fechada ser estável
para p ∈ P̃ , é utilizado o método de penalidades.
Para a solução que corresponde a um sistema ins-
tável é atribúıdo um valor maior para a função



objetivo do que a solução que viola a restrição so-
bre a norma H2, que por sua vez possui um valor
de função objetivo maior que a solução que não
viola nenhuma das duas restrições.

Na etapa de análise, uma solução é fact́ıvel se
χk,i ∈ P . Neste trabalho, optamos por forçar que
toda solução pertença a P utilizando o método de
reflexão, isto é, refletir a variável em relação ao
valor mı́nimo ou máximo quando χk,i = pi < p

i
ou χk,i = pi > pi, respectivamente.

4.5 Seleção

A operação de seleção determina qual solução, se
o alvo, χk,i, ou a tentativa, uk,i, sobrevive para
próxima geração. Para i = 1, . . . , N :

χk+1,i =

{
uk,i, se f(uk,i) ≤ f(χk,i)
χk,i, caso contrário

, (17)

4.6 Critério de parada

Adotamos como critérios de parada um número
máximo de gerações, Ng, ou a convergência da
população comparando os valores máximos e mı́-
nimos de f(χ) da k-ésima população, fmax(χ) −
fmin(χ) ≤ ǫ, χ ∈ Xk, sendo ǫ um número pe-
queno. No passo de śıntese, adotamos Ng = 2.000
e ǫ = 5 × 10−4, e no passo de análise, na veri-
ficação da estabilidade adotamos Ng = 3.000 e
ǫ = 10−4, e no cálculo do máximo da norma ado-
tamos Ng = 200η e ǫ = 10−5.

5 Exemplo Ilustrativo

Como exemplo, utilizamos neste trabalho um pro-
tótipo laboratorial de suspensão ativa fabricado
pela Quanserr apresentado na Fig. 1 (Apkarian
and Abdossalami, 2013). Este sistema de controle
é estudado em vários trabalhos, por exemplo, em
Alves et al. (2014) e de Oliveira et al. (2015).

Seja x1(t) , xeq,1 + z1(t) e x2(t) , xeq,2 +
z2(t), sendo xeq,1 e xeq,2 os deslocamentos no
ponto de equiĺıbrio e z1 e z2 são os desvios em
relação ao ponto de equiĺıbrio. Definindo x ,

[z2 − z1 ż2 z1 − zr ż1]
T , w = żr, u = Fc,

z = [Fc z̈2]
T , as matrizes da representação no

espaço de estados são:

A =




0 1 0 −1

−K2

M2
− B2

M2
0 B2

M2

0 0 0 1
K2

M1

B2

M1
−K1

M1
−B2+B1

M1


 ,

Bw =




0
0
−1
B1

M1


 , Bu =




0
1

M2

0
− 1

M1


 ,

(18)

Cz =

[
−K2

M2

− B2

M2

0 B2

M2

0 0 0 0

]
,

Dzw =

[
0
0

]
, Dzu =

[
1

M2

1

]
,

(19)

Cy =
[
−K2

M2

− B2

M2

0 B2

M2

]
,

Dzw =
[
0

]
, Dzu =

[
1

M2

]
.

(20)

Os valores nominais dos parâmetros são:
M1 = 1kg, M2 = 2.45kg, K1 = 2 × 1250N/m,
K2 = 2 × 450N.m, B1 = 5N.s/m e B2 =

7.5N.s/m (Apkarian and Abdossalami, 2013). É
tratado o caso em que estes 6 parâmetros são
incertos com variações de ±25%. O vetor de
parâmetros incertos é definido como sendo p =
[1/M1 1/M2 K1 K2 B1 B2]

T . Neste caso η = 6

e nt = 8. É adotado o peŕıodo de amostragem
T = 1ms (sugerido pelo fabricante).
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K

K

B

- F

F

x

x

z

2

2

2

c

c

1

1

1
r

2

1
B

Figura 1: Modelo da suspensão ativa.

Nós consideramos uma estrutura de controle
proporcional-integral-derivativo (PID) com 3 pa-
râmetros a serem determinados, ganho proporci-
onal, kp, tempo integral, Ti > 0, e tempo deriva-
tivo, Td > 0:

K(z) =




1 0 − T
Ti

0 0 −Td

T

kp −kp − kp(1 +
T

2Ti
+ Td

T
)




=




1 0 −θ1
0 0 −θ2

θ3 −θ3 − θ3(1 +
θ1
2
+ θ2)


 .

(21)

Utilizando o método de śıntese com dois passos,
com ǫ2 = 20, considerando o conjunto finito ini-
cial P̃ com um ponto correspondendo aos parâ-
metros nominais, são obtidos, após 2 iterações,
com P̃ composto por apenas 3 pontos, os seguin-
tes parâmetros do controlador PID: kp = 46,0211,
Ti = 0,2071 e Td = 1,2196 × 10−7. Tal controla-
dor resulta em maxp∈P ‖Tcd(z, p,K

∗)‖∞ = 6,6913
e maxp∈P ‖Tud(z, p,K

∗)‖2 = 19,9999. A Fig. 2
apresenta as respostas transitórias da aceleração
do chassi para o sistema em malha-aberta (sus-
pensão passiva) e o sistema em malha-fechada com
o controlador PID (suspensão ativa) para os três
pontos do espaço de incerteza do conjunto final
P̃ . É notável a melhor rejeição do distúrbio do
controle robusto projetado. A Fig. 3 mostra em



detalhes as respostas transitórias da aceleração do
chassi, z̈2, em malha-fechada. Por fim, a Fig. 4
apresenta as respostas transitórias do sinal de con-
trole, Fc, onde pode ser observado que pela esco-
lha de ǫ2 = 20 é evitada a saturação do atuador
com Fc ≤ 40N . Projetando um controlador de 2a

ordem cheio, com 9 parâmetros de otimização, foi
obtido maxp∈P ‖Tcd(z, p,K

∗)‖∞ = 6,0552.
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Figura 2: Respostas transitórias da aceleração do
chassi, z̈2, em malha-aberta (linha tracejada) e

malha-fechada (linha sólida), para p ∈ P̃ .
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Figura 3: Respostas transitórias da aceleração do
chassi, z̈2, para p ∈ P̃.

Não foram feitas comparações com outras téc-
nicas da literatura por não ser do conhecimento
dos autores procedimentos que tratem de projeto
PID robusto com matriz Dyu 6= 0. Caso fosse
considerado um modelo politópico para tratar o
sistema com seis parâmetros incertos, um sistema
pertencente ao politopo seria a combinação con-
vexa de 64 vértices. Na etapa de análise seria
necessário realizar a otimização em um espaço de
dimensão 64, no caso de modelo politópico, ao in-
vés de dimensão 6, no caso de modelo com depen-
dência de parâmetros.

6 Conclusões

Foi proposta uma nova implementação para um
procedimento de śıntese de sistemas de controle
robusto H∞/H2, de sistemas lineares invariantes
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Figura 4: Respostas transitórias do sinal de con-
trole, Fc, para p ∈ P̃ .

no tempo, em tempo discreto, baseado em dois
passos iterativos. A modificação realizada foi con-
siderar modelos com dependência polinomial de
parâmetros ao invés de modelos politópicos, o que
reduz consideravelmente a dimensão do espaço de
busca na etapa de análise do procedimento. Foi
demonstrado por meio de um exemplo ilustrativo
que a implementação do procedimento de śıntese
proposta nesse trabalho funcionou de forma sa-
tisfatória para um sistema com seis parâmetros
incertos.
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de Oliveira, T. G., Gonçalves, E. N. and Rodri-
gues, G. G. (2015). Multi-objective H∞ con-
trol of a laboratory model of active suspen-
sion system, 2015 IEEE Conference on Con-
trol Applications, IEEE, Sydney, Australia,
pp. 1710–1715.

Ghaoui, L. E., Oustry, F. and AitRami, M. (1997).
A cone complementarity linearisation algo-
rithm for static output feedback and related
problems, IEEE Transactions on Automatic
Control 42(8): 1171–1176.
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